Vorwort zur dritten Auflage

Der vorliegende Band ist eine Einfihrung in die Mechanik, die die grund-
legenden experimentellen Befunde und die theoretischen Methoden zur Be-
schreibung und zum Verstandnis der physikalischen Vorgéange und ihrer Ge-
setzmaligkeiten gleichgewichtig behandelt. Entsprechend dieser Zielsetzung
ist der Band gemeinsam von einem experimentellen und einem theoretischen
Physiker geschrieben worden. Der Inhalt dieses Bandes wird in einem Se-
mester behandelt. Der Stoffumfang entspricht vier Vorlesungsstunden in der
Woche und zusatzlich drei Ergdnzungsstunden in kleinen Gruppen. Der Band
wendet sich an Studenten der Physik, Mathematik und Chemie im Grundstu-
dium.

Experimente von grundséatzlicher oder beispielhafter Bedeutung werden
besonders ausfihrlich und quantitativ beschrieben. Mit Hilfe von stroboskopi-
schen Aufnahmen sind Bewegungsablaufe oft photographisch so dargestellt,
daR der Leser quantitative Messungen an den Abbildungen nachvollziehen
kann. Erganzt wurde das Beispielmaterial in vielen Fallen durch Computer-
zeichnungen physikalischer Vorgange, die ebenfalls streng quantitativ sind.
Die theoretische Begriffshildung geht nicht wesentlich tber die der klassi-
schen Anfangerausbildung hinaus, wird jedoch oft strenger gefal3t und vertieft.
Eine knappe Darstellung wird durch konsequente Benutzung von Vektor-
schreibweise und gelegentlich der Tensorschreibweise erreicht. Die nétigen
mathematischen Hilfsmittel werden in einem ausfihrlichen Anhang bereit-
gestellt und an vielen Beispielen veranschaulicht. Vorausgesetzt werden nur
elementare Kenntnisse der Differential- und Integralrechnung.

Fur die dritte Auflage wurde dieMechanik weitgehend neu geschrie-
ben. Sie umfalit jetzt die Mechanik des Massenpunktes, des starren Koérpers,
des elastischen Festkorpers und der Flussigkeiten, einschlieRlich der Gebiete
Schwingungen und Wellen sowie ein Kapitel Uber nichtlineare Dynamik.
Ein unabhangiger Band zuElektrodynamikwird (ebenfalls in dritter, vol-
lig neubearbeiteter Auflage) in Kiirze erscheinen. Ahnlich angelegte einfiih-
rende Darstellungen zu weiteren Teilgebieten der Physik sind geplant. Wir
verweisen einstweilen auf unser in englischer Sprache erschienenes ,,Bilder-
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buch der Quantenmechanik‘in dem Computergraphiken eine zentrale Rolle
bei der Veranschaulichung abstrakter Sachverhalte spielen.

Bei der Fertigstellung dieses Bandes haben wir auf vielféaltige Weise Un-
terstlitzung erfahren. Herr M. Euteneuer hat gemeinsam mit Frau C. Tama-
rozzi, Herrn W. Kinzel und Herrn A. Pelster alle hier beschriebenen Expe-
rimente aufgebaut und die Zeichnungen und Photographien dieses Bandes
angefertigt. Der Computersatz des Textes wurde von Frau U. Bender und
Frau A. Wied mit Unterstitzung durch Herrn T. Stroh besorgt. Herr Stroh hat
auch erheblichen Anteil an der Herstellung der Computerzeichnungen. Herr
R. Kretschmer, der selbst seit mehreren Jahren Ubungsgruppen betreut, hat die
meisten Aufgaben ausgewahlt und deren Lésungen skizziert. Darliber hinaus
haben er und Herr Stroh den Text kritisch gelesen und viele Korrekturen und
Verbesserungen bewirkt. Ihnen allen gilt unser herzlicher Dank.

Siegen, Juni 1996 S. Brandt H. D. Dahmen

s, Brandt, H.D. DahmertThe Picture Book of Quantum Mechani@snd ed., Springer-
Verlag New York 1995, ISBN 0-387-94380-3



10. Wellen auf ein- und zweidimensionalen
Tragern

Bei der Diskussion der gekoppelten Oszillatoren haben wir festgestellt, daid
die Energie des Gesamtsystems sich im Laufe der Zeit von einem auf den
anderen Oszillator verlagern konnte. Wir erwarten, daf3 sich durch Hinterein-
anderschalten einer grof3en Zahl von Oszillatoren ein Energietransport bewerk-
stelligen 1&l3t, ohne dal3 sich die Oszillatoren selbst weit von ihrer Ruhelage
entfernen. Einen solchen Vorgang bezeichnet man als Welle.

10.1 Longitudinale Wellen

Inhalt: Modell einer linearen Kette aus el astisch gekoppelten Massenpunkten, diein longi-
tudinaler (d. h. in Ketten-) Richtung aus ihren Ruhel agen ausgel enkt werden kdnnen. Aus der
Newtonschen Bewegungsgleichung fur die einzelnen Massenpunkte ergibt sich fur den Kon-
tinuumslimes der Kette died’ Alembertsche Wellengleichung. Die Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢, = 4/ E/p der Longitudinawellen ist durch Elastizitastsmodul E und Massendichte o
des Materials gegeben.

Bezeichnungen: z,, Ruhelage, u,,(t) momentane Lage, w.,,(t) Auslenkung des n-ten Mas-
senpunktes einer Kette aus diskreten Massenpunkten, m Masse jedes Massenpunktes, D Fe-
derkonstante der Koppelfedern, £ Lange der Einzelfeder im entspannten Zustand; Az Lange
der Einzelfeder, wenn Kettein Ruhe; w = /D /m Kreisfrequenzund 7' = 27 /w Periode des
Einzeloszillators, N Zahl der Federnin der Kette, L Lange der Kette, AT Signallaufzeit tiber
die Lange der Kette, w(¢, z) Auslenkungsfunktion der Kette im Kontinuumslimes, x lineare
und o raumliche Massendichte, E Elastizitatsmodul, ¢ Querschnittsflache, ¢ Ausbreitungs-
geschwindigkeit der Longitudinalwelle.

Wir gehen aus von einem einfachen Modell (Abb. 10.1) einer linearen Kette
von Massenpunkten der Masse m, die durch Federn der Federkonstanten
D verknupft sind. Die Federn haben im entspannten Zustand die Lange /.
Wir betrachten den allgemeinen Fall, in dem auch die ruhende Kette unter
einer Spannung stehen kann. Alle Massenpunkte haben dann im allgemeinen
Abstande Az # ¢ von ihren Nachbarn. Wir bezeichnen die Ruhelagen der
Massenpunkte mit

z, =ndzx —o00o < n<oo (10.1.1)
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Abb. 10.1. Modell einer Massenpunktkette als Trager longitudinaler Wellen. Die Ruhelagen
der einzelnen Massenpunkte sind bei z = z,, = nAxz (oben), die momentanen Lagen bei
Un(t) = &, + w,(t) (unten). Dabei ist w,,(t) die (longitudinale) zeitabhangige Auslenkung
des Massenpunktes n aus seiner Ruhelage

und die momentanen Lagen der Massenpunkte mit
Un(t) = T, + wy () (10.1.2)

mit den Auslenkungen w,, in Richtung der Kette. Wellen mit solchen Auslen-
kungen bezeichnet man al's L ongitudinalwellen.
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fir den n-ten Massenpunkt lautet

Mily, = —D(Up, — Up_1 — £) + D(Upy1 —up — £) . (10.1.3)
Umrechnungen auf die Auslenkungen w liefert die Bewegungsgleichung
m, = —D(w, — w,_1) + D(wp1 — w,) . (10.1.4)

Fir grof3e Dichte der Massenpunkte der Kette bedeutet es eine erhebliche
Vereinfachung, wenn man zum Grenzfall einer kontinuierlichen Verteilung

w,(t) = w(t, z) (10.1.5)

Ubergeht, indem man anstelle des Index n die kontinuierliche Variable z as
zweites Argument von w einfihrt. Sie gibt die Ruhelage des Massenpunktes
an. Dementsprechend gilt fir die benachbarten Punkte

Woa1(t) = w(t,z £ Az) . (10.1.6)
Damit 1a1dt sich die Bewegungsgleichung in die Form

w

mW(t,m) = Dlw(t,z+ Az) — w(t, z)]

—D[w(t,z) — w(t,z — Az)] (10.1.7)
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bringen. Jetzt |43t sich der Grenziibergang zur kontinuierlichen Verteilung der
Oszillatoren leicht durch Az — 0 ausfihren. Man entwickelt die Differenzen
auf der rechten Seite von (10.1.7) bis zur zweiten Ordnung in Az,

ow 16%w 2
w(t,z £ Az) —w(t,z) = :}:%(t,x)A:v + zw(t,:c)(A:v) +-
(10.1.8)
und erhalt durch Einsetzen die Gleichung
0w D(Az)? 9w
Mit der Annahme, da3im Grenzfall Az — 0 die Grofe
D(Az)?
im 242" _ 2 (10.1.10)
Az—0 m

gegen den festen Wert ¢ strebt, erhalten wir die Wellengleichung von
d’ Alembert oder d’ Alembert-Gleichung

Low w_, (10.1.12)
g a2 ez T "
Die Annahme (10.1.10) ist aus folgenden Grinden plausibel. Fir eine
kontinuierliche Massenbelegung der z-Achse ist
m
p=-=0g (10.1.12)
die lineare Massendichte, d. h. ein Langenelement Az besitzt die Masse
m = pAz = pAV. Dabel ist AV = ¢Az das Volumenelement und ¢ die
Querschnittsflache; ¢ ist die Massendichte. Die Kopplung zwischen den ein-
zelnen Oszillatoren wird im kontinuierlichen Grenzfall durch die endliche
GroRe
6 =DAx (10.1.13)

beschrieben, wobei
§=FEq (10.1.14)

das Produkt aus Elastizitatsmodul E (vgl. Abschn. 11.2) und der Quer-
schnittsflache ¢ ist. Damit bleibt der Quotient
D(Az)> DAz 6 E

7 el (10.1.15)

endlich.
Vorwegnehmend wollen wir anmerken, dald der Parameter ¢, der die
Dimension einer Geschwindigkeit hat, die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
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d Alembert-Wellenist, siehe Abschn. 10.3. Die Geschwindigkeit ¢, der Longi-
tudinalwelleist einerseitsdurch den Elastizitatsmodul £ und die Massendichte
o bestimmt, andererseitszeigt (10.1.10), dal3in den Grol3en der Oszill atorkette

L = wAzx (10.1.16)

gilt. Hier ist w = /D/m die Frequenz des Einzeloszillators der Masse m
und der Federkonstante D der Einzelfeder. Fir eine Oszillatorkettevon N + 1
Massenpunkten mit den Abstanden Az und der Lange

L=NAz

gilt
ar=2-Y_Lyr
aq w 2

Die Laufzeit AT eines Signals Uber die ganze Lange der Kette hangt nur von
der Anzahl der Massenpunkteund der Periode T = 27 /w desEinzel oszillators
ab. Sieist unabhangig davon, wie sehr die Kette gespannt ist, d. h. unabhangig
von der Lange L der Kette.

L ongitudinale Wellen mit einer durch das System gegebenen Vorzugsrich-

tung treten z. B. auf in

e gespannten Drahten oder Faden aus elastischem Material, die wir als
Saiten bezeichnen,

e Staben,
e L uftsdulen in gestreckten Rohren.

In allen Fallen wirken longitudinale elastische Krafte zwischen den Atomen
oder Molekilen des Materials, das den Trager der Welle bildet.

10.2 Transversale Wellen

Inhalt: Modell einer linearen Massenpunktkette mit transversaler Auslenkung. Aus der
Bewegungsgleichung eines Massenpunktes der Kette ergibt sich beim Ubergang zum Kon-
tinuumslimes ebenfalls eine Wellengleichung vom d’ Alembert-Typ. Eine Transversalwelle
kann sich nur auf einer Saite ausbreiten, die gespannt ist. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit
et transversaler Wellen ist um den Faktor /B kleiner alsdielongitudinaler Wellen. Dabei ist
B die Verzerrung der Saite, d. h. ihre relative Verlangerung im Vergleich zum ungespannten
Zustand.

Bezeichnungen: w,, transversale Auslenkung des n-ten Massenpunktes, m Masse jedes
Massenpunktes, D Federkonstante der Kopplungsfedern, £ bzw. ¢’ Federlangeim entspannten
bzw. gespannten Zustand, Az Federlange bei ruhender Kette, B = (Az — £)/£ Verzerrung,
F transversale Kraft auf Massenpunkt, w(t, z) transversale Auslenkungsfunktion der Kette
im Kontinuumslimes, E Elastizitatsmodul, . bzw. ¢ lineare bzw. raumliche Massendichte,
T = EB Spannung, cr Ausbreitungsgeschwindigkeit der Transversalwelle.
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Abb. 10.2. Modell einer Massenpunktkette als Trager transversaler Wellen. Die Ruhelagen
der einzelnen Massenpunktesind bei (z = z,, = nAz, y = 0) (oben), die momentanen Lagen
bel (z = z, = nAz, y = w,(t)) (unten). Dabei ist w,(t) die (transversale) zeitabhangige
Auslenkung des Massenpunktes n aus seiner Ruhelage

Wir betrachten jetzt den Fall, dal3 die Auslenkungen w,, senkrecht zur Ruhe-
richtung der Kette erfolgen, Abb. 10.2. Die Feder zwischen den Punktenn — 1
und n hat die Lange

¢ =/(Ax) + (w, —w,_1)? . (10.2.1)

Sie Ubt daher auf den Punkt n die Kraft vom Betrage D(¢' — ¢) aus. lhre
Komponente senkrecht zur Kette ist —D(¢' — ¢)(w,, — w,_1)/¢'. Wir setzen
voraus, daf3

|wn - wn—1| < Az
gilt. In linearer Naherung in (w,, — w,_1)/Az erhalten wir
Wy, — Wp—1 _ Wy — Wp—1
v N Ax

Die resultierende Senkrechtkomponente der beiden Federn links und rechts
von z,, ist dannin linearer Naherung

Az — 1
Ay Wn = wn 1) + (Wn —waia)] (10.2.3)

—D( - 1) —D(Az —0) (10.2.2)

F=-D
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Wir gehen jetzt wieder zum kontinuierlichen Grenzfall Uber, in welchem wir
die Massenpunktkette eine Saite nennen. Fur den Ubergang gelten die Formeln
(10.1.5) bis (10.1.8). Damit erhalten wir

o*w

und als Bewegungsgleichung
Pw  DAz(Az —10) 8w ,0%w 1024
ot2 m o2~ Tor2 (1024)
Unter Benutzung von (10.1.12) bis (10.1.14) und des Begriffs der Ver zerrung

Az — 4
B==2 e (10.2.5)
erhalten wir
D EqB ¢ EB 1
2 —_— — = = — —

cr = mAa:(A:v 0) Az s 1+B (10.2.6)

Das Produkt aus Elastizitatsmodul £ und Verzerrung B ist die Spannung

T =FEB (10.2.7)
der Saite. Damit ist
e T 1 (10.2.8)
TT01+B -

Fur den gewohnlich vorliegenden Fall kleiner Verzerrung, B < 1, gilt damit

in guter Naherung
T FE
LN 0 = BE = Bct . (10.2.9)

Die Wellengleichung fur Transversalwellen

10%w &*w

hat damit die gleiche Form wie die fur Longitudinalwellen (10.1.11).

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢y der Transversalwelleist durch die
Wurzel aus dem Verhdtnis von Spannung T = E'B und Massendichte o
gegeben. In den Grofen der Oszillatorkette gilt nach (10.1.16)

cr = VBe, = VBwAz . (10.2.11)

Dadie Verzerrung B einer Saite stets klein gegen einsist, ist die Transver-
salgeschwindigkeit klein gegen die Longitudinalgeschwindigkeit. Eine nicht
gespannte Saite hat in der hier gewahlten linearen Naherung keine Transver-
salwellen.
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10.3 Allgemeine L dsung der Wellengleichung

Inhalt: Spezielle Losungen der d’ Alembert-Gleichung in nur einer Raumdimension haben
die Form wy (t,z) = w(—ct + z), und w_(t,z) = w(ct + ). Sie sind Funktionen des
Arguments —ct + = bzw. ¢t + = und beschreiben Auslenkungsmuster, die sich, in raumlicher
Form unverandert, mit der Geschwindigkeit ¢ in positive (firr w, ) bzw. negative (fur w_)
z-Richtung verschieben. Die allgemeine Losung hat die Form w;(—ct + z) + wa(ct + z).
Eine Funktion w, oder w_, die stets nur in einem eng begrenzten Raumbereich wesentlich
von null verschieden ist, heif3t Soliton.

Bezeichnungen: w(t, z) Auslenkungsfunktion; wy = w(—ct + ) nach rechts laufende,
w_ = w(et + z) nach linkslaufende Welle; zo Ort maximaler Auslenkung zur Zeit ¢t = O fur
ein Gauf3sches Soliton, o Breite des Solitons, vg Gruppengeschwindigkeit.

Da die Wellengleichungen (10.1.11) bzw. (10.2.10) fir longitudinale bzw.
transversale Wellen die gleiche Form haben, schreiben wir sie jetzt ohne
Unterscheidung der Geschwindigkeiten als

102w O*w

Fr eine solche Wellengleichung in nur einer Raumdimension kdnnen wir die
Differentiationen in der folgenden Form faktorisieren:

10 L 0) (19 9\ o
cot "oz ) \cat oz ) VBT =

10 0 10 0
(EE — %) (Ea + %> w(t,z) =0 . (10.3.2)

Damit ist klar, dal3 es Losungen der d’ Alembert-Gleichung in einer Raumdi-
mension gibt, die eine der beiden Differentialgleichungen

10 9 t,z)=0 10.3.3
P w(t,z) = (10.3.3)
oder 19 5
erfullen.

Wir beschreiben die Auslenkungsfunktion w zu einer festen Zeit ¢t = 0
durch w(0, z) = w(z). Nehmen wir an, daf3 sich das Auslenkungsmuster mit
der Geschwindigkeit ¢ in positive z-Richtung verschiebt, ohne dabei seine
Form zu andern, so wird es zu einer Zeit ¢ durch

wy(t,z) = w(—ct+ ) (10.3.5)
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beschrieben. Durch Einsetzen bestatigt man, dal3dieser Ansatz died’ Alembert-
Gleichung lost. Das gleiche gilt fir einen Ansatz der Form

w_(t,z) =w(ct+z) , (10.3.6)

der die Verschiebung des Auslenkungsmusters in negative z-Richtung wie-
dergibt. Die Funktionen w. (¢, z) und w_(t, z) 16sen gerade die Gleichungen
(10.3.3) bzw. (10.3.4). Die dlgemeine L dsung der d’ Alembert-Gleichung be-
steht auseiner Summezweier beliebiger Funktionen w, und w, der Argumente
(—ct + z) bzw. (ct + ),

w(t,z) = wi(—ct + ) + wy(ct + z) . (10.3.7)

Ist das Anregungsmuster w zu einer Zeit nur in einem raumlich eng be-
grenzten Bereich wesentlich von null verschieden und hat es nur eines der
beiden Argumente (—ct + z) oder (ct + z), so spricht man von einem So-
liton. Als ein Beispiel wahlen wir zur Zeit t = O fur w(z) eine Gaul3sche
Glockenkurve um die Stelle zg,

(—ct + z — 0)?
202

Der Parameter o ist ein Mal3fur die Breite der Glockenkurve. Abbildung 10.3
zeigt die zeitliche Entwicklung des Auslenkungsmusters. Die Gauf3sche Glok-
kenkurve wandert mit der Geschwindigkeit ¢ in positive z-Richtung.

Das erweist auch die explizite Form der Funktion w in (10.3.8). Das
Maximum der Glockenkurve ist stets bei verschwindendem Argument der
Exponentiafunktion, d. h. bei

r=x9+ct . (10.3.9)

w(t,z) = woexp |— (10.3.8)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Wellenformation endlicher raumli-
cher Ausdehnung heif3t Gruppengeschwindigkeit vg. Sieist durch

d
V6 = d—f —c (10.3.10)

gegeben.

10.4 Harmonische Wellen

Inhalt: Harmonische Wellen wy = wgcos|(2r/\)(Fct + = — zo)] stellen zu fester Zeit
Wellenformen im Raum mit der Wellenlange A und an festem Ort Schwingungen in der Zeit
mit der Periode T = A/c dar. Einfiihrung der Begriffe Wellenzahl, Kreisfrequenz, Frequenz
und Phasengeschwindigkeit.

Bezeichnungen: w4 (¢, z) Auslenkungsfunktionen, wo Amplitude, ¢ Ausbreitungsgeschwin-
digkeit, zo Ort eines Maximums von w4 zur Zeit t = 0, A Wellenlange, £ Wellenzahl, T
Periode, v Frequenz, w Kreisfrequenz, vp Phasengeschwindigkeit.



278 10. Wellen auf ein- und zweidimensionalen Tragern

Abb. 10.3. Oben: Ein glockenformiges Auslenkungsmuster verschiebt sich mit konstanter
Geschwindigkeit in positive z-Richtung (Solitonwelle). Die Darstellung ist ein Graph der
Funktion (10.3.8), die sowohl longitudinale als auch transversale Solitonwellen darstellt. Sie
ist zugleich ein Bild einer Saite, auf der eine transversale Solitonwelle lauft, fur verschie-
dene feste Zeiten t. Unten: Massenpunkte einer Oszillatorkette, auf der eine longitudinale
Solitonwelle lauft, fur verschiedene feste Zeiten ¢

Neben Wellenformen endlicher raumlicher Ausdehnung, wie wir sieim letz-
ten Abschnitt besprochen haben, kann man auch unendlich ausgedehnte Wel-
lenziige diskutieren. Man denkt sie sich am einfachsten durch periodische
harmonische Anregung erzeugt. Wir betrachten daher als Beispiel die harmo-
nischen Wellen. Das bedeutet fir die Funktion w die Wahl von Kosinus oder
Sinus. Dabeide nur durch die feste Phase /2 voneinander verschieden sind,
betrachten wir fir die folgende Diskussion nur die Ausdriicke

2
w, (t,z) = wyCOS ;(—ct + 1z — o) (10.4.2)
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2
w_(t,z) = wyCOS [Tﬁ(ct +z - xo)] . (10.4.2)
Zwei benachbarte Punkte gleicher Phase des Kosinus— also etwazwel aufein-
anderfol gende Wellenmaxima— haben im Argument gerade den Abstand 2,
denn

2 2
Ccos Tﬂ(—ct +x— 1) + 271'] = CO0S [;(—ct +z— mo)] . (10.4.3)

Das Argument 1a13t sich in folgender Weise umformen:

2 2
Tﬂ(—ct+m—xo)~|—27r - 7”(—ct+x—:co+>\)

B 27 t+$—$o+)\
T oXNe c

Die erste Gleichung fuhrt auf die Interpretation der Grofe A als Wellenlange,
d. h. as der raumliche Abstand zwischen zwei Punkten gleicher Phase zu
fester Zeit t. Die zweite Gleichung erweist die Zeit

A
T="=C (10.4.4)

c

asdiePeriodeder von der Welle am festen Ort (z — z) verursachten Schwin-

gung.
Die GroRe 2
m
k= Y (10.4.5)
hei3t Wellenzahl. Der Quotient
1
hei 3 wieder Frequenz, das Verhdtnis
2
w= % = 27y (10.4.7)
wieder Kreisfrequenz. Es besteht die Beziehung
2r 2r
W= =y = ck . (10.4.8)
Die Grofle \
Vp = T =cC (1049)
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ist die Geschwindigkeit eines Punktes fester Phase bei der Ausbreitung der
Welle. Sie heildt in diesem Zusammenhang deshalb Phasengeschwindigkeit
vp. Sie ist fir die Losungen der d’ Alembert-Gleichung gleich dem in der
Gleichung auftretenden Geschwindigkeitsparameter ¢ und daher von der Wel-
lenlange der betrachteten harmonischen Welle unabhangig. Fur Wellenglei-
chungen von anderem Typ as dem der d’ Alembert-Gleichung ist die Pha
sengeschwindigkeit vp abhangig von der Wellenlange A bzw. der Wellenzahl
k = 2x /). In diesen Féllen ist sie nicht gleich der Gruppengeschwindigkeit
v endlich ausgedehnter Wellenformen, wie der Gaul3schen Glockenkurveim
vorigen Abschnitt.

Abbildung 10.4 zei gt die Ausbreitung einer harmonischen Wellein positive
z-Richtung. Man sieht die Wanderung des Wellenberges, der sich bei ¢ =
0 am unteren linken Rand des Bildes befindet und sich mit der Zeit nach
rechts verschiebt. Das ganze Wellenmuster zur Zeit ¢ = 0 versetzt sich mit
fester Geschwindigkeit ¢, in der Form ungeandert, nach rechts. Die Strek-
ke A zwischen zwei Wellenbergen erweist sich hier ganz anschaulich als
Wellenlange. Die Zeit T, die benttigt wird, um ein Wellenmaximum gerade
die Strecke \ der Wellenlange durchlaufen zu lassen, ist die Periode der Welle.
In Abb. 10.4 ist eine Periode gerade die Zeit, die insgesamt abgebildet ist. Sie
ist fur einen festen Ort die Periode einer Schwingung der Auslenkung w(t, z)
der harmonischen Welle.

10.5 Superpositionsprinzip

Inhalt: Beliebige Linearkombinationen von Losungen der d’ Alembert-Gleichung sindihrer-
seits Losungen.

DadieWellenfunktionw(t, z) inder d’ Alembert-Gleichung nur linear auftritt,
ist mit jeder Losung w, (¢, ) auch ein konstantes Vielfaches aw (¢, ) Losung.
Ferner ist mit jeder weiteren Losung w,(¢, ) auch jede Linearkombination

w(t,z) = awy(t, z) + bwy(t, z) (10.5.2)

Losung der d’ Alembert-Gleichung.

Diese Aussage ist gerade der Inhalt des Superpositionsprinzips. Als ein
Beispiel haben wir in Abb. 10.6 die Funktion w = w, + w_ aus den weiter
oben in Abb. 10.6 dargestellten nach rechts bzw. links laufenden Glocken-
kurven Uberlagert. Die Abbildung zeigt, dal3 wir einen besonders hohen Berg
beobachten, wenn beide Solitonen am gleichen Ort sind. Anschlief3end laufen
die beiden Solitonen unverandert auseinander.
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Abb. 10.4. Oben: Zeitliche Entwicklung einer harmonischen Welle, die in die positive z-
Richtung wandert. Abgebildet ist ein Bereich in z der Lange 2\. Der abgebildete Bereich
in ¢t entspricht gerade einer Periode T'. Die Darstellung ist ein Graph der Funktion (10.4.1),
die sowohl longitudinale als auch transversale harmonische Wellen darstellt. Sieist zugleich
ein Bild einer Saite, auf der eine transversale harmonische Welle |auft, fir verschiedenefeste
Zeiten t. Unten: Massenpunkte einer Oszillatorkette, auf der eine longitudinale harmonische
Welle lauft, fir verschiedene feste Zeiten ¢

10.6 Energiedichteund Energiestromdichte

Inhalt: Einfuhrung der kinetischen, potentiellen und gesamten Energiedichte. Aus der Wel-
lengleichung wird die Kontinuitétsglei chung gewonnen. Sie sagt aus, dal? eine zeitliche Ande-
rung der Energiedichte mit einer raumlichen Anderung der Energiestromdichte einhergeht.
Bezeichnungen: m bzw. D Massen bzw. Federkonstanten in einer Massenpunktkette, Az
Abstand zwei er Massenpunkte bei ruhender Kette, w,, Auslenkung desn-ten Massenpunktes,
w bzw. g Auslenkungsfunktion bzw. Massendichte bei kontinuierlicher Kette, ¢ Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit; min, mpot, 17 Kinetische, potentielle und gesamte Energiedichte; S,
Energiestromdichtein z-Richtung.
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eines aus Knotenlinien gebildeten Rechtecks, befindet. Aus Gebieten, in denen die
Geschwindigkeito der Membran einen bestimmten Wert tGiberschreitet, wird der Sand
zu weniger stark bewegten Gebieten geschiittelt. Die Grenzen zwischen sandfreien
und sandigen Gebieten haben deshalb die Form der Linien in Abb. 10.16.

Abb. 10.17.Chladnische Klangfiguren auf einer eingespannten quadratischen Membran

10.11 Aufgaben

10.1: Wir betrachten im folgenden den Anteil der potentiellen Energiedichte einer
Welle auf einer vorgespannten Kette (d.kz # £), der uber die in der ruhenden
Kette gespeicherte Energie hinausgeht.

(a) Zeigen Sie, daR fur Transversalwellen auf einer vorgespannten Kette die Bezie-
hung (10.6.5) gilt.
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(b) Zeigen Sie, dal? man fir die potentielle Energiedichte einer Longitudinalwelle
auf einer vorgespannten Kette die Beziehung

- _md [(ow)® 2B dw
Tt =" 1\oz) TB+1 02
erhélt. Dabei isB = (Ax — ¢) /¢ die (longitudinale) Veerzerrung der Kette.
(c) Wie lautet die Kontinuitatsgleichung fir= nin + 7pot, Welchen Ausdruck erhalt

man fur die Energiestromdichte?

(d) Zeigen Sie, daR der Zusatzteym?(B/(B + 1))0w/dx in fjpet keinen Beitrag

zur in der Kette gespeicherten Gesamtenergie liefert. (Beachten Sie, daR eine longi-
tudinale Welle auf einer vorgespannten Kette nur mit festen Enden realisiert werden
kann.)

Aufgrund der in (d) zu zeigenden Eigenschaft wird auch fur Longitudinalwellen der
kanonische Ausdruck (10.6.5) benutzt.

10.2: Berechnen Sie die Energiedichten und Energiestromdigite npot, 7 =
Mkin + Mpot UNA.S,;, fur die Solitonwelle (10.3.8). Druicken Sie die Energiestromdichte
durch die Gesamtenergiedichte= nn + 7pot Und die Geschwindigkeitaus.

10.3: (a)Zeigen Sie, dal’ die Wellenfunktionen (10.8.2) und (10.8.3) die d’Alem-
bert-Gleichung und die Randbedingungen (10.8.1) erfullen, wenn man die Kreisfre-
gquenzenw,, und Wellenzahleik,, gemanR (10.8.4) wahlt.

(b) Welche Werte nimmt die Gesamtenerg@ig: = Eiin + Epot fUr diese Losungen
an?

10.4: Berechnen Sie unter Benutzung von (10.7.8) und (10.7.9) die in Abb. 10.8
graphisch dargestellten Energiedichten und Energiestromdigkteoot, 7 = 7kin+

Npot UNA S, flir stehende Wellen mit zwei losen bzw. zwei festen Enden. Zeigen Sie,
dalRnp und S, fur die stehende Welle mit zwei losen Enden und die mit zwei festen
Enden identisch sind, wahremg, undn,e in diesen Féllen ihre Rollen vertauschen.

10.5: Berechnen Sie die Uber eine zeitliche Periode gemittelte Energiestromdichte

T
(Sy) = %/0 S, (t, z) dt

(a) fur die harmonischen Wellem. undw_, Gl. (10.4.1) und (10.4.2).
(b) fur die stehenden Wellen an festen bzw. losen Enden, (10.7.8) und (10.7.9).
Erlautern Sie die Resultate.

10.6:Zeigen Sie die Orthonormalitatsrelation (10.9.5).
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9.4 Stabilitat herrscht furf’ (zo) = —X < 0, weil w = wpe™ eine Lésung der
linearisierten Bewegungsgleichung ist.

9.5 (a) Die Gleichgewichtslagen sintf = 0, ¥2 = 7. Firw > w. = 1/g/R liegt
eine weitere Gleichgewichtslage b&j = arccos(g/(w?R)). Dieser letzte Gleichge-
wichtspunkt zweigt fitw > we vond; = 0ab. (b) FiE =9 —9; < 1,i=1,2,3,
lautet die linearisierte Bewegungsgleichyrg g cos ¥; / R—w?(2 cos? ¥;—1))¢ = 0.
Daraus ergibt sich, dafy nur firw < wc stabil ist;¥s istimmer instabil. Die Gleich-
gewichtslages ist im Falle ihrer Existenz immer stabil.

Kapitel 10

10.1 (a) Mit den Bezeichnungen aus Abschn. 10.2 gilt fur die Transversalwelle
Egot = D' —0)?/2 und B}y, = D(Az — £)?/2, so daBEyy = Egg—
Eégt = D({"? — 200 — Ax? + 2Agc€). Mit Hilfe von (10.2.1) und der N&herung
V1= (w, —w,—1)?/A2? ~ 1+(w,—w,—1)?/(2Az?) erhaltman das gewiinschte

ges

Resultat. (b) Fur die Longitudinalwelle gilso; = D(Az — £ 4 wyq1 — wn) /2

und Eégt) = D(Az — £)?/2. Damit erhalt man firEp = Epot — pm die
BeziehungEpot/ Az = (uct /2)[2(Ax — £)(wpt1 — wn) + (Wpi1 — wy)?]/Az?,
woraus man im Kontinuumslimes den angegebenen Ausdruck erhalt. (c) Da der
Zusatztermuc? (B/(B + 1))0w/dz in 7ot linear in dw/dz ist, kann er in der
Kontinuitatsgleichung durch einen Zusatzterm in der Energiestromdichte kompen-
siert werden: Es gil®ij/dt + 8S,/dx = 0, mit der Energiestromdichts, =
—pct[(0w/8t)(dw/dz) + (B/(B + 1))0w/dt]. (d) Die in der Kette gespeicherte
Gesamtenergie igi9¢s = fL o 71dx. Darin liefert der Zusatzterm ifyor den Beitrag
uct(B/(B+1)) f o(Ow/dz) dx = puc (B/(B +1))(w(t, L) — w(t,0)), der ver-
schwindet, weil man eine Kette nur dann longitudinal vorspannen kann, wenn man
sie an den Enden fest einspanntt, L) = w(t,0) = 0.

10.2 pin(t, ) = npot(t,x) = n(t,z)/2 = (u/2)Pw?(t,z)(x — zo — ct)?/o?,
S.(t,x) = pcw?(t, x)(x — g — ct)?/o* = en(t, z).

10.3(a) Es giltd?wy, /t> = —w2wg, undd?wy, /0x% = —k2wg,, S0 dalwg, die
d’Alembert-Gleichung nur I6st, wena,, = ck,, gesetzt wird. Um die Randbedin-
gungenwgy, (t,0) = wg,(t, L) = 0 zu erfillen, muf¥,, = nw/L gelten. Flrwy,
argumentiert man ganz analog. @)= (7/2)?uc? wg,u2 2 /L. Fur feste Amplituden

w®

wgyy kOnnen also nur diskrete Energien angeregt werden.

10.4 (i) Fur die Losung (10.7.8) fur zwei lose Enden gijln = 2uudw? sin® wt
cos?[2m(z—a) /], pot = 2pudw? cos? wt sin’® (2w (x—x;) /N, = 2uu0w2{sin wt
cos?[2m(z — @) /A] + cos? wtsin®[27m(z — @) /A]} und S, = —pcudw? sin(2wt)
sin[dm(z — zr)/A], wobei (10.4.8) benutzt wurde. (i) Fur die Losung (10.7.9)
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fir zwei feste Enden giltyin = 2pudw? cos? wtsin®[2m(z — x) /], Npot =
2puw? sin? wt cos?[27(z — 2)/\J; n und S, sind in der Tat wie in (i).

10.5(a) Furw bzw.w_ gilt (S;) = +(u/2)c3k?*w?. (b) Fur die stehenden Wellen
gilt (S,) = 0. Bei einer stehenden Welle findet also im zeitlichen Mittel Gber eine
Periode kein Energieflul? statt.

10.7(a) a, = 4v/Lhsin(nm/2)/(7n)?, insbesondere verschwinden allg,; (b) a.,
= V/Lhg?*sin(npr/q)/(p(q — p)(7n)?), d. h. allea,,, bei denem ein ganzzahliges
Vielfaches vony ist, verschwinden.

10.8(a) Durch Differenzieren der drei Funktionen(t, z), wy (¢, =) und wy, (¢, x)

in den entsprechenden Bereichen bestatigt @an; /0t? = 0, 9*w;/dz* = 0,

J = L1 (b) wg = ab, v2 = avy. (C)w (¢, z) = a(z + v1t) /2 + a(x — vit) /2,

wy (¢, 2)=a(b+z—uv1t)/24a(b—x—v1t) /2, wy (¢, ©)=a(2b—z+v1t) /2 + (20—

x — v1t)/2. Da jede Losung der d’Alembert-Gleichung als Summe von Funktionen
vonz + crt bzw.x — crt geschrieben werden kann, muf3= ¢t gelten. Man kann
Ubrigens furw(t, ) ganz explizit zeigen, da}; = cr gelten muf3, wenn man die
Knickstellen korrekt mit Hilfe von Distributionen beschreibt. (d) Die Periodenlange
istT = 4b/cr, daher gilt fur die Frequenz = c1/(4b). (e) FUrT/4 < t < T/2 gilt

w(t,z) = —ax
w(t,z) =Qwi(t,z) = —va(t—T/4)
wy (t,x) = —a(l - )

indenBereichen (10 <z <v1(t—T/4),(): v1(t—T/4) <x < L—v1(t—T/4),
(N): L—v,(t—T/4) <z < L.FUrT/2 < t < 3T/4gilt

w(t,z) = —azx
w(t,z) = wy(t,z) = —ab+wvs(t—T/2)
wy (t,z) = —a(L—1)

in den Bereichen ()0 < =z < b—v1(t = T/2), (): b—v1(t —T/2) <z <
b+uo(t—T/2),(N): b+ v (t —T/2) <2 < L.Fur3T/4 < t < T gilt

w(t,z) = ax
w(t,z) = S wy(t,z) = wvo(t —3T/4)
wy (t,x) = ol —x)
in den Bereichen (1)0 < z < vy (t — 3T/4), (I): v1(t —3T/4) < x < L — vy (t—
37/4), (): L — vy (t — 3T/4) <z < L.
10.9(a)
0 0) (n/2)act ()
min = { (1/2)e’cz (1), 7pot= {0 an
0 () (n/2)a2cz (Il



