1 Zug und Druck in Staben

In der Elastostatik untersucht man die Beanspruchung und die Verfor-
mung von elastischen Tragwerken unter der Wirkung voaftén. Wir

wollen uns im ersten Kapitel nur mit dem einfachsten Bauteil —dem Stab
—befassen. Eristdadurch gekennzeichnet, dal3 seine Querschnittsabmes-
sungen sehr viel kleiner sind als seingnige und dal3 er num seiner
Langsrichtung auf Zug oder Druck beansprucht wird (vgl. Band 1).

1.1 Spannung

Wir betrachten einen geraden Stab mit konstanter Querscligtistil.
Die Verbindungslinie der Schwerpunkte der Querschriitién heil3t
StabachseDer Stab werde an seinen Enden durch digfter" belastet,
deren gemeinsame Wirkungslinie die Stabachse ist (Abb. 1.1a).

Die aul3ereBelastung verursaclmnereKrafte. Um sie bestimmen
zu kdnnen, fihren wir in Gedanken einen Schnitt durch den Stab. Die
in der Schnittfache verteilten inneren Kfte sind Fachenkafte und
werden alsSpannungebezeichnet. Sie haben die Dimension Kraft pro
Flache und werden z.B. in der Einheit N/rimder in der nach dem Ma-
thematiker und Physiker Blaise Pascal (1623—-1662) benannten Einheit
1 Pa = 1 N/m? (1 MPa = 1 N/mm?) angegeben. Der Begriff der
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1.1 Spannung 5

Spannungen wurde von Cauchy (1789-1857) eiitgef Wahrend wir
in der Statik starrer Krper nur die Resultierende der innererae
(= Stabkraft) verwendet habenissen wir uns in der Elastostatik nun
mit den verteilten inneren Kften (= Spannungen) selbst befassen.

Wir wahlen zuichst einen zur Stabachse senkrechten Schnitt
In der Schnittfaiche wirken dann Spannunge(Abb. 1.1b). Wir nehmen
an, daf? sie senkrecht zur Schnittthe stehen und gleidrinig verteilt
sind. Weil sie normal zum Schnitt stehen, nennt mar\&iemalspan-
nungen Nach Band 1, Abschnitt 7.1, lassen sie sich zur Normalkyaft
zusammenfassen (Abb. 1.1c). Daher gil= 0 A, und die GbRRe voro
kann aus der Normalkraft bestimmt werden:

o= % . (1.2)

Da die NormalkraftV im Stab gleich deauf3eren Kraff ist, wird aus
(1.1)
F
o= (1.2)
Im Falle einer positiven Normalkralf (Zugstab) ist auch die Spannung
o positiv (Zugspannung); bei einer negativen Normalkraft (Druckstab)
ist sie negativ (Druckspannung).

Wir wollen nun den Schnitt durch einen Zugstab nicht senkrecht zur
Stabachsettren, sondern in einer nach Abb. 1.1d um den Winkel
gedrehten Richtung. Die innerenafte (Spannungen) wirken dann auf
die SchnittfacheA* = A/ cos ¢, wobei wir wieder annehmen, daf die
Verteilung gleichbrmig ist. Wir zerlegen die Spannungen in eine Kom-
ponentes normal und eine Komponentetangential zur Schnittiiche
(Abb. 1.1e). Die Normalkomponentdst die Normalspannung, die Tan-
gentialkomponente heiRtSchubspannung

Kraftegleichgewicht am linken Balkenteil liefert

—: oAcosp+TAsinp — F =0,
T: oA*sinp—TA%cosp =0.
Mit A* = A/ cos ¢ folgt daraus

F
o+ Ttanp = —

t —-7=0.
1 otanp — T
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Wenn wir diese beiden Gleichungen nachindr aufldsen, so erhalten
wir zunachst

1 F tany F
o=—5——, T o— .
1+tan?p A 1+tan?p A

Mit den trigonometrischen Umformungen

1

1
m:c032¢, coszgp:§(1—|—005290),

1
singpcosp = Esin2<p

und der Abkirzungoy = F/A (= Normalspannung in einem Schnitt
senkrecht zur Stabachse) ergibt sich schlief3lich

az%(l—&—cos?go), T:%sin%p. (1.3)

Die Spannungendngen somit von der Schnittrichtupgab. Bei Kennt-
nis vonoy kbnnens undr fur beliebige Schnitte aus (1.3) berechnet wer-
den. Der Gol3twert der Normalspannung tritt hei= 0 auf: oy, = 0¢.

Die Schubspannung erreiclitrfp = 7 /4 ihr Maximum .y = 00/2.

Bei einem Schnitts — s in der Nahe eines Stabendes, an dem
eine EinzelkraftF' eingreift (Abb. 1.2a), ist die Normalspannung nicht
gleichnmaRig iber die Schnittliche verteilt: es kommt dort zuSpan-
nungsspitzen“ (Abb. 1.2b). Die Erfahrung zeigt jedoch, daf3 eine solche
Spannungsbertohung auf die unmittelbare Umgebung des Angriffs-
punkts der Einzelkraft besdmkt ist und mit zunehmendem Abstand
vom Stabende sehr schnell abklingt (Prinzip von de Saint-Venant).
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1.1 Spannung 7

Die gleichbrmige Spannungsverteilung wird auch bei gelochten,
gekerbten oder abgesetzten Querschnitten (allgemein: bei starker Quer-
schnitt@nderung) gestt. Weist der Stab z.B. Kerben auf, so tritt im
Restquerschnitt (Schnitt — s’) ebenfalls eine Spannurigizertvohung
auf (Abb. 1.2¢). Die Ermittlung solcher Spannungsverteilungen ist mit
der elementaren Theori@rfden Zugstab nicht dglich.

Wenn der Querschnitt des Stabaads der Stabachse nschwach
veranderlich ist, kann die Normalspannung in guté@hirung weiterhin
aus (1.1) berechnet werden. Dann sind allerdings die Querscléuittsfl
A und somit auch die Spannuagrom Ort abléngig. Wirken zuatzlich
zu den Einzelkiften noch Volumenléfte in Richtung der Stabachse, so
hangt auch die Normalkrafty vom Ort ab. Mit einer in Richtung der
Stabachse gé@hlten Koordinater gilt dann bei veanderlichem Quer-
schnitt:

,_ N(@)
o(x) = Ax)

Dabei wird auch hier angenommen, dafd die Spannungsverteilung in
einem beliebigen Querschnitt (fester We)tgleichformig ist.

Bei statisch bestimmten Systemen kann man allein aus Gleich-
gewichtsbedingungen die Normalkrakt ermitteln. Wenn die Quer-
schnittsfacheA gegeben ist, daniBt sich daraus nach (1.4) die Span-
nungo bestimmen.

In der Praxis ist es erforderlich, die Abmessungen von Bauteilen
so zu wahlen, dalR eine vorgegebene maximale Beanspruchung nicht
Uberschritten wird. Bei einem Stab bedeutet dies, dafd der Betrag der
Spannungr nicht gioRer als eineulassige Spannung,,,; werden darf:
lo| < o, (bei manchen Werkstoffen sind die askigen Spannungen
fur Zug und Druck verschieden). Mit = N/A |aRt sich daraus bei
gegebener Belastuny die erforderliche Querschnittafthe

(1.4)

[N
Ozul

berechnen. Diese Aufgabe nennt nizimensionierungWenn dagegen
der Querschnitl vorgegebenist, sofolgtaud’| < o, A die zuBssige
Belastung des Stabes.

Es sei angemerkt, dal3 ein dbfuck beanspruchter, schlanker Stab
durch Knicken versagen kann, bevor die Spannung einen assigl
groRen Wert annimmt. Mit der Untersuchung von Knickproblemen wol-
len wir uns erst im Kapitel 7 beséaftigen.

Aerf =

(1.5)
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Beispiel 1.1: Ein konischer Stab (@&ngel) mit kreisformigem Quer-
schnitt (Endradiem, bzw. 2 ry) wird nach Abb. 1.3a durch eine Druck-
kraft F’ in der Stabachse belastet.

Wie grof3 ist die Normalspannuagn einem beliebigen Querschnitt
bei einem Schnitt senkrecht zur Stabachse?

Abb. 1.3

Losung: Wir fuhren eine Koordinater langs der Stabachse ein
(Abb. 1.3b). Dann wird

_ o, _ il
r(z) =710+ ;o 7“0<1—|— l) .
Mit der QuerschnittséicheA(x) = 7 2 (z) und der konstanten Normal-
kraft N = — F erhalten wir nach (1.4)ir die Normalspannung

N F
g: = —

A(z) 2 (1 N %)2 .

Das Minuszeichen zeigt an, daf? eine Druckspannung vorliegt. Ihr Betrag
istam linken Endex = 0) viermal so grof3 wie am rechten Ende=£ [).

Beispiel 1.2: Ein Wasserturm mit KreisringquerschnittgHe //, Dich-
te o) tragt einen Be#lter vom GewichtGy (Abb. 1.4a). Der Innenraum
des Turms hat den konstanten Radiys

Wie grofl? muR der AuRenradiugewahlt werden, damit bei Back-
sichtigung des Eigengewichtsberall die gleiche Druckspannung
herrscht?

Losung: Wir fassen den Wasserturm als Stab auf. Durch (1.4) ist ein Zu-
sammenhang zwischen Spannung, Normalkraft und Querscléulisfl
gegeben. Dabei ist hier die konstante Druckspanmugego, bekannt;

die NormalkraftN (hier als Druckkraft positiv gezhlt) und die Quer-
schnittsfacheA sind unbekannt.
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Abb. 1.4

Eine zweite Gleichung erhalten wir aus dem Gleichgewicht. Wir
zahlen die Koordinate vom oberen Ende des Turms und betrachten ein
Stabelement derdngedz (Abb. 1.4b). Far den Kreisringquerschnitt an
der Stellex gilt

A:W(TQ_TZ’Q)v (@)

wobeir = r(x) der gesuchte AulRenradius ist. Die Normalkraft ist
dort nach (1.4) durctv = oA gegeben. An der Stelle + dz haben
die Querschnittsiiche bzw. die Normalkraft die G8enA + dA bzw.

N 4+ dN =o0o(A + dA).

Das Gewichtdes Elements kisgtdG = o g dV, wobeidas Volumen
des Elements durciV = Adx (bei Vernachhssigung von Termen
hoherer Ordnung) gegeben ist. Damit liefert daafiegleichgewicht in
vertikaler Richtung

1 og(A+dA) —pgdV —09gA=0 — 09dA—pgAdz=0.

Durch Trennen der Variablen und Integration ergibt sich daraus

/%:/@dx LA 29T 44 o)
A (o) AQ (o)

Die Integrationskonstantd, folgt aus der Bedingung, daf} auch am
oberen Ende des Turmdiffx = 0 ist N = G) die Normalspannung
gleicho sein soll:

Go Go
zo Ag =20
Ao oo — 0 70

(©)
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Aus () bis (c) erhlt man danniir den Auf3enradius

Gy oeg=z
r2(z) =r} + ——e o .
m™oo

1.2 Dehnung

Nach den Spannungen wollen wir nun die Verformungen eines elasti-
schen Stabes untersuchen. Hierzu betrachten wirchst einen Stab mit
konstanter Querschnittafthe, der im unbelasteten Zustand démgel

hat. Wenn an seinen Enden eine Zugkraft angreift, danangelrt er sich

um Al (Abb. 1.5). Neben der VaihgerungAl als MaR fir die GibRRe

F F Abb. 1.5

der Verformung @ihrt man in der Technik aul3erdem das \&this von
Langemnderung zu Ausgangsige ein:

_ Al

z (1.6)

3
Die Grol3es heil3stDehnungsie ist dimensionslos. Wenn sich zum Bei-
spiel ein Stab der&ngel = 1 mumAl = 0,5 mm verkngert, dann ist
e =0,5-1073; dies ist eine Dehnung von 0,05%. Bei einer Yeaderung
(Al > 0) ist die Dehnung positiv, bei einer Varkzung (Al < 0) nega-
tiv. Wir werden im folgenden nur kleine Deformationen, dAl| <« [
bzw.|e| < 1 betrachten.

Die Definition (1.6) fir die Dehnung gilt nur dann, wenrniber die
gesamte Stabhge konstant ist. Hat ein Stab eineamaerliche Quer-
schnittsfache oder wirken Volumeniifte langs der Stabachse, so kann
die Dehnung vom Ort atdimgen. Man gelangt dann zu einer Definition
derortlichen Dehnung, indem man statt des gesamten Stabes ein Stab-
element betrachtet (Abb. 1.6). Das Element hat im unbelasteten Stab
die Langedz. Seine linke Querschnittsithe befindet sich an der Stelle
x, seine rechte an der Stelte+ dx. Wenn wir den Stab deformieren,
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undeformierter Stab

]
u

AT deformierter Stab

[—
Abb. 1.6 dx+{usdu)-u

erfahren die Querschnitte Verschiebungen, die wir anliezeichnen.
Sie Fangen vom Ortz des Querschnitts alx: = u(x). Verschiebt sich
der linke Querschnitt des Stabelementeswmann verschiebt sich der
rechte Querschnitt um + du. Die Lange des Elements bagt im be-
lasteten Staldz + (v + du) — v = dz + du. Seine lange@nderung
ist somit durchdu gegeben. Das Vedfinis der langef@nderung zur
urspiiinglichen langedz ist diedrtliche Dehnung:

_du

e(z) = . 1.7)

Wenn die Verschiebung(xz) bekannt ist, dann kann die Dehnung@:)
durch Differenzieren ermittelt werden. Ist dagegén) bekannt, sodf3t
sichu(z) durch Integrieren bestimmen.

Die Verschiebung: und die Dehnung beschreiben die Geometrie
der Verformung. Man bezeichnet sie daher kdleematische Gif3en
Gleichung (1.7) nennt man eine kinematische Beziehung.

1.3 Stoffgesetz

Spannungen sind KraftgRen und ein Maflif die Beanspruchung eines
Korpers. Dehnungen sind kinematischedGen und ein MaliF die
Verformung. Diese angt allerdings von der auf derbikper wirkenden
Belastung ab. Demnach sind die Krafi@en und die kinematischen
Groflien miteinander verkipft. Die physikalische Beziehung zwischen
ihnen heiRtStoffgesetzDas Stoffgesetz ist aBhgig vom Werkstoff,
aus dem der Krper besteht. Es kann nur mit Hilfe von Experimenten
gewonnen werden.

Ein wichtiges Experiment zur Ermittlung des Zusammenhangs zwi-
schen Spannung und Dehnungistder Zug- bzw. der Druckversuch. Dabei
wird ein Probestab in einer ®imaschine gedehnt bzw. gestaucht. Die
von der Maschine auf den Stab auslge KraftF' ruft im Stab die Nor-
malspannung = F/A hervor. Gleichzeitigandert sich die Me@hgel
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des Stabes. Aus der gemessenénder@nderungAl kann die Dehnung
e = Al/l berechnet werden.

Der Zusammenhang zwischenund ¢ wird in einemSpannungs-
Dehnungs-Diagrammiargestellt. Abbildung 1.7 zeigt schematisch (nicht
maf3sablich) die in einem Zugversuch gewonnene Kuiiedinen Pro-
bestab aus Stahl. Man erkennt, dalR&ahst Spannung und Dehnung
proportional anwachsen. Dieser lineare Zusammenhang gilt bRRraur
portionalitatsgrenzer ,. Wenn man die Spannung weiter éh, dann
wachst die Dehnundgjberproportional. Bei Erreichen détieRspan-
nung (Streckgrenzej, nimmt die Dehnung bei praktisch gleichblei-
bender Spannung zu: der Werkstoff beginntflzelRen(es sei ange-
merkt, dal3 viele Werkstoffe keine ausgagie Streckgrenze besitzen).
Anschlie3end steigt die Kurve wieder an, d.h. der Werkstoff kann eine
weitere Belastung aufnehmen. Diesen Bereich bezeichnet maerals
festigungsbereich

Man kann experimentell feststellen, dal? bei deraagerung eines
Stabes die Querschnittdfhe A abnimmt. Diesen Vorgang nennt man
QuerkontraktionBei hohen Spannungen verringert sich der Querschnitt
des Probestabes nicht mehr gleiéf$iglber die gesamtednge, son-
dern er beginnt sich einzusdimen. Dann beschreibt die auf den Aus-
gangsquerschnitl bezogene Spannurg= F/A die wirkliche Bean-
spruchung nicht mehr richtig. Maitfirt daher zwecki3ig die auf die
wirkliche QuerschnittséicheA,, bezogene Spannung, = F'/A,, ein.

Sie ist die wirkliche Spannung im eingesdinten Bereich. Man nennt

o auch die physikalische Spannungalwends die nominelle (kon-
ventionelle) Spannung heif3t. Abbildung 1.7 zeigt beide Spannungen bis
zum Bruch des Stabes.

Oy=+ e

LAW P

\

F
N
)

\

Entlastung
Op}-

4
F F

ot ]

£pl £ Abb. 1.7
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Wenn man einen Probestab bis zu einer Spanmurgo . belastet
und anschlieRend volishdig entlastet so nimmt er seine ursingli-
che Lange wieder an: die Dehnung geht auf den Wert Nullizkr Da-
bei fallen die Belastungs- und die Entlastungskurve zusammen. Dieses
Materialverhalten nennt maglastisch Entsprechend heif3t der Bereich
o < op linear-elastischWird der Stab dagegen vor der Entlastuitgr
o hinaus belastet, so véauft die Entlastungslinie parallel zur Gera-
denim linear-elastischen Bereich, vgl. Abb. 1.7. Béiiger Entlastung
geht die Dehnung dann nicht auf Null ik, sondern es bleibt eine
plastischeDehnung:,,; erhalten. Dieses Stoffverhalten hefikastisch

Wir wollen uns im folgenden immer auf linear-elastisches Material-
verhalten besclinken und dies kurz elastisch nennen (ddiastisch*
bedeutet im weiteren immerlinear-elastisch*). Dann gilt zwischen
Spannung und Dehnung der lineare Zusammenhang

c=F¢e |. (1.8)

Der ProportionalitsfaktorE heil3tElastizititsmodul Das Elastizits-
gesetz (1.8) wird nach Hooke (1635-1703) #exkesche Gesete-
nannt. Es sei angemerkt, dal Hooke das Gesetz noch nicht in der Form
(1.8) angeben konnte, da der Spannungsbegriff erst 1822 von Cauchy
(1789-1857) eingéhrt wurde.

Die Beziehung (1.8) giltifr Zug und fir Druck (der Elastizétsmo-
dul ist fur Zug und fir Druck gleich). Damit (1.8) i@itig ist, muf3 die
Spannung unterhalb der Proportioréi#grenze ,, bleiben, die iir Zug
bzw. fur Druck verschieden sein kann.

Der ElastiziatsmodulE ist eine Materialkonstante, die mit Hilfe des
Zugversuchs bestimmt werden kann. Seine Dimension ist (wie die einer
Spannung) Kraft/Rlche; er wird z.B. in der Einhel/mm? angegeben.

In der Tabelle 1.1 sind Werte voh fur einige Werkstoffe bei Raum-
temperatur zusammengestellt (diese Zahlenwerte sind nur Richtwerte,
da der Elastizatsmodul von der Zusammensetzung des Werkstoffs und
der Temperatur atdmgt).

Eine Zug- bzw. eine Druckkraft erzeugt in einem Stab nach (1.8)
eine Dehnung

e=o/E. (1.9)

Langernderungen und damit Dehnungen werden allerdings nicht nur
durch Kiafte, sondern auch durch Temperatuaerungen hervorgerufen.
Experimente zeigen, dal bei gleiohhiger Ervarmung eines Stabes die
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Tabelle 1.1. Werkstoffkennwerte

Material E in N/mm? apinl/°C
Stahl 2,110° 1,2107°
Aluminium 0,710° 2,31075
Beton 0,310° 1,0107°
Holz (in Faserrichtung) 0,7... 1.8° 2,2..3,110°°
GuReisen 1,00° 0,9107°
Kupfer 1,210° 1,6107°
Messing 1,010° 1,8107°

Warmedehnung,. proportional zur TemperatukT" ist:
ep = apAT. (1.10)

Der Proportionalitsfaktora,. hei3tthermischer Ausdehnungskoeffizi-
ent (Warmeausdehnungskoeffiziprir ist eine weitere Werkstoffkon-
stante und wird in der Einhelt/° C angegeben. Einige Zahlenwerte sind
in Tabelle 1.1. zusammengestellt.

Falls die Temperat@anderung nichtiber die gesamte Stahige
gleich ist, sondern vom Ort abhgt, dann ergibt (1.10) diatliche Deh-
nunge,(z) = ap AT (x).

Wirkt sowohl eine Spannung als auch eine Temperaturderung
AT, so folgt die GesamtdehnuaglurchUberlagerung (Superposition)
von (1.9) und (1.10) zu

(2
=4 +agAT |. (1.11)

Diese Beziehung kann auch in der Form
o= E(e—apAT) (1.12)

geschrieben werden.

1.4 Einzelstab

Zur Ermittlung der Spannungen und der Verformungen eines Stabes ste-
hen drei verschiedene Arten von Gleichungen zuriyguhg: die Gleich-
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gewichtsbedingung, die kinematische Beziehung und das Elasipdt-

setz. Die Gleichgewichtsbedingung wird je nach Problemstellung am
ganzen Stab, an einem Teilstab oder an einem Stabelement formuliert.
Wir wollen sie hier fir ein Element angeben. Dazu betrachten wir einen
Stab, der durch Einzel&fte an den Stabenden und durch Linigifte

n = n(x) in Richtung der Stabachse belastet ist (Abb. 1.8a). Aus dem

Abb. 1.8

Stab, der sich im Gleichgewicht befinden soll, denken wir uns ein Ele-
ment nach Abb. 1.8b herausgeschnitten. An der Schnittateliekt die
NormalkraftV, an der Stelle: + dx die NormalkraftV +dN. Aus dem
Kraftegleichgewicht in Richtung der Stabachse

—: N+dN +nde— N =0

folgt die Gleichgewichtsbedingung

dn +n=0 |[. (1.13)
dz

Verschwindet die Linienkraftr{ = 0), so ist demnach die Normalkraft
konstant.

Die kinematische Beziehurfigr den Stab lautet nach (1.7)

_du

P
dz’

wahrend daglastiziitsgesetrdurch (1.11)

g

i + ap AT

E =

gegeben ist.
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Wenn man in das ElastiZitsgesetz die kinematische Beziehung und
o = N/A einsetzt, so et man

du N

=g AT | (1.14)

Da diese Gleichung die Stabverschiebungit der SchnittkraftV ver-
bindet, nennt man sie d&dastizititsgesetziir den StabDas Produkt
E A aus Elastizéitsmodul und Querschnittaihe wird aldDehnsteifig-
keitbezeichnet. Die Gleichungen (1.13) und (1.14) sind die Grundglei-
chungen fir den elastisch deformierbaren Stab.

Die Verschiebung: eines Stabquerschnitts &hman durch Inte-
gration der Dehnung:

z—::— —>/du-/5dx—>um—u(0) /edx

0
Die Stabveringerung)\! folgt aus der Differenz der Verschiebungen an
den Stabenden = [ undz = 0 zu
l

Al = u(l) — u(0) = / cdz. (1.15)
0

Fur einen Stab, der keine Temperétaderung eéhrt (AT = 0), erhalt
man daraus mit = du/dz und (1.14)

l

N
0
Im Sonderfall eines Stabes mit konstanter Dehnsteifigkeit, der nur durch

eine Einzelkraftt’ belastet wird ¢ = 0), ergibt sich hieraus

Fl
Al= 2 |. (1.17)

Bei der Behandlung von konkreten Aufgaben mufl3 man zwischen
statisch bestimmten und statisch unbestimmten Problemen unterschei-
den. Beistatisch bestimmteRroblemen kann man immer mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingung aus diuf3eren Belastung die Normalkraft
N(z) bestimmen. Mitv = N/A und dem Elastizéitsgesetz = o/F
folgt daraus die Dehnung ). Integration liefert dann die Verschiebung
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u(x) und die Stabveéingerung\!l. Eine Temperat@énderung verursacht
bei statisch bestimmten Problemen Warmedehnungefkeine zustz-
lichen Spannungen).

Bei statisch unbestimmtdfroblemen kann die Normalkraft dagegen
nicht mehr allein aus der Gleichgewichtsbedingung bestimmt werden.
Daher niissen zur bsung der Aufgabe alle Gleichungen (Gleichgewicht,
Kinematik, Elastiziitsgesetz) gleichzeitig betrachtet werden. Eine Tem-
peratuanderung kann hier zagliche Spannungen verursachen; diese
werdenWarmespannungegenannt.

Wir wollen abschlieRend die Grundgleichungén den elastischen
Stab zu einer einzigen Gleichunigyr fdie Verschiebung zusammenfas-
sen. Dazudsen wir (1.14) naclv auf und setzen in (1.13) ein:

(FAU) = —n+ (EAapAT) . (1.18a)

Dabei sind Ableitungen nach durch Striche gekennzeichnet. Die
Differentialgleichung (1.18a) vereinfacht sicirfEA = const und
AT = const zu

EAW' = —n. (1.18b)

Wenn die Veraufe von EA, n und AT gegeben sind, kann die
Verschiebung eines beliebigen Stabquerschnitts durch Integration von
(1.18) ermittelt werden. Die dabei auftretenden Integrationskonstan-
ten werden aus den Randbedingungen bestimmt. Ist zum Beispiel das
eine Ende eines Stabes unverschieblich gelagert, so giltudert 0.

Wenn dagegen ein Ende des Stabes verschieblich ist und dort eine Kraft
Fy angreift, dann lautet nach (1.14) mit = F, die Randbedingung

u' = Fy/EA+ apAT. Am unbelasteten Endé’{ = 0) eines Stabes,

der nicht ernvarmt wird AT = 0), folgt daraus:’ = 0.

Wenn eine der in (1.18) auftretendend@eniiber die Staliinge
nicht stetig ist (z.B. Sprung im Querschnit}, so mufd man den Stab in
Bereiche einteilen. Die Differentialgleichung (1.18) ist daiinjeden
Teilbereich zu bsen; die Integrationskonstantedrinen in diesem Fall
aus Rand- und audbergangsbedingungen bestimmt werden.

Als Anwendungsbeispiellf ein statisch bestimmtes System betrach-
ten wir einen ingenden Stab konstanter QuerschnittéfeA unter der
Wirkung seines Eigengewichts (Abb. 1.9a). Wir bestimmerézhst die
Normalkraft im Stab. Dazu denken wir uns an der Stel@nen Schnitt
gelegt (Abb. 1.9b). Die Normalkrafy ist gleich dem Gewich&* des
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Nix)

GrLxg

a b Abb. 1.9

Stabteils unterhalb der Schnittstelle. Dies#3tIsich durch das Gesamt-
gewichtG ausdiicken:G*(z) = G(I — z)/I. Aus (1.4) folgt damit

_ N(z) G x
o)== _Z<1_7) '
Die Spannung ist demnach lindgver die lange des Stabes verteilt und
nimmt vom Werts(0) = G/A am oberen Ende auf den Wertl) = 0
am unteren Ende ab.
Aus (1.16) erhalten wir die Veihgerung des Stabes:

l

!
N, _G x 1G1
/ A EA/<1_7>dx_§EA'
0

0

Sie ist halb so groRR wie die Vémhgerung eines gewichtslosen Stabes,
der an seinem Ende durch eine Kr&fbelastet wird.

Wir kdnnen die Aufgabe auch durch Integration der Differential-
gleichung (1.18b)ir die Stabverschiebungden. Mit der konstanten
Streckenlast = G/ folgt

FAV = ¢
l b

EAW :—%x—i—Ch

EAU :72gll‘2+cl$+02.

Die Integrationskonstantefl; und Cy werden aus den Randbedingun-
gen bestimmt. Am oberen Ende des Stabes verschwindet die Verschie-
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bung:«(0) = 0. Fir den spannungsfreien Querschnitt am unteren Ende
gilt »'(I) = 0. Daraus folgerC>; = 0 undC; = G. Die Verschiebung
und die Normalkraft sind damit bekannt:

u(z) = %% (2?“25) . N(z)= BAd/(z) :G(k%) .

Die Verlangerung des Stabes istwea&f) = 0 gleich der Verschiebung

des unteren Stabendes:

L 1Gl

Die Spannung eiit man zu

Als Anwendungsbeispiellf ein statisch unbestimmtes System be-
trachten wir einen abgesetzten Stab (QuerschitiséinA; bzw. As),
der ohne Vorspannung zwischen zwei starre@ndéen gelagert ist
(Abb. 1.10a). Gesucht sind die Lagerreaktionen, wenn der Stab im Be-
reich gleichformig umAT erwarmt wird.

EstreterzweilLagerkifte auf (Abb. 1.10b). Zu ihrer Ermittlung steht
nur eineGleichgewichtsbedingung zur Védung:

—: B-C=0.

Daher niissen wir die Verformungen in die Rechnung einbeziehén. F
die Verlangerungen in den beiden Teilbereicfieand gilt nach (1.15)

Y AT
8 4 e I S—
o) o) ’ 8 c
I B s
a b
,0”-System . . 17-System
7 N Se— T e—
L7/ B m—— c + T
AT f AT

c

Abb. 1.10
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mit (1.14) und der konstanten Normalkraft= —B = —C:

Nl

N
Ab= g +arATl,  Ab =0

EA,

(der Stab wird im Bereichl nicht erwarmt).
Der Stab ist zwischestarrenWanden eingespannt. Daher mul seine
GesamtvedngerungA [ Null sein. Dies liefert diggeometrische Bedin-

gung
Al=Al +Al,=0.

Eine solche Bedingung wird audfertraglichkeitsbedingung (Kompa-
tibilit atsbedingungyenannt. Einsetzen ergibt

Nl Nl EAl AQ QTAT
E7141+06TATZ+EA2 —OHB—C—*N—m.

Wir konnen die Aufgabe auch auf folgende Weigsdn. In einem
ersten Schritt erzeugen wir aus dem gegebenen, statisch unbestimmten
System ein statisch bestimmtes System. Dies geschieht dadurch, daf® wir
eines der Lager, z.B. das Lager entfernen. Die Wirkung des Lagers
aufden Stab ersetzen wir durch die noch unbekannte LagetkeaftX .

Die GrdlReX wird statisch Unbestimmigenannt.

Nun werden zwei verschiedene Belastuédisfbetrachtet. Der Stab
unter der gegebenen Belastung (Temperatotarhg im Bereichl )
heil3t, 0“-System (Abb. 1.10c). Durch die Temperatnderung ver-
langert sich im, 0“-System der Stab im Bereich um Az§0> (reine
Warmedehnung, Normalkrai¥ = 0), wahrend er im Bereichl seine
Lange beibedlt. Die Verschiebung;(co) des rechten Endpunktes des
Stabes ist daher durch

u(cg) = Algo) =apATI

gegeben.

Im zweiten Lastfall wirkt auf den Stab nur die statisch Unbestimmte
X. Dieses System nennt marl“-System. Eir die Verschiebung des
rechten Endpunktes iml1“-System gilt

Xl X1
EA;, EAy°

ut) = Al 4+ Al =
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Im urspfinglichen System wirken sowohl die gegebene Belastung
als auch die KraftX. Wir miissen daher die beiden La#té iiberlagern
(Superposition). Die gesamte Verschiebung an der Stéfi@gt damit
zu

Uc :ug)) Jrug).

Da aber die starre Wand im wirklichen System®dieine Verschiebung
erlaubt, muf3 die geometrische Bedingung

UC =0
erfullt sein. Aus ihr folgt durch Einsetzen die statisch Unbestimmte:

X1 Xl o EA  Ayap AT
EA1 EAQ_O - X=0= A1+A2 )
Gleichgewicht (vgl. Abb. 1.10b) liefert schlief3lich die zweite Lagerre-
aktionB = C.

apAT ] —

Beispiel 1.3: In einem Hohlzylinder aus Kupfer (Querschnitésfhe
Acy, Elastiziitsmodul E¢,) befindet sich ein Vollzylinder gleicher
Lange aus Stahl (QuerschnitiafheAs;, ElastiziaitsmodulEs; ). Beide
Zylinder werden durch die Kraff' Giber eine starre Platte gestaucht
(Abb. 1.11a).

Wie groR sind die Spannungen in den Zylindern? Wie grof3 ist die
Zusammendickung?

Abb. 1.11
F[u 6/

Losung: Wir bezeichnen die Druckifte auf den Kupfer- bzw. auf den
Stahlzylinder mitF, bzw. Fs; (Abb. 1.11b). Dann liefert das Kfte-
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gleichgewicht an der Platte
FCu+FSt:F. (a)

Hieraus kbnnen die beiden unbekanntenafe nicht ermittelt werden:
das System ist statisch unbestimmt. Eine zweite Gleichung erhalten wir,
wenn wir die Verformung des Systems beksichtigen. Die Verlrzun-

gen der Zylinder sind nach (1.17) durch

Fq F:
Cul Alg, = st !

A =
lCu EACu ’ EASt

(b)

gegeben. Dabei istif E¢, Acy kurz E Ac, (= Dehnsteifigkeit des Kup-
ferzylinders) gesetzt worden. Analog iBtdg; die Dehnsteifigkeit des
Stahlzylinders. Da die Platte starr ist, lautet die geometrische Bedingung

AlCu = AlSt . (C)
Auflésen von (a) bis (c) ergibt

EACu EASt

Fon= ——2C0 _ p o py— S g
M7 EAc, + BAg, ST BAcy + EAg,

(d)

Daraus folgen nach (1.2) die Druckspannungen in den Zylindern:

o _ ECu r Oan = ESt F
T EAcy + EAsy 87 BAcy + EAs,

Durch Einsetzen von (d) in (b) erhalten wir schlie3lich die Zusam-
mendtickung

Fl

Alcy =Algt = ———— .
Cu St EACu+EASt

Beispiel 1.4: Uber einen Stahlbolzefl , der ein Gewinde mit der
Gangldhe h tragt, wird eine Kupfertilse O der Langel geschoben
und durch eine Schraubenmutter ohne Vorspannung fixiert (Abb. 1.12a).
AnschlieRend wird die Mutter um Umdrehungen angezogen, und das
System wird umAT erwarmt. Gegeben sind die Dehnsteifigkeiten und
die Warmeausdehnungskoeffizientém éien Bolzen undifr die Hilse.

Wie grol3 ist die Kraft im Bolzen?



