1 Elemente der Topologie

Begriffe wie ,Konvergenz“, ,Stetigkeit®, ,Abgeschlossenheit® treten in der
Analysis in verschiedenen Zusammenhéngen auf und kbénnen jeweils auf
einen Umgebungsbegriff bezogen werden. Die mengentheoretische Topo-
logie klirt solche Begriffe und untersucht die damit gegebenen Strukturen
in einem einheitlichen Rahmen. Wesentliche Beitrdge dazu stammen von
Cantor, Fréchet und Hausdorff.

1.1 Topologie des euklidischen Raumes R"™

Der fiir Folgen in R oder C eingefiihrte Konvergenzbegriff beruht auf dem
mit dem Absolutbetrag gegebenen Abstand. Im R™ erzeugt die euklidische
Norm einen analogen Abstandsbegriff. Die euklidische Norm ist fiir einen
Vektor z = (21,...,2,) € R™ durch

2]l == /i +--- +a]
erklart und erfiillt die Regeln
1. ||zl >0 fiir z # 0,
2. |laz|| = |ef - ||| fiir o € R,
3.z +yll < x|l + vl (Dreiecksungleichung).

Die Regel 3 zeigt man mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung;
siehe Band 1,9.8.

Der euklidische Abstand zweier Punkte a,b € R™ ist dann die Zahl
d(a,b) :=l|la — b .

Der Raum R™ zusammen mit der euklidischen Norm und der euklidischen
Metrik heift euklidischer R™.

Wir verallgemeinern sogleich eine Bezeichnung aus Band 1: Unter der
offenen Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r > 0 versteht man die Menge

K.(a):={z eR" |||z —a| <r}.
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Konvergenz. Eine Folge (x}) von Punkten im R™ heifst konvergent, wenn
es einen Punkt a € R"™ gibt so, daf gilt:

(1) |zg —al| =0 fiir k — oo.

In diesem Fall heilt a Grenzwert von (zy), und man schreibt lim xy =a
oder x5, — a fiir k — oo. koo

Geometrisch bedeutet die Forderung (1), daf jede Kugel K. (a) fast alle
Folgenglieder enthélt.

Lemma: Fine Folge von Punkten xp = (Zp1,...,%k,) des euklidischen
R™ konvergiert genau dann gegen a = (a1, ...,a,), wenn firv=1,...,n
Ty — Ay gilt.

Konvergenz bedeutet also komponentenweise Konvergenz.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den n Abschitzungen

|Zge — au| < |l — al| < |zpr —ar]+ -+ + |Thn — ag - m|

Das Lemma fiihrt die Konvergenztheorie der Folgen im euklidischen R™
auf den Fall n = 1 zuriick. Neben Rechenregeln kann damit der wichtige
Satz von Bolzano-Weierstraf {ibertragen werden. Man definiert:

(i) Eine Folge (xy) heiftt beschrinkt, wenn alle ihre Glieder in einer Kugel
K,.(0) mit geeignetem Radius r liegen.

(ii) Eine Folge (z) heift Cauchyfolge, wenn es zu jedem £ > 0 einen Index
N(e) gibt so, dak ||z — ;|| < € fiir alle k,1 > N(e).

Satz (Bolzano-WeierstraB): Im euklidischen R™ gilt:

(i) Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

(i1) Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: (i) zeigt man durch vollstindige Induktion nach n. Fiir Folgen in

R und in €C wurde der Satz in Band 1,5.5 gezeigt. Der Induktionsschritt

von R"~! auf R™ wird wie die Ausdehnung des Satzes von R auf C durch-
gefiihrt, siehe loc. cit.

(ii) Ist (zg) mit 2 = (Tg1,-. ., TE,) eine Cauchyfolge, so sind die n Kom-
ponentenfolgen (zy,),v = 1,...,n, wegen |zg, — x| < ||xx — 2;]| Cauchy-
folgen in R. Sind ay,...,a, deren Grenzwerte, so konvergiert (xj) gegen
a:=(ay,...,ay,). |

Umgebungen. Eine Menge U C R™ heifit Umgebung von a € R™, wenn
sie eine Kugel K. (a), ¢ > 0, mit Mittelpunkt a enthélt. K.(a) heift auch
e-Umgebung von a.
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Beispiel: Die Kugel K, (b) ist Umgebung jedes Punktes
a € K, (b). Denn fiir jedes positive ¢ < r—||b — al| liegt
K. (a) in K,(b).

Elementare Regeln:
1. Der Durchschnitt zweier Umgebungen von a ist eine Umgebung von a.
2. Jede Obermenge einer Umgebung von a ist eine Umgebung von a.

3. Je zwei verschiedene Punkte a,b besitzen punktfremde Umgebungen;
z.B. die Kugelumgebungen K. (a) und K. (b) mit  := 1 [|b— a].
(Hausdorffsche Trennungseigenschaft)

Offene Mengen. Eine Menge U C R”™ heifit offen, wenn sie Umgebung
eines jeden Punktes a € U ist; ausfiihrlicher: Wenn es zu jedem Punkt
a € U eine Kugel K. (a) gibt, die in U enthalten ist. Die leere Menge ist
nach dieser Definition offen.

Beispiel: Die offene Kugel K. (b) ist offen im Sinn dieser Definition. Ins-
besondere sind die Kugelumgebungen offene Umgebungen.

Elementare Regeln:
(O1) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
(O2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Abgeschlossene Mengen. Eine Menge A C R™ heikt abgeschlossen,
wenn ihr Komplement A® := R \ A offen ist.

Beispiele:

1. Die sogenannte abgeschlossene Kugel

K,(b):={zeR" | lw =0 <r}

ist abgeschlossen im Sinn der Definition. Ist nimlich a ein Punkt auRerhalb
von K ,.(b), so liegt auch jede Kugel K. (a) mit ¢ < ||b — a|| — r auRerhalb.
2. Der R™ und die leere Menge sind offen und abgeschlossen zugleich.

3. Die Menge {1/n | n € N} C R ist weder offen noch abgeschlossen.

Obigen Regeln fiir offene Mengen entsprechen jetazt:

(A1) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(A2) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.
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Abgeschlossene Mengen (und auch offene) kénnen eine komplizierte Ge-
stalt haben. Wir betrachten ein Beispiel aus der fraktalen Geometrie. Sei
A die Vereinigung der abgeschlossenen Quadrate [k; k + 1] x [j;j 4+ 1] im
R2, wobei k und j ganze Zahlen sind derart, da k — j durch 2 teilbar ist;
diese Quadrate sind wie die schwarzen Felder eines Schachbretts verteilt.
Aus Ay entstehen durch Ahnlichkeitsabbildungen die weiteren Mengen

1\" 1\"
A, = (g) Ay = {(g) a ‘ aer}, neN.
Die Komplemente R? \ A4,, sind als Vereinigungen offener Quadrate offen.
Alle A, sind also abgeschlossen; folglich ist es auch ihr Durchschnitt

A= ﬁ A,.
n=0

Ausschnitte aus Ay, AgNA; und AgNAjNAs

Der Schnitt von A mit dem abgeschlossenen Quadrat @ = [0;1] x [0;1]
kann als ein 2-dimensionales Analogon des Cantorschen Diskontinuums
angesehen werden; vgl. Band 1,7.5.

Ein wichtiges Charakteristikum der abgeschlossenen Mengen ist ihre
»Abgeschlossenheit* bei der Bildung von Grenzwerten.

Satz: Fine Menge A C R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn der
Grenzwert jeder in R™ konvergenten Folge (ar) mit ay, € A fir alle k
ebenfalls in A liegt.

Beweis: Sei A abgeschlossen. Lige der Grenzwert a einer konvergenten
Folge (aj) mit ar € A fiir alle k£ in U := R™ \ A, so enthielte die offene
Menge U als Umgebung von a fast alle aj. Widerspruch!

Es habe nun A die angegebene Eigenschaft fiir Folgen. Angenommen,
A ist nicht abgeschlossen, d.h. U := R™\ A nicht offen. Dann gibt es einen
Punkt a € U derart, daf keine Kugel um @ in U liegt. Insbesondere enthélt
jede Kugel Ky/4(a), k = 1,2,..., einen Punkt aj mit ax ¢ U. Die Folge
(ar) liegt in A und konvergiert wegen ||ay — a|| < 1/k; ihr Grenzwert a
jedoch gehort nicht zu A. Widerspruch! m|
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Randpunkte. x € R" heifst Randpunkt der Menge M C R™, wenn jede
Umgebung von z Punkte sowohl aus M als auch aus dem Komplement
M€ enthilt. Die Menge aller Randpunkte von M bezeichnen wir mit OM .
Aus Symmetriegriinden gilt 9(MC) = OM.

Beispiele: Der Rand der Kugel K, (a) ist die Sphére {z | ||z —al = r}.
Der Rand von @ in R ist ganz R.

Lemma: Fiir jede Menge M C R™ gilt:
a) M\ OM ist offen. Jede offene Menge U mit U C M liegt in M \ OM.

b) M UOM ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene Menge A mit A D M
umfafst M UOM.

c) OM ist abgeschlossen.

Beweis: a) Jeder Punkt a € M \ OM hat eine offene Umgebung V' mit
V C M; sonst wire a ein Randpunkt. V' enthélt keinen Punkt z aus
OM; sonst enthielte V' als Umgebung von z auch Punkte aus MC, im
Widerspruch zur Wahl von V. Also gilt @ € V C M \ OM. Mithin ist
M\ OM offen.

Die weitere Behauptung U C M \ M beweist man wie soeben die
Behauptung V C M \ M.

b) folgt mittels Komplementbildung aus a): M\ 9(MC) ist offen, also
(%) (ME\ (M) = MUa(MC) = M UM

abgeschlossen. Weiter ist A C M¢ offen. Nach der zweiten Aussage in a)
gilt also A© ¢ M\ 9(M®) und daraus folgt mit (x) M UM C A.

c) folgt aus b) wegen M = (M UIM) N (M UI(MC)). O

Das Lemma ergibt sofort eine Charakterisierung der offenen und der
abgeschlossenen Mengen anhand ihrer Randpunkte:

Satz: Eine Menge U C R"™ ist genau dann offen, wenn sie keinen ihrer
Randpunkte enthdlt. Eine Menge A C R™ ist genau dann abgeschlossen,
wenn sie alle thre Randpunkte enthdlt.

Bezeichnungen: Fiir beliebiges M C R™ heifien
M°:= M\ OM der offene Kern oder auch das Innere von M,
M := M UOM die abgeschlossene Hiille von M.

Nach dem Satz ist M° die grofte offene Menge, die in M liegt, und M die
kleinste abgeschlossene Menge, die M umfaft.

Hiufungspunkte. x € R" heilst Hdufungspunkt der Menge M C R",
wenn jede Umgebung von x mindestens einen von x verschiedenen Punkt
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aus M enthélt. Induktiv kann man dann unter Verwendung der Haus-
dorffschen Trennungseigenschaft sogar eine Folge paarweise verschiedener
Punkte 25, € M mit ||z — x|l < 1/k, k € N, konstruieren. Die Menge aller
Héufungspunkte von M bezeichnen wir mit ¢ (M).

Lemma: Fiir jede Menge M C R™ gilt M U ¢ (M) = M UOM = M.

Beweis: Ein Haufungspunkt x von M, der nicht in M liegt, ist ein Rand-
punkt, da jede Umgebung von z einen Punkt aus M sowie den nicht in M
liegenden Punkt x enthilt. Umgekehrt ist ein Randpunkt x von M, der
nicht in M liegt, ein Haufungspunkt. a

Das Lemma und der vorangehende Satz implizieren eine weitere Cha-
rakterisierung der abgeschlossenen Mengen:

Satz: Eine Menge A C R™ ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle
thre Haufungspunkte enthdlt.

1.2 Topologie metrischer Riume

Neben dem R™ treten in der Analysis viele weitere Rdume mit einer Um-
gebungsstruktur auf. Wichtige Kategorien bilden die normierten und all-
gemeiner die metrischen Rdume. Die letzteren spielten eine Vorreiterrolle
bei der Ausformung des Begriffs des topologischen Raums.

I. Normierte Rdume. Metrische Radume

Definition (Normierter Raum): Sei K = R oder C. Eine Norm auf
einem K-Vektorraum V ist eine Funktion || ||: V — R so, daf fiir alle
r,y € V und a € K gilt:

(N1) ||0]]=0 wund |z||>0 fir «#0,
(N2) laz|| = |- [I=]],
(N3) Mz +yll < llz|l + vl (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V.|| ||) heifit normierter Raum. Wenn klar ist, welche Norm auf
V verwendet wird, schreiben wir dafiir nur V.

Beispiele normierter Riume:

1. Der Raum K" mit der in Band 1,9.8 fiir p > 1 definierten p-Norm

n 1/p
]l = (Z |évu|p> -
v=1

Die Norm || ||, heift auch im Fall K = C euklidische Norm.
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Eine weitere, oft verwendete Norm auf K" ist die Mazimumsnorm
lz|l o = max{|:v1| ey |a:n|}
(N1) und (N2) gelten offensichtlich; (N3) folgt aus
20 4+ ol < 2ol + ] < M2l + 19l -

Man zeigt leicht, dak [|z]|,, = lLim ||z, .
pP—00

Im folgenden fassen wir den Vektorraum K™*™ der nxm-Matrizen mit
Elementen in K stets auch als den n-m-dimensionalen Raum K™™ auf. Die
Normen auf K™ stellen dann auch Normen auf IK"*™ dar. Zum Beispiel
hat eine Matrix A = (a;;) die Maximumsnorm ||A|| = rr%z;,,x laj]-

2. Der Raum %[a; b] der stetigen Funktionen auf einem Intervall [a; b] mit
Normen, die der p-Norm bzw. der Maximumsnorm auf K" entsprechen:

b 1/p
£, = ( [1f@)" d:c) (LP-Norm),

1Nl = sup {|f ()| | z € [a;b]} (Supremumsnorm,).

Die L?>-Norm spielt in der Theorie der Fourierreihen eine wichtige Rolle,
sieche Band 1,16.7, die Supremumsnorm fiir die gleichméRige Konvergenz,
siehe Band 1, 15.

3. Vektorrdume mit Skalarprodukt { , ». Durch ||z| := /{z,z) wird in
solchen eine Norm definiert. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung. Der euklidische R™ und ¢’[a;b] mit der L*-
Norm gehoren in diese Kategorie.

In einem normierten Raum definiert man die Begriffe ,Konvergenz",
,2Umgebung“, ,offene Menge“, ,abgeschlossene Menge“, ,Hiufungspunkt*
wie im euklidischen R™. Dabei wird nur der abgeleitete, durch d(z,y) :=
||z — y|| erklirte Begriff des Abstandes gebraucht. Wir betrachten daher
sogleich Rdume, in denen lediglich ein Abstandsbegriff gegeben ist.

Definition (Metrischer Raum): Sei X irgendeine Menge. Eine Metrik
auf X ist eine Funktion d, die je zwei Punkten x,y € X eine reelle Zahl
d(x,y) zuordnet so, daf gilt:

(M1) d(z,z)=0 und d(z,y) >0 fiir z #y,

M2)  d(z,y) =d(y,z),

(M3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X,d) heikt metrischer Raum; oft schreiben wir dafiir nur X.
Die Zahl d(z,y) heit Abstand der Punkte z und y.
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Beispiele metrischer Riume:

1. Die normierten Raume (V.|| ||) mit d(z,y) := ||z — y||.

0, falls z =y,

2. Jede nicht leere Menge X zusammen mit d(z,y) := {1 falls 7 £ y

II. Die Topologie eines metrischen Raumes

Um fiir einen metrischen Raum (X, d) eine Topologie zu definieren, ahmt
man die Begriffsbildungen fiir den euklidischen R™ soweit als moglich nach.
Zunéchst definiert man als offene Kugel mit Mittelpunkt a € X und Radius

r > 0 die Menge
0
1
2
o0

Ky(a) == {z € X |d(z,a) <r}.

Die geometrische Gestalt einer Kugel in ei-
nem normierten R™ etwa hidngt natiirlich von der
Norm ab. Die nebenstehende Abbildung zeigt die

Einheitskreise K71 (0) = {z | [|z[|, < 1} im R? be- &

ziiglich der p-Normen fiir p = 1,2 und cc.

Wir definieren weiter Umgebungen, offene und abgeschlossene Mengen,
sowie die Konvergenz von Folgen.

Definition: Eine Menge U C X heifit Umgebung von a, wenn es eine
Kugel K.(a) mit K.(a) C U gibt. K.(a) heikt wieder e-Umgebung oder
Kugelumgebung von a. Das hiermit in (X, d) eingefiihrte System von Umge-
bungen erfiillt dieselben elementaren Regeln wie jenes im euklidischen R™;
es hat insbesondere die Hausdorffsche Trennungseigenschaft.

Definition: Eine Menge U C X heifst offen, wenn sie Umgebung eines
jeden ihrer Punkte ist, d.h., wenn es zu jedem u € U eine Kugel K. (u)
gibt, welche in U enthalten ist. Die leere Menge wird als offen erklirt. Die
Gesamtheit der offenen Teilmengen des metrischen Raumes (X, d) heifit
die von d erzeugte Topologie auf X und wird mit &(d) bezeichnet. Ferner
heifit eine Menge A C X abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A offen
ist. Wie im euklidischen R™ ergibt sich:

(O1) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(0O2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

(Al) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

(A2) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.
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Definition: Eine Folge (xj) in X heifit konvergent, wenn es einen Punkt
a € X gibt derart, daf d(zy,a) — 0 fiir k& — oo gilt. Gegebenenfalls heift
a Grenzwert und man schreibt dafiir hlim r, = a oder xj, — a.

;—00

Eine Folge besitzt hochstens einen Grenzwert. Fiir Grenzwerte o' und o”
gilt ndmlich d(a’,a") = 0 wegen d(a’,a") < d(d', z1) + d(zy, a’) fiir alle k.

Die Charakterisierung abgeschlossener Mengen im euklidischen R"™ mit-
tels Folgen gilt samt Beweis auch in metrischen Rdumen:

Satz: Eine Menge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenz-
wert jeder in X konvergenten Folge (ay) mit ap € A ebenfalls in A liegt.

Fiir einen metrischen Raum X definiert man weiter: x € X heifit Hdau-
fungspunkt der Menge M C X, wenn jede Umgebung von z mindestens
einen von x verschiedenen Punkt von M enthélt. x € X heilkt innerer
Punkt von M, wenn es eine Umgebung U von z mit U C M gibt.

Wir besprechen noch zwei oft gebrauchte Konstruktionen metrischer
R&ume und die durch sie erzeugten Topologien. Die erste betrifft Teilmen-
gen, die zweite direkte Produkte.

Teilraumtopologie. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und Xy C X
eine Teilmenge. Diese wird zu einem metrischen Raum, indem man fiir
Punkte x,y € Xy als Abstand die Zahl d(z, y) festsetzt. Die Einschrinkung
do := d| Xo x Xo heilt induzierte Metrik oder Spurmetrik auf X,. Eine
Kugel in Xy beziiglich der Spurmetrik ist der Durchschnitt einer Kugel in
X mit Xy. Damit folgt, da eine Menge Uy C Xy beziiglich der Spurmetrik
offen ist genau dann, wenn es eine offene Menge U in X mit Uy = U N X
gibt. Die von dy auf X erzeugte Topologie &'(dg) = {UNX, | U € O(d)}
heifst Spur- oder Teilraumtopologie. Besonders wichtig ist fiir uns der Fall,
dak Xy eine Teilmenge eines normierten K" ist.

Xo
offen in X

V4 offen in Xy

X

Definition der Spurtopologie: Uy = U N X ist offen in X
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Statt offen (abgeschlossen, Umgebung) beziiglich der Spurtopologie sagen
wir auch kurz offen (abgeschlossen, Umgebung) in Xy oder Xy-offen (Xo-
abgeschlossen, Xo-Umgebung). Man beachte, daf eine Xp-offene Menge
nicht offen in X sein muf. Fiir X = R und Xy = Q etwa ist (0;1) N Q
zwar Q-offen, aber nicht R-offen. Ist X jedoch eine offene Teilmenge von
X, so sind die Xo-offenen Mengen genau die in Xo enthaltenen offenen
Teilmengen von X . Diese Feststellung bleibt richtig, wenn an jeder Stelle
yoffen“ durch ,,abgeschlossen® ersetzt wird.

Produkttopologie. Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Auf
X XY wird dann durch

d((x17y1)7 (I27y2)) ‘= max (dX(JU17I2)7 dY(y17y2>)

eine Metrik, die sogenannte Produktmetrik, definiert (Beweis als Ubung).
Die Kugel K,.(a,b) C X x Y beziiglich der Produktmetrik ist gerade das
direkte Produkt K, (a) x K, (b) der Kugeln K,(a) C X und K,(b) C Y.
Die von der Produktmetrik erzeugte Topologie auf X x Y heift Produkt-
topologie. Eine Menge W C X x Y ist genau dann offen, wenn es zu jedem
Punkt (z,y) € W Umgebungen U von z in X und V von y in Y gibt so,
daff U x V. C W. Man beachte, daft die Produkte U x V offener Mengen
U C X und V CY nicht die einzigen offenen Mengen in X x Y sind.

Y

< <
T
|

X xY

Definition der Produkttopologie

Vereinbarung: Teilmengen metrischer Rdume sehen wir im folgenden als
Teilrdume mit der Spurtopologie an, falls nicht ausdriicklich etwas anderes
festgelegt wird; analog Produkte als Rdume mit der Produkttopologie.

III. Aquivalenz der Normen auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum

Verschiedene Metriken erzeugen unter Umsténden dieselbe Topologie. Sind
d und d* Metriken auf X und enthilt jede d-Kugel eine d*-Kugel mit
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demselben Mittelpunkt, so ist jede d-offene Menge auch d*-offen, und es
gilt 0(d) C O(d*). Enthilt iiberdies auch jede d*-Kugel eine d-Kugel mit
demselben Mittelpunkt, so gilt &(d) = €(d*). Metriken d und d* mit
O(d) = 0(d*) heiken dquivalent. Zum Beispiel ist d* := %dd eine zu d
aquivalente Metrik; in dieser haben je zwei Punkte einen Abstand < 1.

Fiir dquivalente Metriken d und d* gilt: Fine Folge in X konvergiert
beziiglich d genau dann, wenn sie beziglich d* konvergiert.

Zwei Normen || || und || ||* auf einem Vektorraum heiffen dquivalent,
wenn sie dquivalente Metriken, d. h. dieselbe Topologie, erzeugen.

Lemma: Zwei Normen || || und | ||* ouf einem K-Vektorraum V sind
genau dann dquivalent, wenn es positive Zahlen ¢ und C gibt so, daf

(2) cllzl| < |lz|I" < Clz| fur alle x € V.

Beweis: || || und || ||* seien #quivalent. Die Kugeln beziiglich || || und
I II" bezeichnen wir mit K bzw. K*. Mit einem geeigneten r > 0 gilt
dann K*(0) C K;(0). Fiir « # 0 folgt rz/2 ||z € K}(0) C K;(0); fiir
jedes z gilt also ¢||z]| < ||z]|* mit ¢ := /2. Aus Symmetriegriinden besteht
eine analoge Abschiitzung ||z||* < C ||z||. Damit ist (2) gezeigt. Umgekehrt
folgt aus (2) sofort Kp.(a) C Ky (a) C K¢, (a). |

Beispiel: Die euklidische Norm und die Maxi-
mumsnorm auf R” sind dquivalent. Zwischen bei-
den besteht ndmlich die Abschitzung

2l < ll2lly < vzl -

Jede Kugel der euklidischen Norm enthélt eine Kugel
der Maximumsnorm und umgekehrt

Satz: Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen IK-Vektorraum
sind dquivalent.

Beweis: a) Zunichst fiir den R™. Es geniigt zu zeigen, dak jede Norm || ||
zur euklidischen Norm || ||, &quivalent ist.

Sei e1, ..., e, die Standardbasis. Fiir z = Y _I._ z,e, gilt dann nach der
Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung

n
(%) 2 <> el llewll < Clally
v=1

wobei C':= />0, lleu||?. (%) ist eine Abschiitzung (2) rechts.
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Um eine Abschitzung (2) links zu gewinnen, betrachten wir
c:=inf {||z|| | z € S},

wobei S := {z € R" | |z|l, = 1} die sog. euklidische Einheitssphére ist.
Wir zeigen: ¢ > 0. Angenommen, es sei ¢ = 0. Dann gibt es in S eine
Folge (x) mit ||zx|| — 0. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraff in 1.1
hat (z) eine Teilfolge, die beziiglich der euklidischen Norm konvergiert.
Wir nehmen an, (zy) sei bereits diese Teilfolge. Fiir den Grenzwert a folgt
af+--+a? :lim(alﬂi1 +-~-+xzn) =1;d.h.,esista € S.

Andererseits haben wir wegen (x) fiir alle k

lall < lla —zpll + llzell < Clla = zlly + 2kl -

Mit k& — oo folgt daraus |la]| = 0, also a = 0, im Widerspruch zu a € S.
Damit ist gezeigt, daf ¢ > 0.

Fir o # 0 ist =/ ||z||, € S; also gilt ¢ < ||ar/ ||x||2||, und damit
¢ |lzfly < flz[l-

Diese Ungleichung gilt auch fiir z = 0. Zusammen mit (%) zeigt sie die
Aquivalenz der beiden Normen.
b) Fiir einen beliebigen Vektorraum V. Seien || || und || || Normen auf
V. Mit Hilfe eines R-Isomorphismus ¢: R™ — V iibertragen wir diese auf
den R™: Fiir € R™ setzen wir

lzlly, = lle@)  und [l2]lf, = [le ()]

Man sieht leicht, dak || ||, und || ||; Normen auf R” sind. Nach a) gibt es
Konstanten ¢ und C so, daf fiir alle z € R™

clll, <llllg < Cllzlly, -
Das bedeutet wegen der Surjektivitét von  fiir alle y € V
cllyll < llyll™ < Cliyll- 0

Der Satz hat eine wichtige Konsequenz. Die mit Hilfe einer Norm in ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum eingefiihrte Topologie hdngt nicht
von der Art der Norm ab. Insbesondere sind die offenen Mengen, die Um-
gebungen und die konvergenten Folgen in einem beliebig normierten R™
identisch mit jenen im euklidischen R™; Konvergenz etwa bedeutet stets
komponentenweise Konvergenz. Ferner darf in Erdrterungen, die nur of-
fene Mengen, Umgebungen, konvergente Folgen und daraus abgeleitete
Begriffe involvieren, mit einer Norm gearbeitet werden, die der Sachlage
angepafst ist oder Rechnungen vereinfacht. Oft ist die Maximumsnorm eine
solche.



1.3 Stetige Abbildungen 13

1.3 Stetige Abbildungen

I. Stetigkeit

Wir dehnen den Begriff der Stetigkeit einer Funktion auf einer Menge in
C aus auf Abbildungen eines metrischen Raumes in einen anderen.

Definition: Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbil-
dung f: X — Y heift stetig im Punkt a € X, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine
Zahl § > 0 gibt so, daf gilt:

(3) dy (f(z), f(a)) < ¢ fiir alle z € X mit dx (z,a) <.
Die Abbildung heifit stetig in X, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

Auf Mengen X C K” und Y C K™ sind die von Normen auf K" bzw.
K™ erzeugten Spurmetriken zu nehmen. Die Stetigkeit einer Abbildung
héngt in solchen Féllen jedoch nicht von den verwendeten Normen ab, da
alle Normen auf IK"™ bzw. IK™ zueinander dquivalent sind. Ein Wechsel der
Normen erfordert hochstens eine Anderung der Zahl 6.

Eine wichtige Klasse stetiger Abbildungen bilden die Lipschitz-stetigen
Abbildungen. f: X — Y heilt Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante
L > 0 gibt so, daf fiir alle z,2’ € X gilt: dy (f(), f(z)) < L-dx(z,2').
Mit ¢ :=¢/(L + 1) ist dann (3) erfiillt.

Beispiele:

1. Jede lineare Abbildung f:V — W eines endlich-dimensionalen nor-
mierten Raumes (V.|| |ly,) in einen normierten Raum (W, | |ly) ist Lip-
schitz-stetig; insbesondere ist es jede Koordinatenfunktion x,: K" — IK,

xy(ar, ... an) = a,.

Beweis: Sei eq,...,e, eine Basis in V und M das Maximum der Zahlen
Nfe)lw---, I f(en)llyy- Fiir e = > 1 zve, und a = 3" aye, gilt dann

||f(23> - f(a’)HW < M - Z|mu - au|-

v=1

Nun definiert y — Y} |y, | eine Norm auf V. Da diese wegen dim V' < oo zu
|| Il dquivalent ist, gibt es eine Konstante C' so, daf > 1 |y.| < C |lylly -
Damit folgt

I @) = f@lly < €M - |}z = al|. O
2. Jede Norm || ||: V — R ist Lipschitz-stetig mit der Konstanten 1, da

Nzl =Nyl | < [Je—vl|



14 1 Elemente der Topologie

3. Abstandsfunktionen. Sei X ein metrischer Raum. Als Abstand eines
Punktes € X von einer Menge A C X, A # @, definiert man die Zahl

d(z,A) :=inf {d(z,a) | a € A}.
Wir zeigen: Die Funktion x v d(x, A) ist Lipschitz-stetig auf X.

Beweis: Fir x,y € X gilt zunichst d(z, A) < d(z,y) + d(y, A); zusammen
mit der durch Vertauschen von x und y entstehenden Ungleichung folgt
|d(I7A> _d(yvA)| < d(l‘,y) O

Das in Band 1,7.1 angegebene Folgenkriterium fiir Stetigkeit 1afst sich
samt Beweis sofort auf Abbildungen metrischer Rdume ausdehnen; man
hat nur Betrége | — ay| durch Absténde d(x,a;) zu ersetzen.

Folgenkriterium: Fine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig in
a € X, wenn sie jede Folge (xy) in X mit ), — a in eine Folge (f(xy))
mit f(xy) — f(a) abbildet.

Mit Hilfe des Folgenkriteriums kann man leicht die Rechenregeln I und
IT aus Band 1, 7.2 {ibertragen. Da deren Beweise im wesentlichen wortlich
weitergelten, begniigen wir uns, diese Regeln zu formulieren; dabei seien
X, Y, Yy, Y5 und Z beliebige metrische Rdume, W ein normierter K-
Vektorraum.

Regel I: Sind f1, fo : X — W stetig in a, so ist es auch f1 + fo. Es sei
ferner g : X — K stetig in a. Dann ist fg: X — W stetig in a und im

Fall g(a) # 0 auch f/g.

Folgerung: Die rationalen Funktionen sind im Definitionsbereich stetig.

Eine Funktion auf einer offenen Menge X C K™ heifit rational, wenn sie
als Quotient von Polynomfunktionen darstellbar ist; eine Funktion auf K"
heifst Polynomfunktion, wenn sie durch endlich viele Additionen und Multi-

plikationen aus den Koordinatenfunktionen 1, ..., x, und den Konstanten
entsteht.

Beispiel: Die Abbildung p: R™ !\ {0} — R+ mit p(z) := ﬁ ist stetig.
Thr Bild ist die (euklidische) n-Sphre “llz

"= {x e ™ | [lafl, = 1}.

Regel IT: In X —f> v L 7 sei f stetig in a und g stetig in f(a). Dann
ist go f stetig in a.

Beispiel: Die Funktion h: X — R, h(z) := ell®ll ist stetig.
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Regel III: f = (f1,f2): X — Y1 x Yy ist genau dann stetig in a, wenn
fi: X =Yy und fo: X = Ys in a stetig sind. f = (f1,...,fn): X = K"
ist genau dann stetig in a, wenn dort jede der n Komponentenfunktionen
fuo: X — K stetig ist.

Beweis: Die Konvergenz (fi(zx), f2(zx)) = (fi(a), f2(a)) bedeutet in der
Produktmetrik die komponentenweise Konvergenz. a

Sind bei einer Abbildung f: R™ — Y alle Beschriankungen auf ach-
senparallele Geraden stetig, so folgt nicht notwendig ihre Stetigkeit. Ein
Beispiel hierfiir liefert die Funktion f auf R? mit f(0,0) = 0 und

2zy

(4) flz,y) = PO

fiir (z,y) # (0,0).
Alle Funktionen z + f(z,¢) und y — f(d,y) sind stetig. Die Funktion f
aber ist im Nullpunkt unstetig, da f(¢,¢) — f(0,0) = 1 fiir alle ¢ # 0.

Wir betrachten noch die Beschriankungen von f auf die vom Nullpunkt
ausgehenden Halbgeraden. In den Punkten (z,y) = (rcos, rsiny) mit
r # 0 hat f den nur von ¢ abhingigen Wert sin 2p. Insbesondere nimmt
f in jeder Umgebung des Nullpunktes alle seine Funktionswerte an.

Der Graph der Funktion f stellt im wesentlichen
das Pliickersche Konoid dar. Darunter versteht
man die Nullstellenmenge im R? des Polynoms
2xy — (ar2 + y2) - z. Diese setzt sich zusammen
aus dem Graphen von f und der z-Achse.

Die Abbildung zeigt 16 Halbgeraden auf dem
Graphen von f zu jeweils gleichen Funktions-
werten. Die eingezeichneten Achsen stellen die
Geraden = y und = —y dar. Auf diesen
nimmt f seine Extrema 1 und —1 an. Graph von (4)

Wir charakterisieren schlieflich den Begriff der Stetigkeit allein mit Hilfe
des Begriffs der Umgebung.

Satz: Es seien X und Y metrische Ridume. f: X — Y ist genau dann
stetig im Punkt a € X, wenn es zu jeder Umgebung V wvon f(a) eine
Umgebung U von a mit f(U) CV gibt.

Beweis: Es sei f stetig in a. Sei V' eine beliebige Umgebung von b := f(a)
und K. (b) C V eine Kugelumgebung. Zu ¢ wihle man ein ¢ gemif (3).
Mit U := Kg(a) gilt dann f(U) C K.(b) C V. Somit erfiillt f die im
Satz genannte Bedingung. Sei nun umgekehrt diese erfiillt. Dann gibt es
zu jeder Kugel K. (b) =: V eine Umgebung U von a mit f(U) C K. (b).
In U liegt eine Kugel Ks(a). Mit dieser gilt ebenfalls f(Kjs(a)) C K< (b),
d.h., f erfiillt die Stetigkeitsbedingung (3).
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Folgerung (globale Stetigkeit): f: X — Y ist genau dann stetig auf
ganz X, wenn eine der folgenden gleichwertigen Bedingungen erfillt ist:

(i) Das Urbild f=1(V) jeder offenen Menge V CY ist offen in X.

(ii) Das Urbild f~*(A) jeder abgeschlossenen Menge A C'Y ist abgeschlos-
sen in X.

Beweis: (i) Sei f stetig. Da eine offene Menge V' C Y Umgebung eines je-
den Punktes in V ist, ist die Urbildmenge f~!(V) Umgebung eines jeden
ihrer Punkte; d.h., f=1(V) ist offen. Sei umgekehrt die angegebene Be-
dingung erfiillt. Eine Umgebung V eines Punktes f(a) enthélt eine offene
Menge V' mit f(a) € V'. Deren Urbild f~1 (V') =: U ist als offene Menge
eine Umgebung von @ und erfiillt f(U') C V. f ist also stetig in a.

(i) folgt aus (i) mittels Bildung von Komplementen. |

Anwendung: Ist f: X — R stetig, so gilt fiir jedes ¢ € R:
(i) Ui={zreX | f(x) < c} ist offen;
(ii) A:={w e X | f(x) <c} ist abgeschlossen.

Denn U ist das f-Urbild der offenen Menge (—oo;¢) C R und A das der
abgeschlossenen Menge (—oo; c].

Man beachte: Eine stetige Abbildung muf offene Mengen nicht auf offene
Mengen abbilden und abgeschlossene Mengen nicht auf abgeschlossene;
z.B. bildet sin: R — R das offene Intervall (0;2m) auf das abgeschlossene
Intervall [—1;1] ab und die abgeschlossene Menge {2nm + 1/n | n € IN}
auf die nicht abgeschlossene Menge {sinl/n | n € IN}. Giinstiger ist die
Sachlage allerdings bei HomGomorphismen.

II. HomS6omorphismen. Beispiele

Die Umkehrung einer bijektiven stetigen Abbildung muf nicht stetig sein.
Zum Beispiel bildet z — el® das Intervall [0; 2r) bijektiv und stetig auf die
Kreislinie S' C € ab; ihre Umkehrung aber ist unstetig im Punkt 1.

Eine bijektive stetige Abbildung f: X — Y, deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist, heilst Homdomorphismus von X auf Y; ferner heifen
zwei metrische Rdume X und Y zueinander homéomorph, wenn es einen
Homo6omorphismus zwischen ihnen gibt. Ein Homomorphismus bildet of-
fene Mengen auf offene Mengen ab und abgeschlossene auf abgeschlossene.
Homdéomorphe Raume haben dieselben Topologien, kénnen aber sehr ver-
schiedene geometrische Formen haben. Wir bringen einige Beispiele.

Beispiel 1: Jeder Isomorphismus f: V — W zwischen endlich-dimensio-
nalen normierten Riaumen ist nach I. Beispiel 1 ein Homéomorphismus.



1.3 Stetige Abbildungen 17

Beispiel 2: Die Kugel K;(0) C R™ beziiglich einer beliebigen Norm || || ist
homoomorph zum R™. Ein Homéomorphismus f: K;(0) — R™ und seine
Umkehrung f~! sind gegeben durch

(5) J@) =

x

1 _
=

Damit folgt, dafs auch alle Kugeln des R™ zu verschiedenen Normen un-
tereinander homdomorph sind.

Beispiel 3: Inversion und stereographische Projektion. Sei p € R™ und
a € R, a > 0. Unter der Inversion mit dem Pol p und der Potenz «
versteht man die Abbildung i: R" \ {p} — R™ \ {p} mit den folgenden
Eigenschaften:

1.  und i(z) liegen auf der gleichen Halbgeraden durch p, d.h., es ist
i(z) — p=A-(z — p) mit einer Zahl X > 0;

2. [li(z) = plly - llz = pll, = @

Die Abbildung ¢ verallgemeinert die in Band 1, 3.2 betrachtete Inversion

am Kreis. Nach 1. und 2. hat sie die Darstellung

(6) i(x) =p+-——3(x—p)
= — pll;
Mit Hilfe der oben angegebenen Rechenregeln und Beispiele stetiger Ab-
bildungen sieht man sofort, daf sie stetig ist. Ferner gilt i~' = . Die
Inversion bildet also hom6omorph ab. In 3.1.IV zeigen wir, daf sie auch
winkeltreu abbildet.

Die stereographische Projektion. Es sei jetzt iy die Inversion mit dem Pol
N =(0,...,0,1) € R**! und der Potenz 2. iy hat die Darstellung

2
+———5 (- N).
= = NIl
Wir zeigen: iy bildet die Hyperebene R} C R, RE := {z | 241 = 0},
bijektiv auf die ,gelochte* Sphire S™\ {N} ab.

Zum Beweis bezeichne ¢ , ) das Standardskalarprodukt auf R™*!. Fiir
r € R"1\ {N} gilt dann

ZN(I) =N

4
(t—N,Ny+ —— =1

in@)| =1 = 1+
i@l o — NI

5
llz = N1l
< {(z—N,N) =-1

— (,N)=0 <= 2,41 =0;

da jeder Punkt y # N ein Punkt iy (z) ist, folgt die Behauptung.
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Wir ordnen nun jedem Punkt z € R™ den Punkt (z,0) € R} C R*H!

zu und definieren mittels iy die Abbildung

(6") on: R" = S™\ {N}, on(x) :=in(z,0).

on heilt stereographische Projektion von R™ auf S™\ {N}.

oy ist bijektiv und stetig; ferner ist auch 0](,1 stetig. Die stereographische
Projektion ist also ein Homéomorphismus von R™ auf S™ \ {N}.

Abbildung zweier Geraden durch stereographische Projektion

Die stereographische Projektion dient unter anderem zur Kompaktifi-
zierung von C. Man erweitert C um ein Element oo, das man unendlich
fernen Punkt nennt, setzt dann o: C — S?\ {IV} bei Identifizierung von C
mit R2 fort zu der Abbildung 7: CU{oo} — S? mit 7(z) := o (z) fiir z € C
und 7 (o0) := N und nennt U C C U {oo} offen genau dann, wenn 7 (U)
offen in S? ist. & wird dadurch zu einem Homdomorphismus. CU{oo} heifit
Ein-Punkt-Kompaktifizierung von C, und S? ist ein Modell derselben.

Beispiel 4: Polarkoordinatenabbildungen. Nach Band 1, 8.9 kann man je-
den Punkt (21,22) € R? mit Zahlen r,p € R darstellen in der Form

T1 = TCos,
To = rsinp.

Entsprechend erkliren wir nun eine stetige Abbildung P»: R? — R2:

™) P(re) = (%).

rsin @

Py bildet den offenen Streifen Ry x (—m;7w) homéomorph auf R2\ S ab,
wobei S die Halbgerade {(t,0) : ¢ < 0} ist. R?\ S nennt man oft die ,lings
der negativen z1-Achse geschlitzte Ebene“.
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Die Umkehrabbildung go: R?\ S — Ry x (—m;7) ist gegeben durch

. xr1 . 2 2
g2(x1,22) := (1, sign xs - arccos - mit 7 := /a7 + 5.

S
® Py
0 —_—
r
—T

Abbildung des Streifens Ry x (—m; ) auf die geschlitzte Ebene R2 \ S

Wir konstruieren nun rekursiv Abbildungen P,: R™ — R™, n > 2, durch

P,l @1y yPp—2) COSPYp_1
(7n> Pn(rv(plv"'v()onfl) = < " ( . " ) " .
r-sing,_1

Im Fall n = 3 etwa lauten die Koordinaten z,xs,x3 des Bildpunktes
r=D (r, o1, gpg) ausfiihrlich

r3

X1 = T COS (1 COS P2, = P3(r,¢1,92)

Ty = 1 8in g COS P3,

x3 = rsin ;.
1 heift ,geographische Linge* und 2
2 ngeographische Breite“ des Punk-
tes x = Ps (r,<p1,<p2).

r1

Satz: Die Polarkoordinatenabbildung P,: R™ — R™ hat folgende Figen-
schaften:

@ 1Pa(ry o1 pn1)lly = 72

il) P, bildet den offenen Streifen Ry x IT C R™ homdomorph ab auf den
+
sgeschlitzten Raum® R™ \ (S x R"2); dabei sei

(—m;m) im Falln = 2,

I := n-2
(—m;m) X (_g,g) mm Fall n > 2.
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Beweis: (i) folgt mit der Rekursionsformel (7,) aus ||P2(r,<p)||§ =72

(i) Sei n > 3. Wir konstruieren die gesuchte Umkehrabbildung rekursiv.
Fiir einen Punkt 2 = (z1,...,2,) € R™\ (S x R*72) setzen wir zuniichst

. Tp
ri= /o +--+a2 und Pn-1 = arcsin —=.

Wegen (21, x2) # (0,0) ist ‘xT"

<1, also ¢,_1 € (—g; g) Weiter sei

1
JU’ = (561,... ,Infl).
COS Q1
Man rechnet nach, dak ||'||3 = r2. Sei nun g, ; die Umkehrabbildung zu
P, 1 |R4 x IT. Dann wird die Umkehrabbildung zu P, | Ry x IT gegeben
durch

gn (@) 1= (gn,l(a?’), Pn-1) - o

Beispiel 5: Die spezielle unitire Gruppe SU(2) ist homdomorph zur drei-
dimensionalen Sphire S® = {as eR* | |||, = 1}_

SU(2) besteht aus den komplexen 2 x 2-Matrizen U mit UU' = E und
det U = 1. Das sind genau die Matrizen der Gestalt

U= ( z E”) mit |z + jw® = L.
-w z
Jede komplexe 2 x 2-Matrix wird als Element von C* aufgefakt. SU(2) wird
dadurch zu einem (mit der Spurtopologie versehenen) Teilraum von C*.
Wir erkléiren eine Abbildung f: SU(2) — S3 durch f(U) := (21,72, 23, T4),
wobei z = x1 + iry und w = x3 + izy4 gelte mit zq, x5, 23,24 € R. Wegen
|2|>+|w|” = 1liegt f(U) tatsiichlich auf 3. f ist stetig und hat eine stetige
Umkehrung f~1: S — SU(2); es ist

O

_ Ty +ire X3+ ixy
f 1(3317332,953,964): < )

—x3 +ixy X1 —iTo

Bemerkung: SU(2) ist mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Dabei sind
die Multiplikation SU(2) x SU(2) — SU(2) und die Inversenbildung SU(2) —
SU(2) stetige Abbildungen, da sie durch rationale Funktionen beschrieben wer-
den konnen. Man sagt, SU(2) sei eine topologische Gruppe. Der Homoomorphis-
mus SU(2) — g3 verpflanzt die stetige Gruppenoperation von SU(2) auf s3. Man
kann zeigen, daf nur die Sphiren der Dimensionen 0, 1 und 3 stetige Gruppen-
multiplikationen zulassen. In engem Zusammenhang damit steht der beriihmte
Satz von Kervaire und Bott-Milnor (1958): Nur in den Dimensionen 1, 2, 4 und
8 gibt es Divisionsalgebren iber R.

Literatur: Der Band ,,Zahlen“, Grundwissen Mathematik 1. Springer 1992.
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III. Grenzwerte

Wie der Begriff der Stetigkeit kann auch der des Grenzwertes auf Abbil-
dungen metrischer Rdume ausgedehnt werden. Er wird wie im Eindimen-
sionalen durch stetige Fortsetzungen erklart.

Im folgenden seien X, Y beliebige metrische Rdume und f: D — Y
eine Abbildung auf einer Menge D C X.

Definition: Die Abbildung f: D — Y hat im Haufungspunkt a € X von
D den Grenzwert b € Y, wenn die Abbildung F': DU {a} — Y mit

Fw= {0 e

im Punkt @ stetig ist. Man schreibt dann lim f(x) = b.

r—a

Gehort der Hiufungspunkt a zu D, so ist lim f(z) = f(a) gleichwertig
mit der Stetigkeit von f in a. v

Aufgrund der Anbindung des Begriffs des Grenzwertes an den Begriff
der Stetigkeit kann man die ¢-§-Formulierung, das Folgenkriterium und
die Rechenregeln des Abschnitts I. sinngemifs {ibertragen. Wir notieren
lediglich die e-6-Formulierung.

e-0-Formulierung: f: D — Y hat in einem Hiufungspunkt ¢ € X von
D den Grenzwert b € Y, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt so, daf
dy (f(z),b) < ¢ fiir v € D\ {a} mit dx(z,a) <.

IV. Gleichmifiig konvergente Folgen stetiger Abbildungen

Die Konstruktion stetiger Funktionen durch gleichméfig konvergente Fol-
gen von Funktionen spielt auch im Hoherdimensionalen eine grofe Rolle.
Wir betrachten hier sogleich Folgen von Abbildungen in einen vollstdndi-
gen metrischen Raum. Die Vollstdndigkeit des Bildraumes sichert dabei die
punktweise Konvergenz. Den Begriff der Vollstdndigkeit eines metrischen
Raumes definieren wir in Anlehnung an die Formulierung der Vollsténdig-
keit von R mittels Cauchyfolgen.

Definition: Ein metrischer Raum (X, d) heift wvollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in X einen Grenzwert hat. Dabei heift eine Folge (z) in X
Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 einen Index N(g) gibt derart, daf
d(zg,x;) < e gilt fiir alle k,1 > N(e).

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene Teilmenge des euklidischen R™
nach dem Folgenkriterium fiir abgeschlossene Mengen in 1.1 vollstdndig,
da jede Cauchyfolge in R™ dort konvergiert.
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Eine besonders wichtige Kategorie vollstindiger metrischer Rdume stel-
len die Banachrdume dar.

Definition: Ein normierter K-Vektorraum V heift Banachraum, wenn er

vollsténdig ist, d. h., wenn jede Cauchyfolge in V einen Grenzwert hat.

Stefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker. Von ihm stammen grund-
legende Beitrdge zur Funktionalanalysis. Der nach ihm benannte Fixpunktsatz
wird in zahlreichen Existenzbeweisen, zum Beispiel in 3.3, verwendet.

Beispiele von Banachrdumen:

1. Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum (V.| ||).

Beweis: Mit Hilfe eines R-Isomorphismus ¢: V' — R"™ iibertrage man die
Norm von V' auf den R": Fiir z € R" setze man dazu ||z, := lo= ().
¢ bildet dann Cauchyfolgen in (V,|| [|) auf solche in (R™,]| ||,) ab. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstraf, siehe 1.1, und wegen der Aquivalenz
von || ||, zu || ||, konvergieren die Cauchyfolgen in (R", || ||,), und damit
auch die Cauchyfolgen in (V]| ||).

2. €[a;b] mit der Supremumsnorm. Denn jede auf [a;b] gleichméifig kon-
vergente Folge stetiger Funktionen besitzt dort eine stetige Grenzfunktion.

3. Die Hilbertrdume.

Definition: Ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifst Hilbert-
raum, wenn er mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm vollstindig
ist.

Beispiel: Der Hilbertsche Folgenraum (. Die Elemente dieses Raums sind
die quadratsummierbaren Folgen komplexer Zahlen, d.h. die Folgen a =

(a1, z,...) mit - 12
2
lall, := (Z|au| ) < oo.
v=1

Die Gesamtheit dieser Folgen bildet einen Vektorraum: Fiir quadratsum-
mierbare Folgen a = (a,) und b = (j3,) ergibt sich ndmlich aus der Un-
gleichung >0 |a,3,| < |lall, - [|b]l, die absolute Konvergenz der Reihe

(8) {a,b) := Z af,
v=1

und damit
o0 9 o0 _
Sl + 8,7 < llalls +2> " |awB, | + 1815 < .
v=1 v=1

Die Summe a + b ist also ebenfalls quadratsummierbar. Folglich ist £2 ein
Vektorraum. Durch (8) wird auf ihm ein Skalarprodukt erklért.
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Wir zeigen, daf (2 vollstéindig ist. Die Elemente o* = (af,a%,...) € (2,
k € IN, mogen eine Cauchyfolge bilden, und € > 0 sei beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein IV so, daf

o0
(%) ||ak—al||;:Z|aﬁ—afj|2<€2 fir k,1 > N.

v=1
Dann gilt erst recht |o® —al| < ¢ fiir k,1 > N und jedes v € IN. Jede
Komponentenfolge (a®),en ist also eine Cauchyfolge und besitzt einen
Grenzwert «,, . Aus (%) erhalten wir ferner fiir jedes n und alle k,l > N
die Ungleichungen Y7 |o® — ol |* < 22 und aus diesen fiir [ — oo

n
. 2 . .
Z|a,’;_ay| <e?  fiir k> N und jedes n,
v=1

also 0o
Z|aﬁ—au|2§€2 fiir K > N.
v=1

Hiernach hat die Folge a := (ay,as,...) die Eigenschaft, daf a — ay zu
(% gehort. Wegen a = a — ay + ay gehort sie also schon selbst zu (2. Die
letzte Ungleichung kann man nun in der Form ||ay — a||§ <efirk>N
schreiben, in der sie besagt, daf a — a fiir £k — oo. O

Historisches. Der Begriff des Hilbertraumes kristallisierte sich ab etwa 1906 aus
den Untersuchungen Hilberts und seiner Schiiler iiber Integralgleichungen und
Variationsprobleme heraus. Hilbert hatte erkannt, daft gewisse Typen von Inte-
gralgleichungen vermoge einer Orthonormalbasis von Funktionen in lineare Glei-
chungssysteme in 2 iibergehen. Hilbertrdume spielen auch in der theoretischen
Quantenphysik eine mafigebliche Rolle.

David Hilbert (1862-1943) war der fiihrende Mathematiker in den ersten Jahr-
zehnten dieses Jahrhunderts. Unter Mitwirkung von Felix Klein (1849-1925)
und Hermann Minkowski (1864-1909) schuf er die beriihmte Gottinger Schule,
die alle Gebiete der Mathematik, einschlieflich der Mathematischen Logik und
der Grundlagenforschung, sowie die Mathematische Physik pragte. Auf dem In-
ternationalen Mathematikerkongrefs in Paris 1900 formulierte er 23 Probleme,
die fiir die Mathematik im 20. Jahrhundert richtungweisend wurden.

Wir kommen zur Konstruktion stetiger Abbildungen durch gleichméRig
konvergente Folgen.

Definition: Es seien X und Y metrische Rdume. Eine Folge von Abbil-
dungen fi: X — Y heifst gleichmdfig konvergent auf X, wenn es zu jedem
¢ > 0 ein N(z) gibt so, dak gilt:

dy (fr(2), fi(z)) <e fiir alle z € X und k,1 > N(¢).
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Wir setzen nun zusédtzlich voraus, Y sei vollstdndig. Fiir jedes x € X
ist dann ( fx (m)) eine Cauchyfolge in Y. Wegen der Vollstédndigkeit von Y
konvergiert diese. Durch limg_,~ fx(2) =: f(z) wird also eine Grenzabbil-
dung f: X — Y definiert. Aus d(fx(z), fi(z)) < ¢ fiir alle z € X und alle
k,1 > N(e) folgt fiir k — oo wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion

d(f(z), fi(z)) < e fiir alle z € X und alle [ > N(e).

Damit zeigt man wie in Band 1, 15.2:

Satz: Es sei Y ein vollstindiger metrischer Raum. Dann definiert eine
auf X gleichmdfig konvergente Folge stetiger Abbildungen fr: X — Y
eine Grenzabbildung f : X — 'Y, und diese ist stetig.

Als Anwendung beweisen wir das

Fortsetzungslemma von Tietze: Jede stetige Funktion f: A — R auf
einer abgeschlossenen Teilmenge A eines metrischen Raumes X kann zu
einer stetigen Funktion F: X — R fortgesetzt werden.

Beweis: a) Wir zeigen zuniichst die Approximationsaussage:

Zu jeder stetigen Funktion u: A — R mit |u| < a, a € R, gibt es eine
stetige Funktion v: X — R mit [v] < 2a auf X und |u—v| < 2a auf A.

Beweis der Approximationsaussage im Fall a # 0: Sei

AT = {xeA‘u(x)g—g}, At = {xEA‘u(ar)Z%}.

A~ und AT sind punktfremde abgeschlossene Mengen. Sind beide nicht
leer, so wihlen wir eine stetige Funktion ¢g: X — [-1;1] mit g| A~ = -1
und g| AT =1, etwa

In den Fillen At# @, A== @ und At= @ withlen wir g := 1 bzw. g := —1.
In allen Fillen leistet dann v := 349 die gewiinschte Approximation.

b) Beweis des Lemmas unter der zusétzlichen Voraussetzung |f| < 1. Wir
definieren induktiv eine Folge stetiger Funktionen fj: X — R mit

|f(x) = fr(z)| < (%)h fir alle z € A.

Wir beginnen mit fy := 0.
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Sei nun f; wie gewiinscht definiert. Dann gibt es nach der Approxima-
tionsaussage a) zu f — f} eine stetige Funktion v auf X mit

|f—fk—vk|§(§)k+l auf A und |vk|§§(§)k auf X.

Wir setzen fj11 := fr + vg. fr+1 ist eine stetige Funktion auf X mit der
gewiinschten Approximationsgiite.

Die Folge (fy) sei wie angegeben definiert. Dann gilt weiter:

(i) (fx) konvergiert auf A punktweise gegen f.

(i) (fx) konvergiert auf X gleichmifig, da fiir alle 2 € X und p > ¢

00 k q
<SR

=3 \3 3
Die Grenzfunktion F' der Folge (f) ist also stetig auf X und stimmt auf
A mit f iiberein.

p—1
() — fola)]| = \,; velz)

c) Beweis des Lemmas im allgemeinen Fall. Wir fiihren ihn auf Fall b)
zuriick. Sei dazu h: R — (—1;1) ein Homdomorphismus, etwa wie in (5).
Die Funktion ¢ := ho f erfiillt |p| < 1, besitzt also nach b) eine stetige
Fortsetzung @ auf X. Die Funktion F := h~! o & ist dann eine stetige
Fortsetzung von f. a

V. Lineare Abbildungen. Die Operatornorm

Nach I. Beispiel 1 ist eine lineare Abbildung eines normierten Vektorrau-
mes V' in einen anderen Lipschitz-stetig, falls dim V' < oco. Dagegen kann
eine lineare Abbildung unstetig sein, falls dim V' = co. Zum Beispiel ist die
Differentiation D: €1[0;1] — C, Df := f'(0), in dem mit der Supremums-
norm versehenen Raum % [0; 1] unstetig, da die Normen der Funktionen
fa(@) := (sinn®z)/n eine Nullfolge bilden, wiihrend die Folge der Ablei-
tungen f, (0) divergiert.

Lemma: Es seien V,W normierte Vektorrdume. Eine lineare Abbildung
A:V — W ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante C' gibt so, daff
|Az|| < C||z|| fiir alle x € V gilt. In diesem Fall ist A sogar Lipschitz-
stetig.

Beweis: Es sei C' eine Konstante wie angegeben. Aus Linearitdtsgriinden
gilt dann ||A:E—Aa:0|| <C ||a:—a:0||; d.h., A ist Lipschitz-stetig. Sei nun A
(wenigstens) in 0 stetig. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0 so, daf ||A¢|| <1
gilt fiir & € V mit ||€]| < 0. Damit folgt fiir alle z € V., x # 0,
[zl x
larf = 20 a5
g [l

— x|l .
)
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Die Operatornorm. Es seien V' und W normierte Vektorrdume iiber K,
und L(V, W) bezeichne den Vektorraum der stetigen K-linearen Abbildun-
gen von V in W. Auf L(V,W) fithrt man die sogenannte Operatornorm
ein. (Lineare Abbildungen heifen auch lineare Operatoren.) Man definiert
dazu fiir eine stetige lineare Abbildung A: V — W

(9) Al v,y == sup {lAzllyy | 2 €V, Jlz]l, <1}

Nach dem Lemma ist [|All,(y ) < oo. Die Zahl [ Al y,y, fir die wir,
wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, auch nur ||A|| schreiben, heifit
Operatornorm von A. Sie hingt von der Norm auf V" und der Norm auf W
ab. Geometrisch ist die Operatornorm als grofiter ,,Dehnungskoeffizient®

der Abbildung zu deuten; wegen ﬁ = A(ﬁ) gilt ndmlich auch

1Az [y

ey

||A||=sup{ ‘xev,“éo}.

Durch (9) ist in der Tat eine Norm auf L(V, W) erklart: (N1) und (N2)
sind offensichtlich erfiillt; (N3) folgt aus der fiir alle z € V mit ||z]] <1
giiltigen Abschitzung ||(A+ B)z || < ||Az| + |Bz| < ||All + || B]I.

Eigenschaften der Operatornorm:

1. Fiir alle x € V gilt

(10) [Az] < [[A[l - ll]| -

9. In der Situation U 25 V -4 W, in der U, V, W normierte Riume und
A, B stetige lineare Operatoren sind, gilt die Ungleichung

(11) IAB| < [|All- 1Bl

Nach (10) gilt némlich ||ABz|| < [|A] - [ Bz < [|A[l - |BI - [l]-

Beispiel 1: Es sei (V,{ , )) ein euklidischer Vektorraum und A: V — K
die einem Element v € V mittels Az := {v,z) zugeordnete Linearform.
Wegen |Az| < |lv|| - ||z|| und A(v/||v]]) = |jv]|, falls v # 0, hat A die
Operatornorm ||A]| = ||v]|

Beispiel 2: Die Zeilensummennorm auf L(IK" IK™). Darunter versteht man
die zu den Maximumsnormen auf K" und K™ gehoérende Operatornorm.
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Diese hat fiir eine lineare Abbildung A: K" — K™ mit der Matrix (a;;)
den Wert:

n
(12) 1Al = max D fag]
j=1
Beweis: Fir ¢ = (21,...,2y,) mit |z;| <1 besteht die Abschétzung
n
> i
j=1
Der Wert M wird auch erreicht: Wir wihlen ig so, dak M = Y77_, |ai,jl,

und setzen & := |a;,;| /ai,;, falls a;; # 0 ist, und sonst ¢; := 1. Dann hat
&:=(&,...,&) die Norm [|€]|, = 1, und es gilt [|A¢|| = M. |

Az, = max
(2

n
< max Z lasj| =: M.
i =

Den Vektorraum L(IK" K™) identifizieren wir stets mit dem Vektor-
raum K™*™ der m X n-Matrizen mit Elementen in K. Dabei wird eine
Operatornorm auf L(K",K™) auch als Norm auf K™*" aufgefakt und
dann ebenfalls als Operatornorm bezeichnet. Wegen der Aquivalenz aller
Normen auf K™*" erhilt man:

Lemma: FEine Folge von Matrizen Ay € K™*™ konvergiert in einer Ope-
ratornorm gegen die Matriz A € K™*™ genau dann, wenn sie komponen-
tenweise gegen A konvergiert.

In der Differentialrechnung bekommen wir es mit Funktionen auf einem
metrischen Raum X mit Werten in L(V, W) zu tun. Die Frage der Stetig-
keit solcher Funktionen bezieht sich stets auf die von der Operatornorm in
L(V,W) erzeugte Topologie. Im Fall endlich-dimensionaler Vektorrdume
V und W hat man dafiir einen hilfreichen Test:

Stetigkeitstest: Seien V und W endlich-dimensional. Fine Funktion
v: X — L(V,W) ist genau dann stetig, wenn fir jeden Vektor v € V
die Funktion X — W, x — ¢(z)v, stetig ist.

Beweis: Es geniigt, den Fall V = K" und W = K™ zu betrachten, da
jeder Isomorphismus L(V, W) — K™*" wegen dimL(V,W) < oo auch
ein Homdomorphismus ist. Nun ist eine Abbildung ¢: X — K™*™ genau
dann stetig, wenn ihre mn Komponentenfunktionen ¢,,: X — K stetig
sind. Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn die n Abbildungen

e1v(z)
T = p(x)e,
Omu(7)
stetig sind; dabei seien e, . . ., e, die Standardbasisvektoren des IK™. Damit

ergibt sich sofort das angegebene Kriterium. a
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1.4 Kompakte Rdume

Wichtige Aussagen der Analysis erhélt man in vielen Fillen bereits auf-
grund der Kompaktheit der involvierten R&ume. In Band 1 haben wir
Teilmengen von R als kompakt bezeichnet, wenn sie zugleich abgeschlossen
und beschrinkt sind; dort haben wir auch gezeigt, daf diese Mengen ge-
rade diejenigen sind, welche die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft
besitzen. Bei der folgenden Verallgemeinerung definieren wir Kompakt-
heit durch die genannte Uberdeckungseigenschaft. Fiir Teilmengen eines
endlich-dimensionalen normierten Vektorraumes erweist sich diese wieder
als gleichwertig mit der Eigenschaft, abgeschlossen und beschrinkt zu sein.

I. Kompaktheit

Unter einer offenen Uberdeckung eines metrischen Raumes X versteht man
eine Familie {U;};cs offener Mengen in X derart, daf jeder Punkt z € X
in mindestens einem U; liegt; dabei ist I irgendeine Indexmenge.

Definition: Ein metrischer Raum X heift kompakt, wenn aus jeder (wohl-
gemerkt: aus jeder) vorgegebenen offenen Uberdeckung {U;};c; von X
endlich viele U; , Ui, so ausgewihlt werden konnen, daf auch diese X
iiberdecken:

10
X=U;U---UUj,.

Eine Menge K C X heift kompakt, wenn sie als Teilraum kompakt ist;
Letzteres bedeutet: Aus jeder Familie {U;};cr offener Mengen in X mit
K C ;e Ui konnen endlich viele U, ..., U;, so ausgewihlt werden, daf

K CU;; U---UU;,. (Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft)

Definition: Ein metrischer Raum X heift folgenkompakt, wenn jede
Folge von Punkten in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Eine Teilmenge
K C X heift folgenkompakt, wenn sie als Teilraum folgenkompakt ist; d. h.,
wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
in K liegt. (Bolzano- Weierstraf3-Eigenschaft)

Lemma: Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt:
a) Ist X kompakt, so ist X auch folgenkompakt.
b) Jede folgenkompakte Menge K C X ist beschrinkt und abgeschlossen.

Eine Menge M C X heifit beschrinkt, wenn es eine Kugel K.(b) gibt mit
M C K, (b).

Beweis: a) Sei (a) eine Folge in X und A := {ay, | k¥ € IN}. Ist die Men-
ge A endlich, so hat die Folge (ay) sogar eine konstante Teilfolge. Sei die
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Menge A nun unendlich. Wir zeigen zunéchst, daf sie einen Haufungs-
punkt in X hat. Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann hat jeder
Punkt z € X eine offene Umgebung U(z), die nur endlich viele Punkte
aus A enthilt. Die Umgebungen U(z), € X, bilden eine offene Uber-
deckung von X. Als kompakter Raum wird X bereits von gewissen endlich
vielen U(z1),...,U(x,) iiberdeckt. Somit enthilt auch A nur endlich viele
Punkte. Widerspruch!

Sei nun a € X ein Haufungspunkt von A. Dann enthélt fiir jedes v € IN
die Kugel K7/, (a) unendlich viele Punkte aus A. Es gibt also eine streng
monoton wachsende Indexfolge (k,), so dak d(ag,,a) < 1/v gilt. Die Teil-
folge (ar,) hat dann den Grenzwert a € X.

b) Wire K nicht beschrinkt, so gibe es bei beliebigem b € X eine Folge
(vg) in K mit d(z,b) > k. Diese Folge aber hitte keine konvergente
Teilfolge. Wire K nicht abgeschlossen, so gébe es eine konvergente Folge
in K, deren Grenzwert nicht in K liegt. Dann lige auch der Grenzwert
jeder ihrer Teilfolgen aufserhalb von K. a

Bemerkung: Man kann fiir einen beliebigen metrischen Raum X auch
die Umkehrung von a) zeigen. Dagegen gilt die Umkehrung von b) nicht
allgemein. Ein Beispiel liefert der Raum %’[0; 7] mit der Supremumsnorm.
Die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) = {f € €[0;x] | [|fllo;m < 1}
dieses Raumes ist nicht folgenkompakt und damit auch nicht kompakt.
Sonst hitte die Folge der Funktionen e, € K1(0), ep(z) := e, eine
konvergente Teilfolge, was wegen ||ek —e ||[0;ﬂ] = 2 fiir alle k # [ nicht der
Fall ist. Die Umkehrung der Aussage b) gilt jedoch, falls X ein endlich-
dimensionaler normierter Raum ist.

Satz: Fir eine Teilmenge K C V eines endlich-dimensionalen normier-
ten Raumes V' sind folgende Aussagen dquivalent:

1. K ist abgeschlossen und beschrinkt.
2. K ist kompakt.
3. K ist folgenkompakt.

Beweis: Nach dem Lemma ist nur noch 1 = 2 zu zeigen.

a) Wir behandeln zunéchst den Fall V' = R™. Angenommen, {U;} sei eine
offene Uberdeckung von K derart, daf K nicht von endlich vielen der U;
iiberdeckt wird. Als beschrinkte Menge liegt K in einem abgeschlossenen
Wiirfel W; dessen Kantenléinge sei s. Wir zerlegen den Wiirfel W in 27
abgeschlossene Wiirfel der halben Kantenldnge und finden einen Teilwiir-
fel W, derart, daf auch K N W; nicht von endlich vielen der U; iiberdeckt
wird. Durch Wiederholung dieses Verfahrens findet man eine Folge abge-
schlossener Wiirfel W), der Kantenlidnge s/ 26 mit Wy, D Wy D Wa D -
und der Eigenschaft:
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(¥*) Keine der Mengen K N Wy, k € IN, wird von
endlich vielen der U; iiberdeckt.

=
U/

K und einige W,

Wir wéhlen dann in jeder Menge K N Wy einen Punkt xj. Nach Kon-
struktion der Wiirfelfolge (W},) ist (xy) eine Cauchyfolge. Deren Grenzwert
a € R™ liegt wegen der Abgeschlossenheit von K in K. a liegt auch in einer
offenen Menge U der Uberdeckung. Diese Menge U enthilt fast alle Wiirfel
W}, insbesondere fast alle Durchschnitte & N W, im Widerspruch zu (x).

b) Den allgemeinen Fall fiilhren wir nun mit Hilfe eines Isomorphismus
p: V = R" auf den Fz}'ll a) zuriick. Da ¢ auch ein Homéomorphismus ist,
gelten fiir K C V die Aquivalenzen:
K hat die Heine-Borel-Eigenschaft <= ¢(K) hat diese,
K hat die Bolzano-Weierstraf-Eigenschaft <= ¢(K) hat diese,
K ist abgeschlossen <= ¢(K) ist abgeschlossen;
und da ¢ und ¢! nach 1.3.1. Beispiel 1 Lipschitz-stetig sind, gilt ferner:
K ist beschrinkt <= ¢(K) ist beschrankt.

Diese Aquivalenzen reduzieren den Satz auf den Fall a). |

Beispiel: Die Gruppe O(n) der orthogonalen n x n-Matrizen ist kompakt.
Dabei ist O(n) als Teilraum von R™*™ aufzufassen.

O(n) ist beschrinkt, da O(n) in der Einheitskugel K(0) C R"*" besziig-
lich der Maximumsnorm liegt. Auferdem ist O(n) abgeschlossen, da die
Matrizen durch die n?> Polynomgleichungen X XT = E definiert sind.

Satz: Jede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten Raumes X ist
kompakt.

Beweis: Sei {U;}icr eine Familie offener Mengen in X mit A C (J;c; U;.
Dann bilden die offene Menge X \ A und die Mengen U;, i € I, eine
offene Uberdeckung von X. Mit geeignet ausgewihlten U;,,...,U;, gilt
also X = (X \ A) U (U;, U---UU;,); danach wird A von Us, U--- U Uj,
iiberdeckt. |

II. Stetige Abbildungen kompakter Riume

Wichtige Existenzaussagen der Analysis beruhen auf Eigenschaften steti-
ger Abbildungen kompakter Riume, insbesondere auf dem Satz von der
Annahme eines Maximums und dem Satz von der gleichméfigen Stetigkeit.
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Beide Sitze wurden fiir kompakte Teilmengen K C C bereits in Band 1
gezeigt. Wir verallgemeinern sie nun auf Abbildungen kompakter Raume.

Satz: Sei f: X — Y eine stetige Abbildung eines kompakten Raumes X
in einen beliebigen Raum Y. Dann ist auch das Bild f(X) kompakt.

Beweis: Sei {V;} eine offene Uberdeckung von f(X). Die Mengen U; :=
f~Y(V;) bilden dann ein offene Uberdeckung von X. Gewisse endlich viele
Uiys---,Uj, dieser Urblider iiberdecken X, deren Bilder V; ,...,V;, also

der Bildmenge f(X). |

Folgerung (Satz vom Maximum und Minimum): Jede stetige Funk-
tion f: X = R auf einem kompakten Raum X nimmt ein Mazimum und
ein Minimum an.

Beweis: Das Bild f(X) C R ist beschrinkt, hat also ein Supremum M
und ein Infimum m. Ferner ist f(X) abgeschlossen; also sind M und m
Elemente von f(X). O

Beispiel: Als Abstand zweier nicht leerer Teilmengen K und A eines
metrischen Raumes (X, d) definiert man die Zahl

d(K,A) :=inf{d(k,a) | k € K, a € A}.

Wir zeigen: Ist K kompakt, A abgeschlossen und K N A leer, so gibt es
einen Punkt p € K mit d(p, A) = d(K, A); insbesondere ist d(K,A) > 0.

Beweis: Die Funktion z — d(z, A) ist stetig und nimmt auf K ein Mini-
mum an; es gibt also einen Punkt p € K mit d(p, A) = d(K, A). Da p nicht
in A liegt und A abgeschlossen ist, gibt es eine Kugel K.(p), die A nicht
schneidet. Folglich ist d(p,a) > r fiir a € A, also d(p, A) > r. ]

Die analoge Aussage im Fall zweier nur abgeschlossener Mengen kann
falsch sein. Zum Beispiel haben das Achsenkreuz A = {(as, Y) | Ty = 0} in
R? und die Hyperbel H = {(z,y) | zy =1} den Abstand 0.

Definition: Seien X, Y metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heifst gleichmdflig stetig auf X, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt so,
daf fiir jedes Punktepaar 1,22 € X mit dx (z1,22) < 0 gilt:

dy (f(x1), f(22)) <e.

Satz: Fine stetige Abbildung f: X — Y eines kompakten metrischen
Raumes X in einen metrischen Raum Y ist sogar gleichmdfig stetig.

Beweis wortlich wie in Band 1,7.5.
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ITII. Produktriume mit kompaktem Faktor

Tubenlemma: Fs sei X ein beliebiger und K ein kompakter metrischer
Raum. Sei ferner W C X x K eine offene Menge, die die ,Faser® tber
dem Punkt o € X, d.h. die Menge {xo} x K, enthdlt. Dann gibt es eine
Umgebung U C X wvon xq derart, daff U x K CW.

Ux K+

X x K

ToU X

Jede Umgebung W einer kompakten Faser {zg} x K
enthélt eine Tubenumgebung U x K

Beweis: Zu jedem Punkt (zg,y), y € K, wihle man offene Umgebungen
Uy von zp in X und Vj, von y in K mit Uy x V;; C W. Die Gesamtheit der
Vy, y € K, bildet eine offene Uberdeckung von K. Als kompakter Raum
wird K bereits von gewissen endlich vielen Vi, ,...,V,, iiberdeckt. Dann
ist U := Uy, N-+-N Uy, eine Umgebung von zo mit U x K C W. a

Folgerung: Das Produkt K x L kompakter Riume K und L ist kompakt.

Beweis: Sei {W;} eine offene Uberdeckung von K x L. Jede Faser {2} x L,
r € K, wird bereits von gewissen endlich vielen W; , iiberdeckt. Diese
W; » iiberdecken nach dem Tubenlemma eine Menge der Gestalt U, x L,
wobei U, eine offene Umgebung von x ist. Geeignete endlich viele der
U, iiberdecken K. Insgesamt findet man so endlich viele W;, die K x L
iiberdecken. a

Anwendung: Stetigkeit parameterabhingiger Integrale. Wichtige Funk-
tionen der Analysis kann man als parameterabhéngige Integrale darstellen;
zum Beispiel die Gammafunktion, siehe 8.4, oder die sogenannten Bessel-
funktionen J,,: R — R, n € Z; diese besitzen die Darstellung

1 ™

Jn(z) = = /cos(:v sint — nt) dt.

T
Wir beweisen mit Hilfe des Tubenlemmas einen Stetigkeitssatz fiir para-
meterabhingige Integrale im Fall eines kompakten Integrationsintervalls.
Den Fall eines nicht kompakten Integrationsintervalls behandeln wir erst
in der Integrationstheorie; siehe 8.4.
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Essei f: X x[a;b] — C eine stetige Funktion auf dem Produkt eines me-
trischen Raumes X und eines kompakten Intervalls [a; b] C R. Integration
langs der ,Fasern* {x} x [a;b] ergibt eine Funktion

b
F:X =€, F(@):=[ft)dt
a

Satz: Die Funktion F ist stetig.

Beweis: Wir beweisen die Stetigkeit in 9 € X. Sei ¢ > 0 gegeben. Die
Funktion ¢(x,t) := f(x,t) — f(xo,t) auf X x [a;b] verschwindet auf der
Faser {zo} x [a;b] und ist stetig. Daher ist die Menge

W= {(z,t) € X x [a;]] | lp(z, t)| < e}

eine offene Umgebung von {zo} x [a;b]. W enthilt eine Menge der Gestalt
U x [a;b], wobei U eine Umgebung von g ist. Fiir € U gilt dann

b
|F(w) = F(ao)| < [|f(@t) = f(ao, )| dt < [b—a] <. O

Falls auch X ein kompaktes Intervall ist, X = [¢;d], kann F dariiber
integriert werden. Dadurch erhélt man das sogenannte terierte Integral

d

b d
/ (/ f(a,y) dy) dz = [ F(x)da.

c

In 7.4 werden wir sehen, daf dieses den Wert des 2-dimensionalen Integrals
der stetigen Funktion f auf dem Rechteck [c; d] x [a;b] darstellt.

1.5 Zusammenhang

Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen in der Version von Band 1
setzt als Definitionsbereich ein Intervall voraus. Wir verallgemeinern die-
sen wichtigen Satz jetzt auf stetige Abbildungen, deren Definitionsbereich
zusammenhdngend ist.

Definition: Ein metrischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn es
keine Zerlegung X = U UV gibt, in der U und V disjunkt, offen und nicht
leer sind. Eine Teilmenge Xy C X heift zusammenhéngend, wenn sie es
als Teilraum ist.

Beispiel: Die Hyperbel H = {z € R? | x? — 23 = 1} héingt nicht zusam-
men: Thre beiden Aste Hy = HN (Ry x R) und H_ = H N (R_ x R)
bilden eine Zerlegung in nicht leere, punktfremde, H-offene Teilmengen.
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Satz: FEine Menge X C R mit mindestens zwei Punkten ist genau dann
zusammenhdngend, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis: Es sei X = I ein Intervall. Angenommen, es gibe eine Zerlegung
I =UUV,in der U und V disjunkte, I-offene, nicht leere Mengen sind.
Wir wihlen dann Punkte v € U und v € V, wobei wir v < v annehmen
diirfen. Da I ein Intervall ist, liegt [u;v] in I. Sei s := sup ([u;v] N U).
Da U = I\ V in I abgeschlossen ist, liegt s in U. Damit folgen s < v
und (s;v] C V. Andererseits gehort wegen der Offenheit von U in I ein
gewisses Intervall [s; s 4+ ¢) zu U. Wir erhalten also einen Widerspruch zu
unv=y.

Umgekehrt sei X kein Intervall. Dann gibt es Punkte u,v € X und
zwischen diesen einen Punkt s ¢ X. Die Mengen U := X N (—o0; s) und
V := X N (s;00) sind dann disjunkt, X-offen und nicht leer, und es gilt
U UV = X. Somit hingt X nicht zusammen. |

Satz: Das Bild f(X) eines zusammenhdngenden Raumes X unter einer
stetigen Abbildung f: X — 'Y ist zusammenhdngend.

Beweis: Andernfalls giibe es disjunkte, nicht leere, f(X)-offene Mengen U
und V mit f(X) = UUV, und man erhielte in X = f~1(U)U f~}(V) eine
analoge Zerlegung von X. Widerspruch! a

Folgerung (Zwischenwertsatz): Es sei X ein zusammenhdingender
Raum und f: X — R eine stetige Funktion auf ihm. Ferner seien a und b
Punkte in X. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: Im Fall f(a) # f(b) ist f(X) ein Intervall. |

In der Analysis spielt noch ein weiterer Zusammenhangsbegriff eine
Rolle.

Definition: Ein metrischer Raum X heift wegzusammenhdngend, wenn
es zu je zwei Punkten a,b € X eine stetige Kurve 7v: [a; 8] — X mit
~v(a) = a und y(B) = b gibt. Man sagt dann, y verbinde a und b.

Beispiel 1: Jede konvexe Menge X in einem normierten Vektorraum ist
wegzusammenhéingend. X heifft konvex, wenn mit je zwei Punkten a und
b € X auch die Verbindungsstrecke [a;b] := {a+t(b—a) | t € [0;1]} in X
liegt. y(t) := a+t(b—a), t € [0;1], definiert dann eine Verbindungskurve.

Beispiel 2: Fiir n > 2 sind R" \ {0} und die Sphéire S"! wegzusammen-
héngend.

Beweis: Seien a,b € R™ \ {0}. Wegen n > 2 gibt es einen weiteren Punkt
¢ € R™ derart, dak 0 weder auf der Strecke [a; ¢] noch auf der Strecke [c; b]
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liegt. Der Streckenzug v: [0;2] — R™ \ {0},

[ att(c—a) fir ¢ € [0; 1],
7(®) _{ ct(t—1)(b—c) firte[L2],

verbindet dann a und b. Liegen a und b auf S*!, so ist v/ ||7]|, eine Kurve
auf S”~1, die @ und b verbindet. O

Lemma: Jeder wegzusammenhdngende Raum X ist zusammenhdngend.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Zerlegung X = U U V in disjunkte,
nicht leere, offene Mengen. Wir verbinden dann Punkte w € U und v € V
mit einer stetigen Kurve v : [0;1] — X und erhalten in y~}(U) Uy ~1(V)
eine Zerlegung des Intervalls [0;1] in disjunkte, nicht leere, [0;1]-offene
Teilmengen. Eine solche gibt es aber nicht. a

Satz: Jede zusammenhingende offene Menge X in einem normierten
Vektorraum ist wegzusammenhdngend. Je zwei Punkte a,b € X kénnen
sogar durch einen Streckenzug in X verbunden werden.

Letzteres besagt: Es gibt Punkte ag := a,a1,...,a; := b derart, dak jede
Verbindungsstrecke [a;_1;a;] in X liegt.

Beweis: Wir betrachten die Menge
U := {z € X | Es gibt cinen Streckenzug in X von a nach z}.

U hat folgende Eigenschaften:

(i) U ist offen. Denn jede Kugel K (u) C X mit Mittelpunkt u € U liegt
ganz in U: Setzt man ndmlich fiir € K(u) einen Streckenzug in X
von a nach u mit der Strecke [u;z] zusammen, so erhilt man einen
Streckenzug in X von @ nach x.

(i) V := X \ U ist offen. Denn jede Kugel K(v) C X mit Mittelpunkt
v € V liegt ganz in V: Sonst gibe es einen Streckenzug in X von a zu
einem Punkt z € K (v) und damit auch zum Mittelpunkt v.

Nach (i) und (ii) ist X = UUV eine Zerlegung in disjunkte, offene Mengen.
Da U wegen a € U nicht leer ist und da X zusammenhéngt, ist U = X. O

Bemerkung: Der Satz gilt nicht fiir beliebige zusammenhéngende Teilmen-
gen eines normierten Raumes. Zum Beispiel ist die Menge in R?, die aus
dem Nullpunkt und dem Graphen der Funktion sin 1/z, « > 0, besteht, zu-
sammenhingend, aber nicht wegzusammenhingend; Beweis als Aufgabe.

Definition: Eine zusammenhéngende offene Menge in einem normierten
Raum heift Gebiet.
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Wir bringen noch ein weiteres Beispiel. Dieses hat fiir den Orientierungs-
begriff in endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen eine grofe Bedeutung;
siehe 13.4. Es seien

e GL(n,R) die Gruppe der rellen n x n-Matrizen A mit det A # 0,
e GL*(n,R) die Gruppe der rellen n x n-Matrizen A mit det A > 0.

GL(n,R) und GLT (n,R) fassen wir als Teilriume von R™*™ auf.

Satz: Die Gruppe GL(n,R), n > 1, ist nicht zusammenhingend; die Un-
tergruppe GL™ (n,R) hingegen ist zusammenhéingend.

Beweis (von Thomas Honold): GL(n,R) ist nicht zusammenhéngend. An-
dernfalls wire das Bild unter der stetigen Abbildung det : GL(n,R) —» R
zusammenhéngend; tatséchlich aber ist dieses Bild R*. Dem Nachweis, daf
GL™(n,R) zusammenhiingt, stellen wir zwei Hilfssitze voran.

Hilfssatz 1: Es seien U,V € GLT(n,R) Matrizen derart, daf VU™
keinen negativen Eigenwert hat. Dann liegt die ganze Verbindungsstrecke
U V]={tU+(1-t)V | t € [0;1]} in GL(n,R).

Beweis: Zu zeigen ist, dak D(t) := det(tU + (1 — ¢)V) > 0 fiir t € [0;1].
Wegen der Stetigkeit der Funktion D und D(0) > 0, D(1) > 0 geniigt es
zu zeigen, daf D in (0; 1) keine Nullstelle hat. Nun gilt fiir ¢ € (0;1)

D(t) = (t=1)"detU - det (B =VU ') = (t=1)"det Uy (15 ) 3

dabei bezeichnet y das charakteristische Polynom von VU~!. Nach Vor-

aussetzung ist x(t/(t—1)) # 0 fiir t € (0; 1). Damit folgt die Behauptung. O

Hilfssatz 2: Jede Matriz A € GL™ (n,R) besitzt eine Darstellung
A=T?B mit T,B¢cGL"(n,R),

wobei T und B keine negativen Figenwerte haben.

Beweis: Wegen det A > 0 ist die Anzahl der negativen Eigenwerte von A
gerade. Diese Eigenwerte seien A1, ..., Ay;. Nach einem einfachen Reduk-
tionssatz, siehe etwa [9] Kapitel 8.3.3, gibt es ein V' € GL(n,R) so, daf

V1AV die Gestalt
1 (A x\
VTIAV = <0 ol = A

hat, wobei A eine obere Dreiecksmatrix ist mit Aq, ..., Ag; in der Diagonale
und C keine negativen Eigenwerte hat. Es geniigt, den Hilfssatz fiir A’ zu
zeigen.
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Sei T die n x n-Matrix mit k Késtchen [ = ([1] _01> und der (n — 2k)-

reihigen Einheitsmatrix F,_s; lings der Diagonale:
T :=Diag(l,...,I, Ey_ o).
——
k—mal

T hat keine negativen Eigenwerte; ferner gilt

o _ (—Eay 0 R VR e
T —< 0 Eyoon und B:=T7“A"= 0o )

Da auch B keine negativen Eigenwerte hat, ist der Hilfssatz damit bewie-
sen. O

Wir kommen zum Nachweis, daf GL* (n, R) zusammenhingt. Wir zei-
gen dazu, dak jedes A € GL'(n,R) mit der Einheitsmatrix E durch
einen Streckenzug in GL™(n,R) verbunden werden kann; das geniigt. Sei
A = T?B eine Darstellung wie in Hilfssatz 2. Dann ist [E; B], [B;TB],
[TB;T?B] ein Streckenzug von F nach A, der nach Hilfssatz 1 ganz in
GL™(n,R) liegt. |

Der Zusammenhang stellt eine wichtige topologische Invariante dar:
Sind X und Y homéomorphe Riume, so ist X genau dann zusammen-
hiéngend, wenn das fiir Y zutrifft. Diese Tatsache ermdglicht es manchmal,
zwei Rdume als nicht homdomorph zu erkennen. Wir demonstrieren das
an einem fiir die Dimensionstheorie bedeutsamen Beispiel.

Cantor entdeckte 1878, dak R bijektiv auf R? abgebildet werden kann.
Ferner zeigte Peano 1890, daf es stetige surjektive Abbildungen des Inter-
valls T = [0; 1] auf das Quadrat I? gibt; siche Band 1,12.10, Aufgabe 14.
Die Abbildung von Cantor ist nicht stetig, die von Peano nicht bijektiv.
Erst 1911 bewies Brouwer, daf es keine homéomorphe Abbildung von R™
auf R™ gibt, wenn m # n ist. Der Beweis beniitzt Hilfsmittel, die hier nicht
zur Verfiigung stehen. Immerhin kénnen wir aufgrund der Invarianz des
Zusammenhangs den Satz fiir m=1 zeigen; fiir m =2 siehe 5.6 Aufgabe 13.

Satz: R™ ist fir n > 1 nicht homéomorph zu R.

Beweis: Fir n > 1 ist R \ {0} nach Beispiel 2 zusammenhéngend, die
Menge R \ {y} jedoch fiir keinen Punkt y € R, da sie kein Intervall ist.
Gébe es einen Homéomorphismus f: R™ — R, so induzierte dieser aber
einen Homéomorphismus R™ \ {0} — R\ {f(0)}. O

L. E. Brouwer (1891-1961). Begriinder des Intuitionismus. Von ihm stammen
wichtige Beitrdge zur Topologie, insbesondere zur Dimensionstheorie. Die Kla-
rung des Dimensionsbegriffes war im Anschlufi an die Mengenlehre von Cantor
unausweichlich geworden. Vgl. Band 1, 5.8 Aufgabe 20.
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1.6 Potenzreihen in Banachalgebren

o0
Unter einer Reihe Y x, x; € V, in einem Banachraum V versteht man
k=1
wie im Fall V = C die Folge der Partialsummen S, = Y ,_, ;. Die
Reihe heifit konvergent, wenn die Folge (S,,) konvergiert; gegebenenfalls
heifit deren Grenzwert Wert der Reihe, und man schreibt auch fiir die-
sen Y, xj. Ferner heift die Reihe absolut konvergent, falls die Reihe
der Normen Y 77 | ||zl konvergiert. Die Folge der Partialsummen einer
absolut konvergenten Reihe ist offensichtlich eine Cauchyfolge. Somit gilt:

Satz 1: Jede absolut konvergente Reihe in einem Banachraum konvergiert.

Wir betrachten im weiteren Banachriume, die zusétzlich eine mit der
Norm vertrigliche multiplikative Struktur aufweisen.

Definition: Ein normierter IK-Vektorraum & heift normierte IKK-Algebra,
wenn in ihm eine bilineare und assoziative, aber nicht notwendig kommu-
tative Verkniipfung (Multiplikation) & x & — <7, (x,y) — zy, erklirt
ist und die Norm die multiplikative Dreiecksungleichung

(N4) leyll < fl]l - [yl

erfiillt. Eine normierte Algebra, die zugleich ein Banachraum ist, heift
Banachalgebra.

Beispiele von Banachalgebren:

1. Jede endlich-dimensionale normierte IK-Algebra. Zum Beispiel der Ma-
trizenraum K™*™ mit irgendeiner Operatornorm; allgemeiner, der Raum
L(X, X) der linearen Abbildungen eines endlich-dimensionalen normierten
Vektorraums in sich.

2. Die Algebra % [a;b] mit der Supremumsnorm.

Folgerungen aus (N4):

L la*) < [l fiir k=2,3,...

2. Aus x;, — x und yr — y folgt xryr — xy. Insbesondere gilt fiir jede
konvergente Reihe und jedes Element a € & a (3 po @) = > poy ATk

Beweis im wesentlichen wortlich wie im Fall & = C.

Im folgenden sei &7 stets eine Banachalgebra mit Einselement, d. h. mit
einem Element e derart, daf ae = ea = a fiir jedes a € & gilt. Ein solches
Element ist eindeutig bestimmt und wird oft mit 1 bezeichnet. Die Algebra
K™*"™ etwa hat als Einselement die Einheitsmatrix. Fiir jedes z € & setzen
wir 20 := 1.
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Satz 2: Sei o/ eine Banachalgebra iiber K mit Eins. Ist P(2) = Y 32 agz®

eine Potenzreihe mit Koeffizienten a, € K und Konvergenzradius R, so
konvergiert fiir jedes Element v € K (0) := {z € & | ||z|| < R} die Reihe

o0
Py(x):= Z apx®
k=0

absolut. Die hierdurch erklirte Funktion P : K& (0) — o st in jeder
Kugel K& (0) mit r < R Lipschitz-stetig: Fiir beliebige x,y € K< (0) gilt

19) |Por(@) = Po ]| < llz = yll - 3 Klas| "
k=1

Fiir jedes v € K (0) ist die Funktion t — Py (tx) im Intervall (—p;p)
differenzierbar (p := R/ ||z|| bzw. p = oo fiir & = 0) und hat die Ableitung

(14) %Pg«(m) = lim Por((t+ h)7) = Polta) _ x - Py (tx);

h—0 h
dabei bezeichnet P' die Ableitung von P.

Beweis: Die absolute Konvergenz der Reihe P (z) fiir x € K (0) folgt
wegen ||arz®|| < |ax| - ||z||* aus der absoluten Konvergenz der Reihe P(z)
fiir |z| < R. Die Lipschitz-Stetigkeit ergibt sich aus der fiir z,y € &/ mit
llz|| < rund ||y|| < r geltenden Abschitzung ||z* — y*|| < ||z — yl| - krF~1,
und diese folgt aus der Identitit x* — y* = Zi':ol oF1=i(p — )yt

Zum Nachweis von (14) verwenden wir die Potenzreihe

00
kK
(1) =3 lasl 2l ¢, ¢ € (=pip).
k=0

Es sei t € (—p;p) fixiert. Da @ in |¢| differenzierbar ist, gibt es zu jedem
€ >0ein 6 > 0 so, dai
‘Qs(ltl +h) — &(]))
h

- g'p(|t|)‘ <e, falls || <6, h#0.

Fiir diese h gilt dann

H Py((t+ h)z) — Py (tx)
h

[t1+[R]) — 2(1¢])
|h|

—m~PJ'2¢(tx)H < ‘Q( — ()| <=

Daraus folgt die Behauptung. m|

Zusatz: Fir jede Matriz A € K"*™ mit |A|| < R, wobei || || eine belie-
bige Operatornorm sei, konvergiert die Reihe 220:0 arA¥ in dieser Norm;
sie konvergiert dann auch komponentenweise.



40 1 Elemente der Topologie

Als Beispiele betrachten wir die geometrische Reihe und die Exponen-
tialreihe.

Geometrische Reihe und Inversenbildung. Es sei &/ eine Banachalgebra
mit Eins. Dann gilt: Fir jedes Element x € & mit ||z|| <1 hat 1 —z ein
Inverses; und zwar

(1-—2)t= Za?" =: Gy (z).
n=0
Es ist namlich

(1-2) Gul@) =3 a" =3 a1 =1,
n=0 n=0
und ebenso Gy (x) - (1 —z) = 1. |

Die Menge der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra &/ mit
Einselement bezeichnet man mit &/*. &/* ist mit der Multiplikation von
o/ als Verkniipfung eine Gruppe und heift Finheitengruppe von . Die
Einheitengruppe der Matrizenalgebra IK"*™ ist die Gruppe GL(n, K); all-
gemeiner: Die Einheitengruppe in der Algebra der linearen Abbildungen
X — X eines endlich-dimensionalen normierten Vektorraums ist die Grup-
pe L*(X, X) der Isomorphismen.

Satz 3: Die Einheitengruppe </* einer Banachalgebra </ mit Eins ist
eine offene Menge in o, und die Inversenbildung

Inv: &* > &%, xz—a !,
ist stetig. Insbesondere ist Inv: L*(X, X) — L*(X, X)) stetig.

Beweis: Sei a € «/*. Dann enthélt &/* auch die Kugel um @ mit dem
Radius r := 1/ |la7!||. Aus ||z —a|| < 1/]|a!|| folgt néimlich zunichst

I —a el < fla™l la— 2l < 1

also ist a~ !z invertierbar und damit auch z. Mithin ist o/* offen. Ferner
ist das zu z € K,(a) inverse Element gegeben durch

el =Gy(1—atz)a™t

Die durch  — 1 — ¢~ 'z und durch y — ya~! definierten Abbildungen in
o sind Lipschitz-stetig und G4 : K1(0) — & ist stetig nach obigem Satz.
Somit ist auch z — z ! stetig. ]

Die geometrische Reihe wird oft angewendet, um Operatoren zu invertieren,
und auch als Neumannsche Reihe bezeichnet nach Carl Neumann (1832-1925),
der sie erstmals zur Losung gewisser Integralgleichungen einsetzte.
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Die Exponentialabbildung. Wie im Fall & = C definiert und zeigt man

n— o0

= zk x\n"
exp: & — o, expr = e” ::ZF = lim (1+ﬁ)
k=0 "

Die Exponentialabbildung in &/ hat dieselben charakteristischen Eigen-
schaften wie die Exponentialfunktion in C:

Satz 4: Fir vertauschbare Elemente x,y € o/, d.h. Elemente mit xy =
yx, gilt das Additionstheorem

eTTY =% . eV,

Insbesondere ist fiir jedes x € o/ durch (t) == el®, t € K, ein Homomor-
phismus v: IK — & definiert. Dieser ist differenzierbar, und es gilt

(15) y(t) = () = ze'”.

Beweis: Das Additionstheorem beweist man wie in Band 1,8.1. Damit
ergibt sich auch die Invertierbarkeit von e®; es gilt niimlich e®-e™% = e = 1.
Die weiteren Behauptungen sind mit Satz 3 bewiesen. a

Die Exponentialabbildung in einer Banachalgebra hat vielféltige An-
wendungen. Wegen (15) spielt sie zum Beispiel eine fundamentale Rolle bei
Systemen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten;
siehe 4.3.

Beispiele:

1. Sei A = Diag(\q,..., ;) eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelemen-
ten Ar,...,\,. Dann ist A¥ = Diag(A},..., Ak), und es ergibt sich

eA—iA—k—Dia M An
= r = Diag(e™,...,e™").

k!
k=0
2. Sei I = ((1) 73) und t € K. Wegen I** = (=1)*F erhiilt man
2 4 3 5 :
i (gt _t L )= (cost —smt
¢ _<1 ST )E+<t ET )I_<sint cost)'

Wegen dieser Formel wird die Matrix I oft als infinitesimale Erzeugende
der Drehgruppe bezeichnet.
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3. Sei A = (Z 72) = aF + bl, I wie in Beispiel 2. F und I sind ver-

tauschbar; also gilt et4 = efoE . oI fiir ¢ ¢ K. Mit Beispiel 1 und 2 folgt
tA _ qt [cosbt —sinbt
¢ =% \sinbt cosbt )’
Bemerkung: Ist AB # BA, so hat man im allgemeinen e+ 5 =£ e4eB.

(10 (01
Zum Beispiel gilt mit A = (0 0) und B = <0 0)

AB _ (e e A+B _ (e e—1
ee-(0 1) und e _(O 1).

1.7 Aufgaben

1. Fiir Mengen A, B C R™ gilt
a) AUB=AUB,
b) (ANB)° = A°NB°
2. Jede offene Menge M C R™ ist eine Vereinigung abzdhlbar vieler offe-

ner Kugeln.

3. Eine Norm || || auf einem Vektorraum V wird genau dann von einem
Skalarprodukt ¢ , ) induziert, d.h., es gilt |z|| = \/{z,z), wenn sie
das Parallelogrammgesetz erfiillt:

2 2 2 2
lz +ylI” + llz = ylI” = 2|zl + 2 lylI" -
Welche p-Normen auf K™ werden von einem Skalarprodukt induziert?

4. Es seien I,J C R kompakte Intervalle und f: I x J — R eine stetige
Funktion. Man zeige, daf die durch F(z) := sup ¢ ,{f(,y)} definierte
Funktion F': J — R stetig ist.

5. Die Funktion f: R? — R mit £(0,0) = 0 und f(z,y) := |y/a:2|-e*‘y/’”2|
fiir (z,y) # (0,0) ist in (0, 0) unstetig, aber die Beschrinkung f | G auf
jede Gerade G durch den Nullpunkt ist stetig auf G.

6. Man zeige, daf die punktierte Ebene R? \ {0} = C* und der Zylin-
der Z := {(21, %2, 23) | z} + 23 = 1} C R® homdomorph sind. Ein
Homoomorphismus f: C* — Z ist gegeben durch

1= (eE T )

2l 7 2l 7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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. Essei A C R™*™ eine nicht-singuldre, symmetrische Matrix mit k£ > 1

positiven Eigenwerten. Man zeige: Die Quadrik {a: e R" | xT Ar = 1}
ist homéomorph zu S*¥~1 x R»*,

. Es seien A, B nicht leere, abgeschlossene und disjunkte Teilmengen

eines metrischen Raumes X. Dann gibt es offene disjunkte Mengen
U,Vin Xmit ACU und BCV.
Hinweis: Es gibt eine stetige Funktion ¢: X — R mit p| A =0, ¢| B =1.

. Sei a € IK". Man ermittle fiir die Linearform L,: K* - K, z — a"z,

die Operatornorm beziiglich der 1-Norm auf K”.

Man zeige: Die abgeschlossene Einheitskugel in ¢Z ist nicht kompakt;
dagegen ist die Menge @ C ¢ der Folgen z = (21, 20,...) mit |z,[ < L
kompakt; @ heikt Hilbertwiirfel.

Es sei K ein kompakter und Y ein beliebiger metrischer Raum. Dann
ist jede stetige Bijektion f: K — Y sogar ein Hom6omorphismus.

Es sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und
{U;}ier sei eine Uberdeckung von K durch offene Mengen in X. Dann
gibt es ein r > 0 derart, daR jede Kugel K,.(z), z € K, in einer der
Mengen U; liegt.

Satz von Baire. Sei (Ay) eine Folge abgeschlossener Mengen im R"™
derart, daf ihre Vereinigung A eine offene Kugel enthélt. Dann enthilt
auch mindestens ein Ay, eine offene Kugel.

Hinweis: Angenommen, alle AZ sind leer. Dann gibt es eine Folge abgeschlos-
sener Kugeln Kj, C A mit K1 C K}, und A N Kj, = 0. Man zeige, daf
ﬂzozl K, nicht leer ist, und leite einen Widerspruch ab.

Man zeige: Zu jeder stetigen Funktion f: S™ — R, n > 1, gibt es ein
Paar antipodaler Punkte x, —z € S™ mit f(z) = f(—x).

Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberfliache gibt
es antipodale Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.

Hinweis: Zwischenwertsatz.

Ist G ein Gebiet im R™, n > 2, und V ein affiner Unterraum des R™
einer Dimension < n — 2, so ist auch G\ V ein Gebiet.

Je zwei Punkte einer zusammenhéngenden offenen Menge U C R”™
lassen sich durch eine stetig differenzierbare Kurve in U verbinden.

Fiir jede Matrix A € C™*™ zeige man:

-1
a) Ist T € C™*" invertierbar, so gilt T=!-e4 . T =T AT,
b) deted = eSpurd,
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18.

19.

20.

21.

1 Elemente der Topologie

Es sei &7 eine Banachalgebra mit Einselement. Man zeige:

a) Sind G(z) = Y" cxz® und F(2) = 317 axz* konvergente Potenz-
reihen mit positiven Konvergenzradien Rg bzw. Rp und ist z € &/
ein Element mit ||z]| < Rp und Y5 |ag| - |lz]|* < Re, so gilt

(GOF)Q/(I) = GM(FM(I))

Man vergleiche Band 1, 14.2.
b) Fiir jedes z € & mit |1 — z|| < 1 konvergiert die Reihe

In(l+z):= Z # "
k=1

absolut, und es gilt exp(In(1 4+ z)) =1+ z.
Normen und konvexe Mengen im R™. Man zeige:

(i) Fiir jede Norm auf R™ ist die Kugel_Fl(O) konvex und symme-
trisch (d.h., mit « liegt auch —x in K(0)).
(i) Sei umgekehrt &' C R™ eine kompakte Menge, die konvex und

symmetrisch ist, und deren offener Kern nicht leer ist. Setzt man
I0]] = 0 und

1
]l =

max {t € R | te € K}

fiir ¢ # 0,

so ist || || eine Norm auf R”, und es gilt K;(0) = K.

Spektralradius einer Matriz A € C™*™. Sind Ay, ..., A\, die Eigenwerte
von A, so heifit p(A) := max{|A],...,|As|} Spektralradius von A;
IA|l, bezeichne die Operatornorm von A: C® — C™ bexziiglich der
euklidischen Norm auf C”. Man zeige:

1Al = \/p(A" A).

Seien P,Q: V — V lineare Abbildungen eines normierten Vektor-
raums V # 0, die die sogenannte Heisenberg-Relation PQ — QP = id
erfiillen. Dann kénnen P und @ nicht zugleich stetig sein.

Hinweis: Es gilt (x) PQ"—Q"P =nQ" ! fiir alle n € N. Wiren P und Q
stetig, so folgte fiir grokes n ||Q" || = 0, also Q"' = 0. Induktiv folgte
aus (*) weiter QF =0firk<n-—1.



