
1 Elemente der Topologie

Begri�e wie �Konvergenz�, �Stetigkeit�, �Abgeschlossenheit� treten in der
Analysis in verschiedenen Zusammenhängen auf und können jeweils auf
einen Umgebungsbegri� bezogen werden. Die mengentheoretische Topo-
logie klärt solche Begri�e und untersucht die damit gegebenen Strukturen
in einem einheitlichen Rahmen. Wesentliche Beiträge dazu stammen von
Cantor, Fréchet und Hausdor�.

1.1 Topologie des euklidischen Raumes Rn

Der für Folgen in R oder C eingeführte Konvergenzbegri� beruht auf dem
mit dem Absolutbetrag gegebenen Abstand. Im Rn erzeugt die euklidische
Norm einen analogen Abstandsbegri�. Die euklidische Norm ist für einen
Vektor x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn durch

kxk :=
q
x21 + � � �+ x2n

erklärt und erfüllt die Regeln
1. kxk > 0 für x 6= 0,

2. k�xk = j�j � kxk für � 2 R,
3. kx+ yk � kxk+ kyk (Dreiecksungleichung).

Die Regel 3 zeigt man mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung;
siehe Band 1, 9.8.

Der euklidische Abstand zweier Punkte a; b 2 Rn ist dann die Zahl

d(a; b) := ka� bk :
Der Raum Rn zusammen mit der euklidischen Norm und der euklidischen
Metrik heiÿt euklidischer Rn.

Wir verallgemeinern sogleich eine Bezeichnung aus Band 1: Unter der
o�enen Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r > 0 versteht man die Menge

Kr(a) :=
�
x 2 Rn

�� kx� ak < r
	
:
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Konvergenz. Eine Folge (xk) von Punkten im Rn heiÿt konvergent, wenn
es einen Punkt a 2 Rn gibt so, daÿ gilt:

(1) kxk � ak ! 0 für k !1:

In diesem Fall heiÿt a Grenzwert von (xk), und man schreibt lim
k!1

xk = a
oder xk ! a für k !1.

Geometrisch bedeutet die Forderung (1), daÿ jede Kugel K"(a) fast alle
Folgenglieder enthält.

Lemma: Eine Folge von Punkten xk = (xk1; : : : ; xkn) des euklidischen
Rn konvergiert genau dann gegen a = (a1; : : : ; an), wenn für � = 1; : : : ; n
xk� ! a� gilt.

Konvergenz bedeutet also komponentenweise Konvergenz.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den n Abschätzungen

jxk� � a� j � kxk � ak � jxk1 � a1j+ � � �+ jxkn � anj : 2

Das Lemma führt die Konvergenztheorie der Folgen im euklidischen Rn

auf den Fall n = 1 zurück. Neben Rechenregeln kann damit der wichtige
Satz von Bolzano-Weierstraÿ übertragen werden. Man de�niert:

(i) Eine Folge (xk) heiÿt beschränkt, wenn alle ihre Glieder in einer Kugel
Kr(0) mit geeignetem Radius r liegen.

(ii) Eine Folge (xk) heiÿt Cauchyfolge, wenn es zu jedem " > 0 einen Index
N(") gibt so, daÿ kxk � xlk < " für alle k; l > N(").

Satz (Bolzano-Weierstraÿ): Im euklidischen Rn gilt:

(i) Jede beschränkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

(ii) Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: (i) zeigt man durch vollständige Induktion nach n. Für Folgen in
R und in C wurde der Satz in Band 1, 5.5 gezeigt. Der Induktionsschritt
von Rn�1 auf Rn wird wie die Ausdehnung des Satzes von R auf C durch-
geführt, siehe loc. cit.

(ii) Ist (xk) mit xk = (xk1; : : : ; xkn) eine Cauchyfolge, so sind die n Kom-
ponentenfolgen (xk�), � = 1; : : : ; n, wegen jxk� � xl� j � kxk � xlk Cauchy-
folgen in R. Sind a1; : : : ; an deren Grenzwerte, so konvergiert (xk) gegen
a := (a1; : : : ; an). 2

Umgebungen. Eine Menge U � Rn heiÿt Umgebung von a 2 Rn, wenn
sie eine Kugel K"(a), " > 0, mit Mittelpunkt a enthält. K"(a) heiÿt auch
"-Umgebung von a.
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Beispiel: Die KugelKr(b) ist Umgebung jedes Punktes
a 2 Kr(b). Denn für jedes positive " < r�kb� ak liegt
K"(a) in Kr(b). b

Kr(b)

a

K"(a)

Elementare Regeln:

1. Der Durchschnitt zweier Umgebungen von a ist eine Umgebung von a.

2. Jede Obermenge einer Umgebung von a ist eine Umgebung von a.

3. Je zwei verschiedene Punkte a; b besitzen punktfremde Umgebungen;
z. B. die Kugelumgebungen K"(a) und K"(b) mit " := 1

3 kb� ak.
(Hausdor�sche Trennungseigenschaft)

O�ene Mengen. Eine Menge U � Rn heiÿt o�en, wenn sie Umgebung
eines jeden Punktes a 2 U ist; ausführlicher: Wenn es zu jedem Punkt
a 2 U eine Kugel K"(a) gibt, die in U enthalten ist. Die leere Menge ist
nach dieser De�nition o�en.

Beispiel: Die o�ene Kugel Kr(b) ist o�en im Sinn dieser De�nition. Ins-
besondere sind die Kugelumgebungen o�ene Umgebungen.

Elementare Regeln:

(O1) Der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen ist o�en.
(O2) Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en.

Abgeschlossene Mengen. Eine Menge A � Rn heiÿt abgeschlossen,
wenn ihr Komplement AC := Rn n A o�en ist.

Beispiele:

1. Die sogenannte abgeschlossene Kugel

Kr(b) :=
�
x 2 Rn

�� kx� bk � r
	

ist abgeschlossen im Sinn der De�nition. Ist nämlich a ein Punkt auÿerhalb
von Kr(b), so liegt auch jede Kugel K"(a) mit " < kb� ak � r auÿerhalb.

2. Der Rn und die leere Menge sind o�en und abgeschlossen zugleich.

3. Die Menge f1=n j n 2 Ng � R ist weder o�en noch abgeschlossen.

Obigen Regeln für o�ene Mengen entsprechen jetzt:

(A1) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(A2) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-

schlossen.
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Abgeschlossene Mengen (und auch o�ene) können eine komplizierte Ge-
stalt haben. Wir betrachten ein Beispiel aus der fraktalen Geometrie. Sei
A0 die Vereinigung der abgeschlossenen Quadrate [k; k + 1]� [j; j + 1] im
R2, wobei k und j ganze Zahlen sind derart, daÿ k� j durch 2 teilbar ist;
diese Quadrate sind wie die schwarzen Felder eines Schachbretts verteilt.
Aus A0 entstehen durch Ähnlichkeitsabbildungen die weiteren Mengen

An :=
�
1

3

�n
�A0 =

n�
1

3

�n
a
��� a 2 A0

o
; n 2 N:

Die Komplemente R2 n An sind als Vereinigungen o�ener Quadrate o�en.
Alle An sind also abgeschlossen; folglich ist es auch ihr Durchschnitt

A =
1\
n=0

An:

Ausschnitte aus A0, A0 \A1 und A0 \A1 \A2

Der Schnitt von A mit dem abgeschlossenen Quadrat Q = [0; 1] � [0; 1]
kann als ein 2-dimensionales Analogon des Cantorschen Diskontinuums
angesehen werden; vgl. Band 1, 7.5.

Ein wichtiges Charakteristikum der abgeschlossenen Mengen ist ihre
�Abgeschlossenheit� bei der Bildung von Grenzwerten.

Satz: Eine Menge A � Rn ist genau dann abgeschlossen, wenn der
Grenzwert jeder in Rn konvergenten Folge (ak) mit ak 2 A für alle k
ebenfalls in A liegt.

Beweis: Sei A abgeschlossen. Läge der Grenzwert a einer konvergenten
Folge (ak) mit ak 2 A für alle k in U := Rn n A, so enthielte die o�ene
Menge U als Umgebung von a fast alle ak. Widerspruch!

Es habe nun A die angegebene Eigenschaft für Folgen. Angenommen,
A ist nicht abgeschlossen, d. h. U := Rn nA nicht o�en. Dann gibt es einen
Punkt a 2 U derart, daÿ keine Kugel um a in U liegt. Insbesondere enthält
jede Kugel K1=k(a), k = 1; 2; : : :, einen Punkt ak mit ak =2 U . Die Folge
(ak) liegt in A und konvergiert wegen kak � ak < 1=k; ihr Grenzwert a
jedoch gehört nicht zu A. Widerspruch! 2
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Randpunkte. x 2 Rn heiÿt Randpunkt der Menge M � Rn, wenn jede
Umgebung von x Punkte sowohl aus M als auch aus dem Komplement
MC enthält. Die Menge aller Randpunkte von M bezeichnen wir mit @M .
Aus Symmetriegründen gilt @(MC) = @M .

Beispiele: Der Rand der Kugel Kr(a) ist die Sphäre
�
x
�� kx� ak = r

	
.

Der Rand von Q in R ist ganz R.

Lemma: Für jede Menge M � Rn gilt:
a) M n @M ist o�en. Jede o�ene Menge U mit U �M liegt in M n @M .

b) M [ @M ist abgeschlossen. Jede abgeschlossene Menge A mit A � M
umfaÿt M [ @M .

c) @M ist abgeschlossen.

Beweis: a) Jeder Punkt a 2 M n @M hat eine o�ene Umgebung V mit
V � M ; sonst wäre a ein Randpunkt. V enthält keinen Punkt x aus
@M ; sonst enthielte V als Umgebung von x auch Punkte aus MC, im
Widerspruch zur Wahl von V . Also gilt a 2 V � M n @M . Mithin ist
M n @M o�en.

Die weitere Behauptung U � M n @M beweist man wie soeben die
Behauptung V �M n @M .

b) folgt mittels Komplementbildung aus a): MC n @(MC) ist o�en, also

(�) �
MC n @(MC)

�C
= M [ @(MC) = M [ @M

abgeschlossen. Weiter ist AC �MC o�en. Nach der zweiten Aussage in a)
gilt also AC �MC n @(MC) und daraus folgt mit (�) M [ @M � A.

c) folgt aus b) wegen @M = (M [ @M) \ �MC [ @(MC)
�
. 2

Das Lemma ergibt sofort eine Charakterisierung der o�enen und der
abgeschlossenen Mengen anhand ihrer Randpunkte:

Satz: Eine Menge U � Rn ist genau dann o�en, wenn sie keinen ihrer
Randpunkte enthält. Eine Menge A � Rn ist genau dann abgeschlossen,
wenn sie alle ihre Randpunkte enthält.

Bezeichnungen: Für beliebiges M � Rn heiÿen

MÆ := M n @M der o�ene Kern oder auch das Innere von M ,

M := M [ @M die abgeschlossene Hülle von M .

Nach dem Satz ist MÆ die gröÿte o�ene Menge, die in M liegt, und M die
kleinste abgeschlossene Menge, die M umfaÿt.

Häufungspunkte. x 2 Rn heiÿt Häufungspunkt der Menge M � Rn,
wenn jede Umgebung von x mindestens einen von x verschiedenen Punkt
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aus M enthält. Induktiv kann man dann unter Verwendung der Haus-
dor�schen Trennungseigenschaft sogar eine Folge paarweise verschiedener
Punkte xk 2M mit kx� xkk < 1=k, k 2 N, konstruieren. Die Menge aller
Häufungspunkte von M bezeichnen wir mit H (M).

Lemma: Für jede Menge M � Rn gilt M [H (M) = M [ @M = M .

Beweis: Ein Häufungspunkt x von M , der nicht in M liegt, ist ein Rand-
punkt, da jede Umgebung von x einen Punkt aus M sowie den nicht in M
liegenden Punkt x enthält. Umgekehrt ist ein Randpunkt x von M , der
nicht in M liegt, ein Häufungspunkt. 2

Das Lemma und der vorangehende Satz implizieren eine weitere Cha-
rakterisierung der abgeschlossenen Mengen:

Satz: Eine Menge A � Rn ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle
ihre Häufungspunkte enthält.

1.2 Topologie metrischer Räume

Neben dem Rn treten in der Analysis viele weitere Räume mit einer Um-
gebungsstruktur auf. Wichtige Kategorien bilden die normierten und all-
gemeiner die metrischen Räume. Die letzteren spielten eine Vorreiterrolle
bei der Ausformung des Begri�s des topologischen Raums.

I. Normierte Räume. Metrische Räume

De�nition (Normierter Raum): Sei K = R oder C. Eine Norm auf
einem K-Vektorraum V ist eine Funktion k k : V ! R so, daÿ für alle
x; y 2 V und � 2 K gilt:
(N1) k0k = 0 und kxk > 0 für x 6= 0,
(N2) k�xk = j�j � kxk,
(N3) kx+ yk � kxk+ kyk (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V; k k) heiÿt normierter Raum. Wenn klar ist, welche Norm auf
V verwendet wird, schreiben wir dafür nur V .

Beispiele normierter Räume:

1. Der Raum Kn mit der in Band 1, 9.8 für p � 1 de�nierten p-Norm

kxkp :=

 
nX

�=1

jx� jp
!1=p

:

Die Norm k k2 heiÿt auch im Fall K = C euklidische Norm.



1.2 Topologie metrischer Räume 7

Eine weitere, oft verwendete Norm auf Kn ist die Maximumsnorm

kxk1 := max
�jx1j ; : : : ; jxnj	:

(N1) und (N2) gelten o�ensichtlich; (N3) folgt aus

jx� + y� j � jx� j+ jy� j � kxk1 + kyk1 :

Man zeigt leicht, daÿ kxk1 = lim
p!1

kxkp .

Im folgenden fassen wir den Vektorraum Kn�m der n�m-Matrizen mit
Elementen in K stets auch als den n�m-dimensionalen RaumKn�m auf. Die
Normen auf Kn�m stellen dann auch Normen auf Kn�m dar. Zum Beispiel
hat eine Matrix A = (aij) die Maximumsnorm kAk1 = max

i;j
jaij j.

2. Der Raum C [a; b] der stetigen Funktionen auf einem Intervall [a; b] mit
Normen, die der p-Norm bzw. der Maximumsnorm auf Kn entsprechen:

kfkp :=

 
b?

a

jf(x)jp dx

!1=p

(Lp-Norm);

kfk[a;b] := sup
�jf(x)j �� x 2 [a; b]

	
(Supremumsnorm) :

Die L2-Norm spielt in der Theorie der Fourierreihen eine wichtige Rolle,
siehe Band 1, 16.7, die Supremumsnorm für die gleichmäÿige Konvergenz,
siehe Band 1, 15.

3. Vektorräume mit Skalarprodukt � ; 	. Durch kxk :=
p
�x; x	 wird in

solchen eine Norm de�niert. Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung. Der euklidische Rn und C [a; b] mit der L2-
Norm gehören in diese Kategorie.

In einem normierten Raum de�niert man die Begri�e �Konvergenz�,
�Umgebung�, �o�ene Menge�, �abgeschlossene Menge�, �Häufungspunkt�
wie im euklidischen Rn. Dabei wird nur der abgeleitete, durch d(x; y) :=
kx� yk erklärte Begri� des Abstandes gebraucht. Wir betrachten daher
sogleich Räume, in denen lediglich ein Abstandsbegri� gegeben ist.

De�nition (Metrischer Raum): Sei X irgendeine Menge. Eine Metrik
auf X ist eine Funktion d, die je zwei Punkten x; y 2 X eine reelle Zahl
d(x; y) zuordnet so, daÿ gilt:

(M1) d(x; x) = 0 und d(x; y) > 0 für x 6= y,

(M2) d(x; y) = d(y; x),
(M3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (Dreiecksungleichung).
Das Paar (X; d) heiÿt metrischer Raum; oft schreiben wir dafür nur X.
Die Zahl d(x; y) heiÿt Abstand der Punkte x und y.
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Beispiele metrischer Räume:

1. Die normierten Räume (V; k k) mit d(x; y) := kx� yk.

2. Jede nicht leere Menge X zusammen mit d(x; y) :=

�
0; falls x = y;
1; falls x 6= y:

II. Die Topologie eines metrischen Raumes

Um für einen metrischen Raum (X; d) eine Topologie zu de�nieren, ahmt
man die Begri�sbildungen für den euklidischen Rn soweit als möglich nach.
Zunächst de�niert man als o�ene Kugel mit Mittelpunkt a 2 X und Radius
r > 0 die Menge

Kr(a) :=
�
x 2 X

�� d(x; a) < r
	
:

Die geometrische Gestalt einer Kugel in ei-
nem normierten Rn etwa hängt natürlich von der
Norm ab. Die nebenstehende Abbildung zeigt die
Einheitskreise K1(0) =

�
x
�� kxkp < 1

	
im R2 be-

züglich der p-Normen für p = 1; 2 und 1.

0 1
1
2
1

Wir de�nieren weiter Umgebungen, o�ene und abgeschlossene Mengen,
sowie die Konvergenz von Folgen.

De�nition: Eine Menge U � X heiÿt Umgebung von a, wenn es eine
Kugel K"(a) mit K"(a) � U gibt. K"(a) heiÿt wieder "-Umgebung oder
Kugelumgebung von a. Das hiermit in (X; d) eingeführte System von Umge-
bungen erfüllt dieselben elementaren Regeln wie jenes im euklidischen Rn;
es hat insbesondere die Hausdor�sche Trennungseigenschaft.

De�nition: Eine Menge U � X heiÿt o�en, wenn sie Umgebung eines
jeden ihrer Punkte ist, d. h., wenn es zu jedem u 2 U eine Kugel K"(u)
gibt, welche in U enthalten ist. Die leere Menge wird als o�en erklärt. Die
Gesamtheit der o�enen Teilmengen des metrischen Raumes (X; d) heiÿt
die von d erzeugte Topologie auf X und wird mit O(d) bezeichnet. Ferner
heiÿt eine Menge A � X abgeschlossen, wenn ihr Komplement X nA o�en
ist. Wie im euklidischen Rn ergibt sich:

(O1) Der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen ist o�en.
(O2) Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en.
(A1) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abge-

schlossen.
(A2) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-

schlossen.



1.2 Topologie metrischer Räume 9

De�nition: Eine Folge (xk) in X heiÿt konvergent, wenn es einen Punkt
a 2 X gibt derart, daÿ d(xk; a)! 0 für k !1 gilt. Gegebenenfalls heiÿt
a Grenzwert und man schreibt dafür lim

k!1
xk = a oder xk ! a.

Eine Folge besitzt höchstens einen Grenzwert. Für Grenzwerte a0 und a00

gilt nämlich d(a0; a00) = 0 wegen d(a0; a00) � d(a0; xk)+ d(xk; a
00) für alle k.

Die Charakterisierung abgeschlossener Mengen im euklidischen Rn mit-
tels Folgen gilt samt Beweis auch in metrischen Räumen:

Satz: Eine Menge A � X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenz-
wert jeder in X konvergenten Folge (ak) mit ak 2 A ebenfalls in A liegt.

Für einen metrischen Raum X de�niert man weiter: x 2 X heiÿt Häu-
fungspunkt der Menge M � X, wenn jede Umgebung von x mindestens
einen von x verschiedenen Punkt von M enthält. x 2 X heiÿt innerer
Punkt von M , wenn es eine Umgebung U von x mit U �M gibt.

Wir besprechen noch zwei oft gebrauchte Konstruktionen metrischer
Räume und die durch sie erzeugten Topologien. Die erste betri�t Teilmen-
gen, die zweite direkte Produkte.

Teilraumtopologie. Es sei (X; d) ein metrischer Raum und X0 � X
eine Teilmenge. Diese wird zu einem metrischen Raum, indem man für
Punkte x; y 2 X0 als Abstand die Zahl d(x; y) festsetzt. Die Einschränkung
d0 := d jX0 � X0 heiÿt induzierte Metrik oder Spurmetrik auf X0. Eine
Kugel in X0 bezüglich der Spurmetrik ist der Durchschnitt einer Kugel in
X mit X0. Damit folgt, daÿ eine Menge U0 � X0 bezüglich der Spurmetrik
o�en ist genau dann, wenn es eine o�ene Menge U in X mit U0 = U \X0

gibt. Die von d0 auf X0 erzeugte Topologie O(d0) =
�
U \X0

�� U 2 O(d)
	

heiÿt Spur- oder Teilraumtopologie. Besonders wichtig ist für uns der Fall,
daÿ X0 eine Teilmenge eines normierten Kn ist.

X

X0

U0

U

o�en in X0

o�en in X

De�nition der Spurtopologie: U0 = U \X0 ist o�en in X0
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Statt o�en (abgeschlossen, Umgebung) bezüglich der Spurtopologie sagen
wir auch kurz o�en (abgeschlossen, Umgebung) in X0 oder X0-o�en (X0-
abgeschlossen, X0-Umgebung). Man beachte, daÿ eine X0-o�ene Menge
nicht o�en in X sein muÿ. Für X = R und X0 = Q etwa ist (0; 1) \ Q
zwar Q-o�en, aber nicht R-o�en. Ist X0 jedoch eine o�ene Teilmenge von
X, so sind die X0-o�enen Mengen genau die in X0 enthaltenen o�enen
Teilmengen von X. Diese Feststellung bleibt richtig, wenn an jeder Stelle
�o�en� durch �abgeschlossen� ersetzt wird.

Produkttopologie. Es seien (X; dX) und (Y; dY ) metrische Räume. Auf
X � Y wird dann durch

d
�
(x1; y1); (x2; y2)

�
:= max

�
dX(x1; x2); dY (y1; y2)

�
eine Metrik, die sogenannte Produktmetrik, de�niert (Beweis als Übung).
Die Kugel Kr(a; b) � X � Y bezüglich der Produktmetrik ist gerade das
direkte Produkt Kr(a) � Kr(b) der Kugeln Kr(a) � X und Kr(b) � Y .
Die von der Produktmetrik erzeugte Topologie auf X � Y heiÿt Produkt-
topologie. Eine Menge W � X�Y ist genau dann o�en, wenn es zu jedem
Punkt (x; y) 2 W Umgebungen U von x in X und V von y in Y gibt so,
daÿ U � V � W . Man beachte, daÿ die Produkte U � V o�ener Mengen
U � X und V � Y nicht die einzigen o�enen Mengen in X � Y sind.

Y

V
y

x U X

W

X � Y

De�nition der Produkttopologie

Vereinbarung: Teilmengen metrischer Räume sehen wir im folgenden als
Teilräume mit der Spurtopologie an, falls nicht ausdrücklich etwas anderes
festgelegt wird; analog Produkte als Räume mit der Produkttopologie.

III. Äquivalenz der Normen auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum

Verschiedene Metriken erzeugen unter Umständen dieselbe Topologie. Sind
d und d� Metriken auf X und enthält jede d-Kugel eine d�-Kugel mit
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demselben Mittelpunkt, so ist jede d-o�ene Menge auch d�-o�en, und es
gilt O(d) � O(d�). Enthält überdies auch jede d�-Kugel eine d-Kugel mit
demselben Mittelpunkt, so gilt O(d) = O(d�). Metriken d und d� mit

O(d) = O(d�) heiÿen äquivalent . Zum Beispiel ist d� :=
d

1 + d
eine zu d

äquivalente Metrik; in dieser haben je zwei Punkte einen Abstand < 1.

Für äquivalente Metriken d und d� gilt: Eine Folge in X konvergiert
bezüglich d genau dann, wenn sie bezüglich d� konvergiert.

Zwei Normen k k und k k� auf einem Vektorraum heiÿen äquivalent ,
wenn sie äquivalente Metriken, d. h. dieselbe Topologie, erzeugen.

Lemma: Zwei Normen k k und k k� auf einem K-Vektorraum V sind
genau dann äquivalent, wenn es positive Zahlen c und C gibt so, daÿ

(2) c kxk � kxk� � C kxk für alle x 2 V:

Beweis: k k und k k� seien äquivalent. Die Kugeln bezüglich k k und
k k� bezeichnen wir mit K bzw. K�. Mit einem geeigneten r > 0 gilt
dann K�

r (0) � K1(0). Für x 6= 0 folgt rx=2 kxk� 2 K�
r (0) � K1(0); für

jedes x gilt also c kxk � kxk� mit c := r=2. Aus Symmetriegründen besteht
eine analoge Abschätzung kxk� � C kxk. Damit ist (2) gezeigt. Umgekehrt
folgt aus (2) sofort K�

cr(a) � Kr(a) � K�
Cr(a). 2

Beispiel: Die euklidische Norm und die Maxi-
mumsnorm auf Rn sind äquivalent. Zwischen bei-
den besteht nämlich die Abschätzung

kxk1 � kxk2 �
p
n kxk1 :

Jede Kugel der euklidischen Norm enthält eine Kugel
der Maximumsnorm und umgekehrt

Satz: Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum
sind äquivalent.

Beweis: a) Zunächst für den Rn. Es genügt zu zeigen, daÿ jede Norm k k
zur euklidischen Norm k k2 äquivalent ist.

Sei e1; : : : ; en die Standardbasis. Für x =
Pn

�=1 x�e� gilt dann nach der
Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung

(�) kxk �
nX

�=1

jx� j � ke�k � C kxk2 ;

wobei C :=
qPn

�=1 ke�k2. (�) ist eine Abschätzung (2) rechts.
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Um eine Abschätzung (2) links zu gewinnen, betrachten wir

c := inf
�kxk �� x 2 S

	
;

wobei S :=
�
x 2 Rn

�� kxk2 = 1
	
die sog. euklidische Einheitssphäre ist.

Wir zeigen: c > 0. Angenommen, es sei c = 0. Dann gibt es in S eine
Folge (xk) mit kxkk ! 0. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ in 1.1
hat (xk) eine Teilfolge, die bezüglich der euklidischen Norm konvergiert.
Wir nehmen an, (xk) sei bereits diese Teilfolge. Für den Grenzwert a folgt
a21 + � � �+ a2n = lim

�
x2k1 + � � �+ x2kn

�
= 1; d. h., es ist a 2 S.

Andererseits haben wir wegen (�) für alle k
kak � ka� xkk+ kxkk � C ka� xkk2 + kxkk :

Mit k ! 1 folgt daraus kak = 0, also a = 0, im Widerspruch zu a 2 S.
Damit ist gezeigt, daÿ c > 0.

Für x 6= 0 ist x= kxk2 2 S; also gilt c � 

x= kxk2

, und damit

c kxk2 � kxk :
Diese Ungleichung gilt auch für x = 0. Zusammen mit (�) zeigt sie die
Äquivalenz der beiden Normen.
b) Für einen beliebigen Vektorraum V . Seien k k und k k� Normen auf
V . Mit Hilfe eines R-Isomorphismus ' : Rn ! V übertragen wir diese auf
den Rn: Für x 2 Rn setzen wir

kxk' := k'(x)k und kxk�' := k'(x)k� :
Man sieht leicht, daÿ k k' und k k�' Normen auf Rn sind. Nach a) gibt es
Konstanten c und C so, daÿ für alle x 2 Rn

c kxk' � kxk�' � C kxk' :
Das bedeutet wegen der Surjektivität von ' für alle y 2 V

c kyk � kyk� � C kyk : 2

Der Satz hat eine wichtige Konsequenz. Die mit Hilfe einer Norm in ei-
nem endlich-dimensionalen Vektorraum eingeführte Topologie hängt nicht
von der Art der Norm ab. Insbesondere sind die o�enen Mengen, die Um-
gebungen und die konvergenten Folgen in einem beliebig normierten Rn

identisch mit jenen im euklidischen Rn; Konvergenz etwa bedeutet stets
komponentenweise Konvergenz. Ferner darf in Erörterungen, die nur of-
fene Mengen, Umgebungen, konvergente Folgen und daraus abgeleitete
Begri�e involvieren, mit einer Norm gearbeitet werden, die der Sachlage
angepaÿt ist oder Rechnungen vereinfacht. Oft ist die Maximumsnorm eine
solche.
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1.3 Stetige Abbildungen

I. Stetigkeit

Wir dehnen den Begri� der Stetigkeit einer Funktion auf einer Menge in
C aus auf Abbildungen eines metrischen Raumes in einen anderen.

De�nition: Es seien (X; dX) und (Y; dY ) metrische Räume. Eine Abbil-
dung f : X ! Y heiÿt stetig im Punkt a 2 X, wenn es zu jedem " > 0 eine
Zahl Æ > 0 gibt so, daÿ gilt:

(3) dY
�
f(x); f(a)

�
< " für alle x 2 X mit dX(x; a) < Æ:

Die Abbildung heiÿt stetig in X, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

Auf Mengen X � Kn und Y � Km sind die von Normen auf Kn bzw.
Km erzeugten Spurmetriken zu nehmen. Die Stetigkeit einer Abbildung
hängt in solchen Fällen jedoch nicht von den verwendeten Normen ab, da
alle Normen auf Kn bzw. Km zueinander äquivalent sind. Ein Wechsel der
Normen erfordert höchstens eine Änderung der Zahl Æ.

Eine wichtige Klasse stetiger Abbildungen bilden die Lipschitz-stetigen
Abbildungen. f : X ! Y heiÿt Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante
L � 0 gibt so, daÿ für alle x; x0 2 X gilt: dY

�
f(x); f(x0)

� � L � dX(x; x0).
Mit Æ := "=(L+ 1) ist dann (3) erfüllt.

Beispiele:

1. Jede lineare Abbildung f : V ! W eines endlich-dimensionalen nor-
mierten Raumes (V; k kV ) in einen normierten Raum (W; k kW ) ist Lip-
schitz-stetig; insbesondere ist es jede Koordinatenfunktion x� : K

n ! K,
x�(a1; : : : ; an) := a�.

Beweis: Sei e1; : : : ; en eine Basis in V und M das Maximum der Zahlen
kf(e1)kW ; : : : ; kf(en)kW . Für x =

Pn
1 x�e� und a =

Pn
1 a�e� gilt dann



f(x)� f(a)



W
�M �

nX
�=1

��x� � a�
��:

Nun de�niert y 7!Pn
1 jy� j eine Norm auf V . Da diese wegen dimV <1 zu

k kV äquivalent ist, gibt es eine Konstante C so, daÿ
Pn

1 jy� j � C kykV .
Damit folgt 

f(x)� f(a)




W
� CM � 

x� a




V
: 2

2. Jede Norm k k : V ! R ist Lipschitz-stetig mit der Konstanten 1, da�� kxk � kyk �� � 

x� y


:
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3. Abstandsfunktionen. Sei X ein metrischer Raum. Als Abstand eines
Punktes x 2 X von einer Menge A � X, A 6= ?, de�niert man die Zahl

d(x;A) := inf
�
d(x; a)

�� a 2 A
	
:

Wir zeigen: Die Funktion x 7! d(x;A) ist Lipschitz-stetig auf X.

Beweis: Für x; y 2 X gilt zunächst d(x;A) � d(x; y)+ d(y;A); zusammen
mit der durch Vertauschen von x und y entstehenden Ungleichung folgt��d(x;A)� d(y;A)

�� � d(x; y). 2

Das in Band 1, 7.1 angegebene Folgenkriterium für Stetigkeit läÿt sich
samt Beweis sofort auf Abbildungen metrischer Räume ausdehnen; man
hat nur Beträge jx� akj durch Abstände d(x; ak) zu ersetzen.

Folgenkriterium: Eine Abbildung f : X ! Y ist genau dann stetig in
a 2 X, wenn sie jede Folge (xk) in X mit xk ! a in eine Folge (f(xk))
mit f(xk)! f(a) abbildet.

Mit Hilfe des Folgenkriteriums kann man leicht die Rechenregeln I und
II aus Band 1, 7.2 übertragen. Da deren Beweise im wesentlichen wörtlich
weitergelten, begnügen wir uns, diese Regeln zu formulieren; dabei seien
X, Y , Y1, Y2 und Z beliebige metrische Räume, W ein normierter K-
Vektorraum.

Regel I: Sind f1; f2 : X ! W stetig in a, so ist es auch f1 + f2. Es sei
ferner g : X ! K stetig in a. Dann ist f g : X ! W stetig in a und im
Fall g(a) 6= 0 auch f=g.

Folgerung: Die rationalen Funktionen sind im De�nitionsbereich stetig.

Eine Funktion auf einer o�enen Menge X � Kn heiÿt rational, wenn sie
als Quotient von Polynomfunktionen darstellbar ist; eine Funktion auf Kn

heiÿt Polynomfunktion, wenn sie durch endlich viele Additionen und Multi-
plikationen aus den Koordinatenfunktionen x1; : : : ; xn und den Konstanten
entsteht.

Beispiel: Die Abbildung p : Rn+1nf0g ! Rn+1 mit p(x) :=
x

kxk2
ist stetig.

Ihr Bild ist die (euklidische) n-Sphäre

Sn :=
�
x 2 Rn+1

�� kxk2 = 1
	
:

Regel II: In X
f�! Y

g�! Z sei f stetig in a und g stetig in f(a). Dann
ist g Æ f stetig in a.

Beispiel: Die Funktion h : X ! R, h(x) := ekxk, ist stetig.
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Regel III: f = (f1; f2) : X ! Y1 � Y2 ist genau dann stetig in a, wenn
f1 : X ! Y1 und f2 : X ! Y2 in a stetig sind. f = (f1; : : : ; fn) : X ! Kn

ist genau dann stetig in a, wenn dort jede der n Komponentenfunktionen
f� : X ! K stetig ist.

Beweis: Die Konvergenz
�
f1(xk); f2(xk)

�! �
f1(a); f2(a)

�
bedeutet in der

Produktmetrik die komponentenweise Konvergenz. 2

Sind bei einer Abbildung f : Rn ! Y alle Beschränkungen auf ach-
senparallele Geraden stetig, so folgt nicht notwendig ihre Stetigkeit. Ein
Beispiel hierfür liefert die Funktion f auf R2 mit f(0; 0) = 0 und

(4) f(x; y) =
2xy

x2 + y2
für (x; y) 6= (0; 0):

Alle Funktionen x 7! f(x; c) und y 7! f(d; y) sind stetig. Die Funktion f
aber ist im Nullpunkt unstetig, da f(t; t)� f(0; 0) = 1 für alle t 6= 0.

Wir betrachten noch die Beschränkungen von f auf die vom Nullpunkt
ausgehenden Halbgeraden. In den Punkten (x; y) = (r cos'; r sin') mit
r 6= 0 hat f den nur von ' abhängigen Wert sin 2'. Insbesondere nimmt
f in jeder Umgebung des Nullpunktes alle seine Funktionswerte an.

Der Graph der Funktion f stellt im wesentlichen
das Plückersche Konoid dar. Darunter versteht
man die Nullstellenmenge im R3 des Polynoms
2xy � (x2 + y2) � z. Diese setzt sich zusammen
aus dem Graphen von f und der z-Achse.

Die Abbildung zeigt 16 Halbgeraden auf dem
Graphen von f zu jeweils gleichen Funktions-
werten. Die eingezeichneten Achsen stellen die
Geraden x = y und x = �y dar. Auf diesen
nimmt f seine Extrema 1 und �1 an. Graph von (4)

Wir charakterisieren schlieÿlich den Begri� der Stetigkeit allein mit Hilfe
des Begri�s der Umgebung.

Satz: Es seien X und Y metrische Räume. f : X ! Y ist genau dann
stetig im Punkt a 2 X, wenn es zu jeder Umgebung V von f(a) eine
Umgebung U von a mit f(U) � V gibt.

Beweis: Es sei f stetig in a. Sei V eine beliebige Umgebung von b := f(a)
und K"(b) � V eine Kugelumgebung. Zu " wähle man ein Æ gemäÿ (3).
Mit U := KÆ(a) gilt dann f(U) � K"(b) � V . Somit erfüllt f die im
Satz genannte Bedingung. Sei nun umgekehrt diese erfüllt. Dann gibt es
zu jeder Kugel K"(b) =: V eine Umgebung U von a mit f(U) � K"(b).
In U liegt eine Kugel KÆ(a). Mit dieser gilt ebenfalls f

�
KÆ(a)

� � K"(b),
d. h., f erfüllt die Stetigkeitsbedingung (3). 2
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Folgerung (globale Stetigkeit): f : X ! Y ist genau dann stetig auf
ganz X, wenn eine der folgenden gleichwertigen Bedingungen erfüllt ist:

(i) Das Urbild f�1(V ) jeder o�enen Menge V � Y ist o�en in X.

(ii) Das Urbild f�1(A) jeder abgeschlossenen Menge A � Y ist abgeschlos-
sen in X.

Beweis: (i) Sei f stetig. Da eine o�ene Menge V � Y Umgebung eines je-
den Punktes in V ist, ist die Urbildmenge f�1(V ) Umgebung eines jeden
ihrer Punkte; d. h., f�1(V ) ist o�en. Sei umgekehrt die angegebene Be-
dingung erfüllt. Eine Umgebung V eines Punktes f(a) enthält eine o�ene
Menge V 0 mit f(a) 2 V 0. Deren Urbild f�1(V 0) =: U 0 ist als o�ene Menge
eine Umgebung von a und erfüllt f(U 0) � V . f ist also stetig in a.

(ii) folgt aus (i) mittels Bildung von Komplementen. 2

Anwendung: Ist f : X ! R stetig, so gilt für jedes c 2 R:
(i) U :=

�
x 2 X

�� f(x) < c
	
ist o�en;

(ii) A :=
�
x 2 X

�� f(x) � c
	
ist abgeschlossen.

Denn U ist das f -Urbild der o�enen Menge (�1; c) � R und A das der
abgeschlossenen Menge (�1; c].

Man beachte: Eine stetige Abbildung muÿ o�ene Mengen nicht auf o�ene
Mengen abbilden und abgeschlossene Mengen nicht auf abgeschlossene;
z. B. bildet sin : R! R das o�ene Intervall (0; 2�) auf das abgeschlossene
Intervall [�1; 1] ab und die abgeschlossene Menge f2n� + 1=n j n 2 Ng
auf die nicht abgeschlossene Menge fsin 1=n j n 2 Ng. Günstiger ist die
Sachlage allerdings bei Homöomorphismen.

II. Homöomorphismen. Beispiele

Die Umkehrung einer bijektiven stetigen Abbildung muÿ nicht stetig sein.
Zum Beispiel bildet x 7! eix das Intervall [0; 2�) bijektiv und stetig auf die
Kreislinie S1 � C ab; ihre Umkehrung aber ist unstetig im Punkt 1.

Eine bijektive stetige Abbildung f : X ! Y , deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist, heiÿt Homöomorphismus von X auf Y ; ferner heiÿen
zwei metrische Räume X und Y zueinander homöomorph, wenn es einen
Homöomorphismus zwischen ihnen gibt. Ein Homöomorphismus bildet of-
fene Mengen auf o�ene Mengen ab und abgeschlossene auf abgeschlossene.
Homöomorphe Räume haben dieselben Topologien, können aber sehr ver-
schiedene geometrische Formen haben. Wir bringen einige Beispiele.

Beispiel 1: Jeder Isomorphismus f : V ! W zwischen endlich-dimensio-
nalen normierten Räumen ist nach I. Beispiel 1 ein Homöomorphismus.
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Beispiel 2: Die Kugel K1(0) � Rn bezüglich einer beliebigen Norm k k ist
homöomorph zum Rn. Ein Homöomorphismus f : K1(0) ! Rn und seine
Umkehrung f�1 sind gegeben durch

(5) f(x) :=
x

1� kxk ; f�1(x) =
x

1 + kxk :

Damit folgt, daÿ auch alle Kugeln des Rn zu verschiedenen Normen un-
tereinander homöomorph sind.

Beispiel 3: Inversion und stereographische Projektion. Sei p 2 Rn und
� 2 R, � > 0. Unter der Inversion mit dem Pol p und der Potenz �
versteht man die Abbildung i : Rn n fpg ! Rn n fpg mit den folgenden
Eigenschaften:

1. x und i(x) liegen auf der gleichen Halbgeraden durch p, d. h., es ist
i(x)� p = � � (x� p) mit einer Zahl � > 0;

2. ki(x)� pk2 � kx� pk2 = �.

Die Abbildung i verallgemeinert die in Band 1, 3.2 betrachtete Inversion
am Kreis. Nach 1. und 2. hat sie die Darstellung

(6) i(x) = p+
�

kx� pk22
� (x� p):

Mit Hilfe der oben angegebenen Rechenregeln und Beispiele stetiger Ab-
bildungen sieht man sofort, daÿ sie stetig ist. Ferner gilt i�1 = i. Die
Inversion bildet also homöomorph ab. In 3.1. IV zeigen wir, daÿ sie auch
winkeltreu abbildet.

Die stereographische Projektion. Es sei jetzt iN die Inversion mit dem Pol
N = (0; : : : ; 0; 1) 2 Rn+1 und der Potenz 2. iN hat die Darstellung

iN (x) = N +
2

kx�Nk22
� (x�N):

Wir zeigen: iN bildet die Hyperebene Rn
0 � Rn+1, Rn

0 := fx j xn+1 = 0g,
bijektiv auf die �gelochte� Sphäre Sn n fNg ab.

Zum Beweis bezeichne � ; 	 das Standardskalarprodukt auf Rn+1. Für
x 2 Rn+1 n fNg gilt dann

iN (x)



2
2
= 1 () 1 +

4

kx�Nk22
� �x�N;N	+

4

kx�Nk22
= 1

() �x�N;N	 = �1
() �x;N	 = 0 () xn+1 = 0;

da jeder Punkt y 6= N ein Punkt iN (x) ist, folgt die Behauptung.
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Wir ordnen nun jedem Punkt x 2 Rn den Punkt (x; 0) 2 Rn
0 � Rn+1

zu und de�nieren mittels iN die Abbildung

(60) �N : Rn ! Sn n fNg; �N (x) := iN (x; 0):

�N heiÿt stereographische Projektion von Rn auf Sn n fNg.
�N ist bijektiv und stetig; ferner ist auch ��1

N stetig. Die stereographische
Projektion ist also ein Homöomorphismus von Rn auf Sn n fNg.

Abbildung zweier Geraden durch stereographische Projektion

Die stereographische Projektion dient unter anderem zur Kompakti�-
zierung von C. Man erweitert C um ein Element 1, das man unendlich
fernen Punkt nennt, setzt dann � : C! S2 nfNg bei Identi�zierung von C
mit R2 fort zu der Abbildung b� : C[f1g ! S2 mit b�(z) := �(z) für z 2 C
und b�(1) := N und nennt U � C [ f1g o�en genau dann, wenn b�(U)
o�en in S2 ist. b� wird dadurch zu einem Homöomorphismus. C[f1g heiÿt
Ein-Punkt-Kompakti�zierung von C, und S2 ist ein Modell derselben.

Beispiel 4: Polarkoordinatenabbildungen. Nach Band 1, 8.9 kann man je-
den Punkt (x1; x2) 2 R2 mit Zahlen r; ' 2 R darstellen in der Form

x1 = r cos';

x2 = r sin':

Entsprechend erklären wir nun eine stetige Abbildung P2 : R
2 ! R2:

(7) P2(r; ') :=

�
r cos'
r sin'

�
:

P2 bildet den o�enen Streifen R+ � (��;�) homöomorph auf R2 n S ab,
wobei S die Halbgerade f(t; 0) : t � 0g ist. R2 nS nennt man oft die �längs
der negativen x1-Achse geschlitzte Ebene�.
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Die Umkehrabbildung g2 : R2 n S ! R+ � (��;�) ist gegeben durch

g2(x1; x2) :=
�
r; sign x2 � arccos x1

r

�
mit r :=

q
x21 + x22:

�

'

0

��

r

P2
S

'

P2(r; ')

r

Abbildung des Streifens R+ � (��;�) auf die geschlitzte Ebene R2 n S

Wir konstruieren nun rekursiv Abbildungen Pn : R
n ! Rn, n > 2, durch

(7n) Pn
�
r; '1; : : : ; 'n�1

�
:=

�
Pn�1(r; '1; : : : ; 'n�2) � cos'n�1

r � sin'n�1

�
:

Im Fall n = 3 etwa lauten die Koordinaten x1; x2; x3 des Bildpunktes
x = P3

�
r; '1; '2

�
ausführlich

x1 = r cos'1 cos'2;

x2 = r sin'1 cos'2;

x3 = r sin'2:

'1 heiÿt �geographische Länge� und
'2 �geographische Breite� des Punk-
tes x = P3

�
r; '1; '2

�
. x1

x2

x3

x = P3(r; '1; '2)

'1

'2

r

Satz: Die Polarkoordinatenabbildung Pn : R
n ! Rn hat folgende Eigen-

schaften:

(i) kPn
�
r; '1; : : : ; 'n�1

�k22 = r2.

(ii) Pn bildet den o�enen Streifen R+ �� � Rn homöomorph ab auf den
�geschlitzten Raum� Rn n (S �Rn�2); dabei sei

� :=

8<:(��;�) im Fall n = 2,

(��;�)�
�
��

2
;
�

2

�n�2

im Fall n > 2.
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Beweis: (i) folgt mit der Rekursionsformel (7n) aus kP2(r; ')k22 = r2.
(ii) Sei n � 3. Wir konstruieren die gesuchte Umkehrabbildung rekursiv.
Für einen Punkt x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn n (S �Rn�2) setzen wir zunächst

r :=
q
x21 + � � �+ x2n und 'n�1 := arcsin

xn
r
:

Wegen (x1; x2) 6= (0; 0) ist
���xn
r

��� < 1, also 'n�1 2
�
��

2
;
�

2

�
. Weiter sei

x0 :=
1

cos'n�1
� �x1; : : : ; xn�1

�
:

Man rechnet nach, daÿ kx0k22 = r2. Sei nun gn�1 die Umkehrabbildung zu
Pn�1 jR+ ��. Dann wird die Umkehrabbildung zu Pn jR+ �� gegeben
durch

gn(x) := (gn�1(x
0); 'n�1) : 2

Beispiel 5: Die spezielle unitäre Gruppe SU(2) ist homöomorph zur drei-
dimensionalen Sphäre S3 =

�
x 2 R4

�� kxk2 = 1
	
.

SU(2) besteht aus den komplexen 2 � 2-Matrizen U mit UU
T

= E und
detU = 1. Das sind genau die Matrizen der Gestalt

U =

�
z w

�w z

�
mit jzj2 + jwj2 = 1:

Jede komplexe 2�2-Matrix wird als Element von C4 aufgefaÿt. SU(2) wird
dadurch zu einem (mit der Spurtopologie versehenen) Teilraum von C4.
Wir erklären eine Abbildung f : SU(2)! S3 durch f(U) := (x1; x2; x3; x4),
wobei z = x1 + ix2 und w = x3 + ix4 gelte mit x1; x2; x3; x4 2 R. Wegen
jzj2+jwj2 = 1 liegt f(U) tatsächlich auf S3. f ist stetig und hat eine stetige
Umkehrung f�1 : S3 ! SU(2); es ist

f�1
�
x1; x2; x3; x4

�
=

�
x1 + ix2 x3 + ix4

�x3 + ix4 x1 � ix2

�
: 2

Bemerkung: SU(2) ist mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Dabei sind
die Multiplikation SU(2) � SU(2) ! SU(2) und die Inversenbildung SU(2) !
SU(2) stetige Abbildungen, da sie durch rationale Funktionen beschrieben wer-
den können. Man sagt, SU(2) sei eine topologische Gruppe. Der Homöomorphis-

mus SU(2) ! S3 verp�anzt die stetige Gruppenoperation von SU(2) auf S3. Man
kann zeigen, daÿ nur die Sphären der Dimensionen 0, 1 und 3 stetige Gruppen-
multiplikationen zulassen. In engem Zusammenhang damit steht der berühmte
Satz von Kervaire und Bott-Milnor (1958): Nur in den Dimensionen 1, 2, 4 und

8 gibt es Divisionsalgebren über R.

Literatur: Der Band �Zahlen�, Grundwissen Mathematik 1. Springer 1992.
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III. Grenzwerte

Wie der Begri� der Stetigkeit kann auch der des Grenzwertes auf Abbil-
dungen metrischer Räume ausgedehnt werden. Er wird wie im Eindimen-
sionalen durch stetige Fortsetzungen erklärt.

Im folgenden seien X, Y beliebige metrische Räume und f : D ! Y
eine Abbildung auf einer Menge D � X.

De�nition: Die Abbildung f : D ! Y hat im Häufungspunkt a 2 X von
D den Grenzwert b 2 Y , wenn die Abbildung F : D [ fag ! Y mit

F (x) :=

�
f(x) für x 2 Dnfag;
b für x = a

im Punkt a stetig ist. Man schreibt dann lim
x!a

f(x) = b.

Gehört der Häufungspunkt a zu D, so ist lim
x!a

f(x) = f(a) gleichwertig
mit der Stetigkeit von f in a.

Aufgrund der Anbindung des Begri�s des Grenzwertes an den Begri�
der Stetigkeit kann man die "-Æ-Formulierung, das Folgenkriterium und
die Rechenregeln des Abschnitts I. sinngemäÿ übertragen. Wir notieren
lediglich die "-Æ-Formulierung.

"-Æ-Formulierung: f : D ! Y hat in einem Häufungspunkt a 2 X von
D den Grenzwert b 2 Y , wenn es zu jedem " > 0 ein Æ > 0 gibt so, daÿ
dY
�
f(x); b

�
< " für x 2 D n fag mit dX(x; a) < Æ:

IV. Gleichmäÿig konvergente Folgen stetiger Abbildungen

Die Konstruktion stetiger Funktionen durch gleichmäÿig konvergente Fol-
gen von Funktionen spielt auch im Höherdimensionalen eine groÿe Rolle.
Wir betrachten hier sogleich Folgen von Abbildungen in einen vollständi-
gen metrischen Raum. Die Vollständigkeit des Bildraumes sichert dabei die
punktweise Konvergenz. Den Begri� der Vollständigkeit eines metrischen
Raumes de�nieren wir in Anlehnung an die Formulierung der Vollständig-
keit von R mittels Cauchyfolgen.

De�nition: Ein metrischer Raum (X; d) heiÿt vollständig, wenn jede
Cauchyfolge in X einen Grenzwert hat. Dabei heiÿt eine Folge (xk) in X
Cauchyfolge, wenn es zu jedem " > 0 einen Index N(") gibt derart, daÿ
d(xk; xl) < " gilt für alle k; l � N(").

Zum Beispiel ist jede abgeschlossene Teilmenge des euklidischen Rn

nach dem Folgenkriterium für abgeschlossene Mengen in 1.1 vollständig,
da jede Cauchyfolge in Rn dort konvergiert.
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Eine besonders wichtige Kategorie vollständiger metrischer Räume stel-
len die Banachräume dar.

De�nition: Ein normierter K-Vektorraum V heiÿt Banachraum, wenn er
vollständig ist, d. h., wenn jede Cauchyfolge in V einen Grenzwert hat.

Stefan Banach (1892�1945), polnischer Mathematiker. Von ihm stammen grund-
legende Beiträge zur Funktionalanalysis. Der nach ihm benannte Fixpunktsatz
wird in zahlreichen Existenzbeweisen, zum Beispiel in 3.3, verwendet.

Beispiele von Banachräumen:

1. Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum (V; k k).
Beweis: Mit Hilfe eines R-Isomorphismus ' : V ! Rn übertrage man die
Norm von V auf den Rn: Für x 2 Rn setze man dazu kxk' := k'�1(x)k.
' bildet dann Cauchyfolgen in (V; k k) auf solche in (Rn; k k') ab. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ, siehe 1.1, und wegen der Äquivalenz
von k k' zu k k2 konvergieren die Cauchyfolgen in (Rn; k k'), und damit
auch die Cauchyfolgen in (V; k k).
2. C [a; b] mit der Supremumsnorm. Denn jede auf [a; b] gleichmäÿig kon-
vergente Folge stetiger Funktionen besitzt dort eine stetige Grenzfunktion.

3. Die Hilberträume.

De�nition: Ein K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt heiÿt Hilbert-
raum, wenn er mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm vollständig
ist.

Beispiel: Der Hilbertsche Folgenraum `2. Die Elemente dieses Raums sind
die quadratsummierbaren Folgen komplexer Zahlen, d. h. die Folgen a =
(�1; �2; : : :) mit

kak2 :=

� 1X
�=1

j�� j2
�1=2

<1:

Die Gesamtheit dieser Folgen bildet einen Vektorraum: Für quadratsum-
mierbare Folgen a = (��) und b = (��) ergibt sich nämlich aus der Un-
gleichung

Pn
�=1 j���� j � kak2 � kbk2 die absolute Konvergenz der Reihe

(8) �a; b	 :=
1X
�=1

����

und damit
1X
�=1

���� + ��
��2 � kak22 + 2

1X
�=1

��������+ k�k22 < 1:

Die Summe a+ b ist also ebenfalls quadratsummierbar. Folglich ist `2 ein
Vektorraum. Durch (8) wird auf ihm ein Skalarprodukt erklärt.
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Wir zeigen, daÿ `2 vollständig ist. Die Elemente ak = (�k1 ; �
k
2 ; : : :) 2 `2,

k 2 N, mögen eine Cauchyfolge bilden, und " > 0 sei beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein N so, daÿ

(�) 

ak � al


2
2
=

1X
�=1

���k� � �l�
��2 < "2 für k; l � N:

Dann gilt erst recht j�k� � �l� j < " für k; l � N und jedes � 2 N. Jede
Komponentenfolge (�k�)k2N ist also eine Cauchyfolge und besitzt einen
Grenzwert �� . Aus (�) erhalten wir ferner für jedes n und alle k; l � N

die Ungleichungen
Pn

1 j�k� � �l� j2 < "2 und aus diesen für l!1
nX

�=1

���k� � ��
��2 � "2 für k � N und jedes n;

also 1X
�=1

���k� � ��
��2 � "2 für k � N:

Hiernach hat die Folge a := (�1; �2; : : :) die Eigenschaft, daÿ a � aN zu
`2 gehört. Wegen a = a� aN + aN gehört sie also schon selbst zu `2. Die
letzte Ungleichung kann man nun in der Form kak � ak22 � "2 für k � N
schreiben, in der sie besagt, daÿ ak ! a für k !1. 2

Historisches. Der Begri� des Hilbertraumes kristallisierte sich ab etwa 1906 aus
den Untersuchungen Hilberts und seiner Schüler über Integralgleichungen und
Variationsprobleme heraus. Hilbert hatte erkannt, daÿ gewisse Typen von Inte-
gralgleichungen vermöge einer Orthonormalbasis von Funktionen in lineare Glei-
chungssysteme in `2 übergehen. Hilberträume spielen auch in der theoretischen
Quantenphysik eine maÿgebliche Rolle.

David Hilbert (1862�1943) war der führende Mathematiker in den ersten Jahr-
zehnten dieses Jahrhunderts. Unter Mitwirkung von Felix Klein (1849�1925)
und Hermann Minkowski (1864�1909) schuf er die berühmte Göttinger Schule,
die alle Gebiete der Mathematik, einschlieÿlich der Mathematischen Logik und
der Grundlagenforschung, sowie die Mathematische Physik prägte. Auf dem In-
ternationalen Mathematikerkongreÿ in Paris 1900 formulierte er 23 Probleme,
die für die Mathematik im 20. Jahrhundert richtungweisend wurden.

Wir kommen zur Konstruktion stetiger Abbildungen durch gleichmäÿig
konvergente Folgen.

De�nition: Es seien X und Y metrische Räume. Eine Folge von Abbil-
dungen fk : X ! Y heiÿt gleichmäÿig konvergent auf X, wenn es zu jedem
" > 0 ein N(") gibt so, daÿ gilt:

dY
�
fk(x); fl(x)

�
< " für alle x 2 X und k; l � N("):



24 1 Elemente der Topologie

Wir setzen nun zusätzlich voraus, Y sei vollständig. Für jedes x 2 X
ist dann

�
fk(x)

�
eine Cauchyfolge in Y . Wegen der Vollständigkeit von Y

konvergiert diese. Durch limk!1 fk(x) =: f(x) wird also eine Grenzabbil-
dung f : X ! Y de�niert. Aus d

�
fk(x); fl(x)

�
< " für alle x 2 X und alle

k; l � N(") folgt für k !1 wegen der Stetigkeit der Abstandsfunktion

d
�
f(x); fl(x)

� � " für alle x 2 X und alle l � N("):

Damit zeigt man wie in Band 1, 15.2:

Satz: Es sei Y ein vollständiger metrischer Raum. Dann de�niert eine
auf X gleichmäÿig konvergente Folge stetiger Abbildungen fk : X ! Y
eine Grenzabbildung f : X ! Y , und diese ist stetig.

Als Anwendung beweisen wir das

Fortsetzungslemma von Tietze: Jede stetige Funktion f : A ! R auf
einer abgeschlossenen Teilmenge A eines metrischen Raumes X kann zu
einer stetigen Funktion F : X ! R fortgesetzt werden.

Beweis: a) Wir zeigen zunächst die Approximationsaussage:

Zu jeder stetigen Funktion u : A ! R mit juj � a, a 2 R, gibt es eine
stetige Funktion v : X ! R mit jvj � 1

3a auf X und ju� vj � 2
3a auf A.

Beweis der Approximationsaussage im Fall a 6= 0: Sei

A� :=
n
x 2 A

��� u(x) � �a

3

o
; A+ :=

n
x 2 A

��� u(x) � a

3

o
:

A� und A+ sind punktfremde abgeschlossene Mengen. Sind beide nicht
leer, so wählen wir eine stetige Funktion g : X ! [�1; 1] mit g jA� = �1
und g jA+ = 1, etwa

g(x) :=
d(x;A�)� d(x;A+)

d(x;A�) + d(x;A+)
:

In den Fällen A+6= ?,A�= ?und A+= ?wählen wir g := 1 bzw. g := �1.
In allen Fällen leistet dann v :=

1

3
ag die gewünschte Approximation.

b) Beweis des Lemmas unter der zusätzlichen Voraussetzung jf j < 1. Wir
de�nieren induktiv eine Folge stetiger Funktionen fk : X ! R mit

��f(x)� fk(x)
�� � �2

3

�k
für alle x 2 A:

Wir beginnen mit f0 := 0.
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Sei nun fk wie gewünscht de�niert. Dann gibt es nach der Approxima-
tionsaussage a) zu f � fk eine stetige Funktion vk auf X mit��f � fk � vk

�� � �2
3

�k+1

auf A und
��vk�� � 1

3

�
2

3

�k
auf X:

Wir setzen fk+1 := fk + vk. fk+1 ist eine stetige Funktion auf X mit der
gewünschten Approximationsgüte.
Die Folge (fk) sei wie angegeben de�niert. Dann gilt weiter:

(i) (fk) konvergiert auf A punktweise gegen f .
(ii) (fk) konvergiert auf X gleichmäÿig, da für alle x 2 X und p > q

��fp(x)� fq(x)
�� = ����p�1P

k=q

vk(x)

���� � 1P

k=q

1

3
�
�
2

3

�k
=
�
2

3

�q
:

Die Grenzfunktion F der Folge (fk) ist also stetig auf X und stimmt auf
A mit f überein.
c) Beweis des Lemmas im allgemeinen Fall. Wir führen ihn auf Fall b)
zurück. Sei dazu h : R ! (�1; 1) ein Homöomorphismus, etwa wie in (5).
Die Funktion ' := h Æ f erfüllt j'j < 1, besitzt also nach b) eine stetige
Fortsetzung � auf X. Die Funktion F := h�1 Æ � ist dann eine stetige
Fortsetzung von f . 2

V. Lineare Abbildungen. Die Operatornorm

Nach I. Beispiel 1 ist eine lineare Abbildung eines normierten Vektorrau-
mes V in einen anderen Lipschitz-stetig, falls dimV < 1. Dagegen kann
eine lineare Abbildung unstetig sein, falls dimV =1. Zum Beispiel ist die
Di�erentiation D: C 1[0; 1] ! C, Df := f 0(0), in dem mit der Supremums-
norm versehenen Raum C 1[0; 1] unstetig, da die Normen der Funktionen
fn(x) :=

�
sinn2x

�
=n eine Nullfolge bilden, während die Folge der Ablei-

tungen f 0n(0) divergiert.

Lemma: Es seien V;W normierte Vektorräume. Eine lineare Abbildung
A : V ! W ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante C gibt so, daÿ
kAxk � C kxk für alle x 2 V gilt. In diesem Fall ist A sogar Lipschitz-
stetig.

Beweis: Es sei C eine Konstante wie angegeben. Aus Linearitätsgründen
gilt dann



Ax�Ax0

 � C


x�x0

; d. h., A ist Lipschitz-stetig. Sei nun A

(wenigstens) in 0 stetig. Dann gibt es zu " = 1 ein Æ > 0 so, daÿ kA�k � 1
gilt für � 2 V mit k�k � Æ. Damit folgt für alle x 2 V , x 6= 0,

kAxk =
kxk
Æ

�




A�Æ � x

kxk
�



 � 1

Æ
kxk : 2
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Die Operatornorm. Es seien V undW normierte Vektorräume über K,
und L(V;W ) bezeichne den Vektorraum der stetigen K-linearen Abbildun-
gen von V in W . Auf L(V;W ) führt man die sogenannte Operatornorm
ein. (Lineare Abbildungen heiÿen auch lineare Operatoren.) Man de�niert
dazu für eine stetige lineare Abbildung A : V !W

(9) kAkL(V;W ) := sup
�kAxkW �� x 2 V; kxkV � 1

	
:

Nach dem Lemma ist kAkL(V;W ) < 1. Die Zahl kAkL(V;W ), für die wir,
wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, auch nur kAk schreiben, heiÿt
Operatornorm von A. Sie hängt von der Norm auf V und der Norm auf W
ab. Geometrisch ist die Operatornorm als gröÿter �Dehnungskoe�zient�

der Abbildung zu deuten; wegen
Ax

kxk
= A

�
x

kxk

�
gilt nämlich auch

kAk = sup

�kAxkW
kxkV

���� x 2 V; x 6= 0

�
:

Durch (9) ist in der Tat eine Norm auf L(V;W ) erklärt: (N1) und (N2)
sind o�ensichtlich erfüllt; (N3) folgt aus der für alle x 2 V mit kxk � 1
gültigen Abschätzung



(A+B)x


 � kAxk+ kBxk � kAk+ kBk.

Eigenschaften der Operatornorm:

1. Für alle x 2 V gilt

(10) kAxk � kAk � kxk :

2. In der Situation U
B�! V

A�!W , in der U; V;W normierte Räume und
A;B stetige lineare Operatoren sind, gilt die Ungleichung

(11) kABk � kAk � kBk :

Nach (10) gilt nämlich kABxk � kAk � kBxk � kAk � kBk � kxk.
Beispiel 1: Es sei

�
V;� ; 	

�
ein euklidischer Vektorraum und A : V ! K

die einem Element v 2 V mittels Ax := �v; x	 zugeordnete Linearform.
Wegen jAxj � kvk � kxk und A

�
v= kvk� = kvk, falls v 6= 0, hat A die

Operatornorm kAk = kvk.
Beispiel 2: Die Zeilensummennorm auf L(Kn;Km). Darunter versteht man
die zu den Maximumsnormen auf Kn und Km gehörende Operatornorm.
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Diese hat für eine lineare Abbildung A : Kn ! Km mit der Matrix (aij)
den Wert:

(12) kAk = max
i

nX
j=1

jaij j :

Beweis: Für x = (x1; : : : ; xn) mit jxj j � 1 besteht die Abschätzung

kAxk1 = max
i

�����
nX
j=1

aijxj

����� � max
i

nX
j=1

jaij j =: M:

Der Wert M wird auch erreicht: Wir wählen i0 so, daÿ M =
Pn

j=1 jai0j j,
und setzen �j := jai0j j =ai0j , falls ai0j 6= 0 ist, und sonst �j := 1. Dann hat
� :=

�
�1; : : : ; �n

�
die Norm k�k1 = 1, und es gilt kA�k1 = M . 2

Den Vektorraum L(Kn;Km) identi�zieren wir stets mit dem Vektor-
raum Km�n der m � n-Matrizen mit Elementen in K. Dabei wird eine
Operatornorm auf L(Kn;Km) auch als Norm auf Km�n aufgefaÿt und
dann ebenfalls als Operatornorm bezeichnet. Wegen der Äquivalenz aller
Normen auf Km�n erhält man:

Lemma: Eine Folge von Matrizen Ak 2 Km�n konvergiert in einer Ope-
ratornorm gegen die Matrix A 2 Km�n genau dann, wenn sie komponen-
tenweise gegen A konvergiert.

In der Di�erentialrechnung bekommen wir es mit Funktionen auf einem
metrischen Raum X mit Werten in L(V;W ) zu tun. Die Frage der Stetig-
keit solcher Funktionen bezieht sich stets auf die von der Operatornorm in
L(V;W ) erzeugte Topologie. Im Fall endlich-dimensionaler Vektorräume
V und W hat man dafür einen hilfreichen Test:

Stetigkeitstest: Seien V und W endlich-dimensional. Eine Funktion
' : X ! L(V;W ) ist genau dann stetig, wenn für jeden Vektor v 2 V
die Funktion X !W , x 7! '(x)v, stetig ist.

Beweis: Es genügt, den Fall V = Kn und W = Km zu betrachten, da
jeder Isomorphismus L(V;W ) ! Km�n wegen dimL(V;W ) < 1 auch
ein Homöomorphismus ist. Nun ist eine Abbildung ' : X ! Km�n genau
dann stetig, wenn ihre mn Komponentenfunktionen '�� : X ! K stetig
sind. Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn die n Abbildungen

x 7!

0B@'1�(x)
...

'm�(x)

1CA = '(x)e�

stetig sind; dabei seien e1; : : : ; en die Standardbasisvektoren desKn. Damit
ergibt sich sofort das angegebene Kriterium. 2
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1.4 Kompakte Räume

Wichtige Aussagen der Analysis erhält man in vielen Fällen bereits auf-
grund der Kompaktheit der involvierten Räume. In Band 1 haben wir
Teilmengen von R als kompakt bezeichnet, wenn sie zugleich abgeschlossen
und beschränkt sind; dort haben wir auch gezeigt, daÿ diese Mengen ge-
rade diejenigen sind, welche die Heine-Borelsche Überdeckungseigenschaft
besitzen. Bei der folgenden Verallgemeinerung de�nieren wir Kompakt-
heit durch die genannte Überdeckungseigenschaft. Für Teilmengen eines
endlich-dimensionalen normierten Vektorraumes erweist sich diese wieder
als gleichwertig mit der Eigenschaft, abgeschlossen und beschränkt zu sein.

I. Kompaktheit

Unter einer o�enen Überdeckung eines metrischen Raumes X versteht man
eine Familie fUigi2I o�ener Mengen in X derart, daÿ jeder Punkt x 2 X
in mindestens einem Ui liegt; dabei ist I irgendeine Indexmenge.

De�nition: Ein metrischer RaumX heiÿt kompakt, wenn aus jeder (wohl-
gemerkt: aus jeder) vorgegebenen o�enen Überdeckung fUigi2I von X
endlich viele Ui1 ; : : : ; Uir so ausgewählt werden können, daÿ auch diese X
überdecken:

X = Ui1 [ � � � [ Uir :
Eine Menge K � X heiÿt kompakt, wenn sie als Teilraum kompakt ist;
Letzteres bedeutet: Aus jeder Familie fUigi2I o�ener Mengen in X mit
K � Si2I Ui können endlich viele Ui1 ; : : : ; Uir so ausgewählt werden, daÿ
K � Ui1 [ � � � [ Uir . (Heine-Borelsche Überdeckungseigenschaft)

De�nition: Ein metrischer Raum X heiÿt folgenkompakt, wenn jede
Folge von Punkten in X eine konvergente Teilfolge besitzt. Eine Teilmenge
K � X heiÿt folgenkompakt, wenn sie als Teilraum folgenkompakt ist; d. h.,
wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
in K liegt. (Bolzano-Weierstraÿ-Eigenschaft)

Lemma: Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt:
a) Ist X kompakt, so ist X auch folgenkompakt.
b) Jede folgenkompakte Menge K � X ist beschränkt und abgeschlossen.

Eine Menge M � X heiÿt beschränkt, wenn es eine Kugel Kr(b) gibt mit
M � Kr(b).

Beweis: a) Sei (ak) eine Folge in X und A := fak j k 2 Ng. Ist die Men-
ge A endlich, so hat die Folge (ak) sogar eine konstante Teilfolge. Sei die
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Menge A nun unendlich. Wir zeigen zunächst, daÿ sie einen Häufungs-
punkt in X hat. Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann hat jeder
Punkt x 2 X eine o�ene Umgebung U(x), die nur endlich viele Punkte
aus A enthält. Die Umgebungen U(x), x 2 X, bilden eine o�ene Über-
deckung von X. Als kompakter Raum wird X bereits von gewissen endlich
vielen U(x1); : : : ; U(xr) überdeckt. Somit enthält auch A nur endlich viele
Punkte. Widerspruch!

Sei nun a 2 X ein Häufungspunkt von A. Dann enthält für jedes � 2 N
die Kugel K1=�(a) unendlich viele Punkte aus A. Es gibt also eine streng
monoton wachsende Indexfolge (k�), so daÿ d(ak� ; a) < 1=� gilt. Die Teil-
folge (ak�) hat dann den Grenzwert a 2 X.

b) Wäre K nicht beschränkt, so gäbe es bei beliebigem b 2 X eine Folge
(xk) in K mit d(xk; b) > k. Diese Folge aber hätte keine konvergente
Teilfolge. Wäre K nicht abgeschlossen, so gäbe es eine konvergente Folge
in K, deren Grenzwert nicht in K liegt. Dann läge auch der Grenzwert
jeder ihrer Teilfolgen auÿerhalb von K. 2

Bemerkung: Man kann für einen beliebigen metrischen Raum X auch
die Umkehrung von a) zeigen. Dagegen gilt die Umkehrung von b) nicht
allgemein. Ein Beispiel liefert der Raum C [0;�] mit der Supremumsnorm.
Die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) =

�
f 2 C [0;�]

�� kfk[0;�] � 1
	

dieses Raumes ist nicht folgenkompakt und damit auch nicht kompakt.
Sonst hätte die Folge der Funktionen ek 2 K1(0), ek(x) := eikx, eine
konvergente Teilfolge, was wegen




ek� el




[0;�]

= 2 für alle k 6= l nicht der

Fall ist. Die Umkehrung der Aussage b) gilt jedoch, falls X ein endlich-
dimensionaler normierter Raum ist.

Satz: Für eine Teilmenge K � V eines endlich-dimensionalen normier-
ten Raumes V sind folgende Aussagen äquivalent:
1. K ist abgeschlossen und beschränkt.
2. K ist kompakt.
3. K ist folgenkompakt.

Beweis: Nach dem Lemma ist nur noch 1 ) 2 zu zeigen.

a) Wir behandeln zunächst den Fall V = Rn. Angenommen, fUig sei eine
o�ene Überdeckung von K derart, daÿ K nicht von endlich vielen der Ui
überdeckt wird. Als beschränkte Menge liegt K in einem abgeschlossenen
Würfel W ; dessen Kantenlänge sei s. Wir zerlegen den Würfel W in 2n

abgeschlossene Würfel der halben Kantenlänge und �nden einen Teilwür-
fel W1 derart, daÿ auch K \W1 nicht von endlich vielen der Ui überdeckt
wird. Durch Wiederholung dieses Verfahrens �ndet man eine Folge abge-
schlossener Würfel Wk der Kantenlänge s=2k mit W1 � W2 � W3 � � � �
und der Eigenschaft:
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(�) Keine der Mengen K \Wk; k 2 N; wird von
endlich vielen der Ui überdeckt.

K und einige Wk

Wir wählen dann in jeder Menge K \ Wk einen Punkt xk. Nach Kon-
struktion der Würfelfolge (Wk) ist (xk) eine Cauchyfolge. Deren Grenzwert
a 2 Rn liegt wegen der Abgeschlossenheit vonK in K. a liegt auch in einer
o�enen Menge U der Überdeckung. Diese Menge U enthält fast alle Würfel
Wk, insbesondere fast alle Durchschnitte K \Wk im Widerspruch zu (�).
b) Den allgemeinen Fall führen wir nun mit Hilfe eines Isomorphismus
' : V ! Rn auf den Fall a) zurück. Da ' auch ein Homöomorphismus ist,
gelten für K � V die Äquivalenzen:

K hat die Heine-Borel-Eigenschaft () '(K) hat diese;

K hat die Bolzano-Weierstraÿ-Eigenschaft () '(K) hat diese;

K ist abgeschlossen () '(K) ist abgeschlossen;
und da ' und '�1 nach 1.3.I. Beispiel 1 Lipschitz-stetig sind, gilt ferner:

K ist beschränkt () '(K) ist beschränkt:

Diese Äquivalenzen reduzieren den Satz auf den Fall a). 2

Beispiel: Die Gruppe O(n) der orthogonalen n� n-Matrizen ist kompakt.
Dabei ist O(n) als Teilraum von Rn�n aufzufassen.

O(n) ist beschränkt, da O(n) in der Einheitskugel K1(0) � Rn�n bezüg-
lich der Maximumsnorm liegt. Auÿerdem ist O(n) abgeschlossen, da die
Matrizen durch die n2 Polynomgleichungen XXT = E de�niert sind.

Satz: Jede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten Raumes X ist
kompakt.

Beweis: Sei fUigi2I eine Familie o�ener Mengen in X mit A � Si2I Ui.
Dann bilden die o�ene Menge X n A und die Mengen Ui, i 2 I, eine
o�ene Überdeckung von X. Mit geeignet ausgewählten Ui1 ; : : : ; Uis gilt
also X = (X n A) [ �Ui1 [ � � � [ Uis

�
; danach wird A von Ui1 [ � � � [ Uis

überdeckt. 2

II. Stetige Abbildungen kompakter Räume

Wichtige Existenzaussagen der Analysis beruhen auf Eigenschaften steti-
ger Abbildungen kompakter Räume, insbesondere auf dem Satz von der
Annahme eines Maximums und dem Satz von der gleichmäÿigen Stetigkeit.
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Beide Sätze wurden für kompakte Teilmengen K � C bereits in Band 1
gezeigt. Wir verallgemeinern sie nun auf Abbildungen kompakter Räume.

Satz: Sei f : X ! Y eine stetige Abbildung eines kompakten Raumes X
in einen beliebigen Raum Y . Dann ist auch das Bild f(X) kompakt.

Beweis: Sei fVig eine o�ene Überdeckung von f(X). Die Mengen Ui :=
f�1(Vi) bilden dann ein o�ene Überdeckung von X. Gewisse endlich viele
Ui1 ; : : : ; Uir dieser Urblider überdecken X, deren Bilder Vi1 ; : : : ; Vir also
der Bildmenge f(X). 2

Folgerung (Satz vom Maximum und Minimum): Jede stetige Funk-
tion f : X ! R auf einem kompakten Raum X nimmt ein Maximum und
ein Minimum an.

Beweis: Das Bild f(X) � R ist beschränkt, hat also ein Supremum M
und ein In�mum m. Ferner ist f(X) abgeschlossen; also sind M und m
Elemente von f(X). 2

Beispiel: Als Abstand zweier nicht leerer Teilmengen K und A eines
metrischen Raumes (X; d) de�niert man die Zahl

d(K;A) := inf
�
d(k; a)

�� k 2 K; a 2 A
	
:

Wir zeigen: Ist K kompakt, A abgeschlossen und K \ A leer, so gibt es
einen Punkt p 2 K mit d(p;A) = d(K;A); insbesondere ist d(K;A) > 0.

Beweis: Die Funktion x 7! d(x;A) ist stetig und nimmt auf K ein Mini-
mum an; es gibt also einen Punkt p 2 K mit d(p;A) = d(K;A). Da p nicht
in A liegt und A abgeschlossen ist, gibt es eine Kugel Kr(p), die A nicht
schneidet. Folglich ist d(p; a) � r für a 2 A, also d(p;A) � r. 2

Die analoge Aussage im Fall zweier nur abgeschlossener Mengen kann
falsch sein. Zum Beispiel haben das Achsenkreuz A =

�
(x; y)

�� xy = 0
	
in

R2 und die Hyperbel H =
�
(x; y)

�� xy = 1
	
den Abstand 0.

De�nition: Seien X, Y metrische Räume. Eine Abbildung f : X ! Y
heiÿt gleichmäÿig stetig auf X, wenn es zu jedem " > 0 ein Æ > 0 gibt so,
daÿ für jedes Punktepaar x1; x2 2 X mit dX(x1; x2) < Æ gilt:

dY
�
f(x1); f(x2)

�
< ":

Satz: Eine stetige Abbildung f : X ! Y eines kompakten metrischen
Raumes X in einen metrischen Raum Y ist sogar gleichmäÿig stetig.

Beweis wörtlich wie in Band 1, 7.5.
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III. Produkträume mit kompaktem Faktor

Tubenlemma: Es sei X ein beliebiger und K ein kompakter metrischer
Raum. Sei ferner W � X � K eine o�ene Menge, die die �Faser� über
dem Punkt x0 2 X, d. h. die Menge fx0g �K, enthält. Dann gibt es eine
Umgebung U � X von x0 derart, daÿ U �K �W .

x0 U X

K

U�K

W

X �K

Jede Umgebung W einer kompakten Faser fx0g �K

enthält eine Tubenumgebung U �K

Beweis: Zu jedem Punkt (x0; y), y 2 K, wähle man o�ene Umgebungen
Uy von x0 in X und Vy von y in K mit Uy �Vy �W . Die Gesamtheit der
Vy, y 2 K, bildet eine o�ene Überdeckung von K. Als kompakter Raum
wird K bereits von gewissen endlich vielen Vy1 ; : : : ; Vyr überdeckt. Dann
ist U := Uy1 \ � � � \ Uyr eine Umgebung von x0 mit U �K �W . 2

Folgerung: Das Produkt K � L kompakter Räume K und L ist kompakt.

Beweis: Sei fWig eine o�ene Überdeckung von K�L. Jede Faser fxg�L,
x 2 K, wird bereits von gewissen endlich vielen Wi; x überdeckt. Diese
Wi; x überdecken nach dem Tubenlemma eine Menge der Gestalt Ux � L,
wobei Ux eine o�ene Umgebung von x ist. Geeignete endlich viele der
Ux überdecken K. Insgesamt �ndet man so endlich viele Wi, die K � L
überdecken. 2

Anwendung: Stetigkeit parameterabhängiger Integrale. Wichtige Funk-
tionen der Analysis kann man als parameterabhängige Integrale darstellen;
zum Beispiel die Gammafunktion, siehe 8.4, oder die sogenannten Bessel-
funktionen Jn : R! R, n 2 Z; diese besitzen die Darstellung

Jn(x) =
1

�

�?

0

cos
�
x sin t� nt

�
dt:

Wir beweisen mit Hilfe des Tubenlemmas einen Stetigkeitssatz für para-
meterabhängige Integrale im Fall eines kompakten Integrationsintervalls.
Den Fall eines nicht kompakten Integrationsintervalls behandeln wir erst
in der Integrationstheorie; siehe 8.4.
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Es sei f : X�[a; b]! C eine stetige Funktion auf dem Produkt eines me-
trischen Raumes X und eines kompakten Intervalls [a; b] � R. Integration
längs der �Fasern� fxg � [a; b] ergibt eine Funktion

F : X ! C; F (x) :=

b?

a

f(x; t) dt:

Satz: Die Funktion F ist stetig.

Beweis: Wir beweisen die Stetigkeit in x0 2 X. Sei " > 0 gegeben. Die
Funktion '(x; t) := f(x; t) � f(x0; t) auf X � [a; b] verschwindet auf der
Faser fx0g � [a; b] und ist stetig. Daher ist die Menge

W :=
�
(x; t) 2 X � [a; b]

�� j'(x; t)j < "
	

eine o�ene Umgebung von fx0g� [a; b]. W enthält eine Menge der Gestalt
U � [a; b], wobei U eine Umgebung von x0 ist. Für x 2 U gilt dann��F (x)� F (x0)

�� � b?

a

��f(x; t)� f(x0; t)
�� dt � ��b� a

�� � ": 2

Falls auch X ein kompaktes Intervall ist, X = [c; d], kann F darüber
integriert werden. Dadurch erhält man das sogenannte iterierte Integral

d?

c

 
b?

a

f(x; y) dy

!
dx =

d?

c

F (x) dx:

In 7.4 werden wir sehen, daÿ dieses den Wert des 2-dimensionalen Integrals
der stetigen Funktion f auf dem Rechteck [c; d]� [a; b] darstellt.

1.5 Zusammenhang

Der Zwischenwertsatz für stetige Funktionen in der Version von Band 1
setzt als De�nitionsbereich ein Intervall voraus. Wir verallgemeinern die-
sen wichtigen Satz jetzt auf stetige Abbildungen, deren De�nitionsbereich
zusammenhängend ist.

De�nition: Ein metrischer Raum X heiÿt zusammenhängend, wenn es
keine Zerlegung X = U [V gibt, in der U und V disjunkt, o�en und nicht
leer sind. Eine Teilmenge X0 � X heiÿt zusammenhängend, wenn sie es
als Teilraum ist.

Beispiel: Die Hyperbel H =
�
x 2 R2

�� x21 � x22 = 1
	
hängt nicht zusam-

men: Ihre beiden Äste H+ = H \ (R+ � R) und H� = H \ (R� � R)
bilden eine Zerlegung in nicht leere, punktfremde, H-o�ene Teilmengen.
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Satz: Eine Menge X � R mit mindestens zwei Punkten ist genau dann
zusammenhängend, wenn sie ein Intervall ist.

Beweis: Es sei X = I ein Intervall. Angenommen, es gäbe eine Zerlegung
I = U [ V , in der U und V disjunkte, I-o�ene, nicht leere Mengen sind.
Wir wählen dann Punkte u 2 U und v 2 V , wobei wir u < v annehmen
dürfen. Da I ein Intervall ist, liegt [u; v] in I. Sei s := sup

�
[u; v] \ U

�
.

Da U = I n V in I abgeschlossen ist, liegt s in U . Damit folgen s < v
und (s; v] � V . Andererseits gehört wegen der O�enheit von U in I ein
gewisses Intervall [s; s+ ") zu U . Wir erhalten also einen Widerspruch zu
U \ V = ?.

Umgekehrt sei X kein Intervall. Dann gibt es Punkte u; v 2 X und
zwischen diesen einen Punkt s =2 X. Die Mengen U := X \ (�1; s) und
V := X \ (s;1) sind dann disjunkt, X-o�en und nicht leer, und es gilt
U [ V = X. Somit hängt X nicht zusammen. 2

Satz: Das Bild f(X) eines zusammenhängenden Raumes X unter einer
stetigen Abbildung f : X ! Y ist zusammenhängend.

Beweis: Andernfalls gäbe es disjunkte, nicht leere, f(X)-o�ene Mengen U
und V mit f(X) = U [V , und man erhielte in X = f�1(U)[ f�1(V ) eine
analoge Zerlegung von X. Widerspruch! 2

Folgerung (Zwischenwertsatz): Es sei X ein zusammenhängender
Raum und f : X ! R eine stetige Funktion auf ihm. Ferner seien a und b
Punkte in X. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: Im Fall f(a) 6= f(b) ist f(X) ein Intervall. 2

In der Analysis spielt noch ein weiterer Zusammenhangsbegri� eine
Rolle.

De�nition: Ein metrischer Raum X heiÿt wegzusammenhängend, wenn
es zu je zwei Punkten a; b 2 X eine stetige Kurve 
 : [�;�] ! X mit

(�) = a und 
(�) = b gibt. Man sagt dann, 
 verbinde a und b.

Beispiel 1: Jede konvexe Menge X in einem normierten Vektorraum ist
wegzusammenhängend. X heiÿt konvex, wenn mit je zwei Punkten a und
b 2 X auch die Verbindungsstrecke [a; b] :=

�
a+ t(b� a)

�� t 2 [0; 1]
	
in X

liegt. 
(t) := a+ t(b� a), t 2 [0; 1], de�niert dann eine Verbindungskurve.

Beispiel 2: Für n � 2 sind Rn n f0g und die Sphäre Sn�1 wegzusammen-
hängend.

Beweis: Seien a; b 2 Rn n f0g. Wegen n � 2 gibt es einen weiteren Punkt
c 2 Rn derart, daÿ 0 weder auf der Strecke [a; c] noch auf der Strecke [c; b]
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liegt. Der Streckenzug 
 : [0; 2] ! Rn n f0g,


(t) :=

�
a+ t(c� a) für t 2 [0; 1];

c+ (t� 1)(b� c) für t 2 [1; 2];

verbindet dann a und b. Liegen a und b auf Sn�1, so ist 
= k
k2 eine Kurve
auf Sn�1, die a und b verbindet. 2

Lemma: Jeder wegzusammenhängende Raum X ist zusammenhängend.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Zerlegung X = U [ V in disjunkte,
nicht leere, o�ene Mengen. Wir verbinden dann Punkte u 2 U und v 2 V
mit einer stetigen Kurve 
 : [0; 1] ! X und erhalten in 
�1(U) [ 
�1(V )
eine Zerlegung des Intervalls [0; 1] in disjunkte, nicht leere, [0; 1]-o�ene
Teilmengen. Eine solche gibt es aber nicht. 2

Satz: Jede zusammenhängende o�ene Menge X in einem normierten
Vektorraum ist wegzusammenhängend. Je zwei Punkte a; b 2 X können
sogar durch einen Streckenzug in X verbunden werden.

Letzteres besagt: Es gibt Punkte a0 := a; a1; : : : ; ak := b derart, daÿ jede
Verbindungsstrecke [ai�1; ai] in X liegt.

Beweis: Wir betrachten die Menge

U :=
�
x 2 X

�� Es gibt einen Streckenzug in X von a nach x
	
:

U hat folgende Eigenschaften:

(i) U ist o�en. Denn jede Kugel K(u) � X mit Mittelpunkt u 2 U liegt
ganz in U : Setzt man nämlich für x 2 K(u) einen Streckenzug in X
von a nach u mit der Strecke [u;x] zusammen, so erhält man einen
Streckenzug in X von a nach x.

(ii) V := X n U ist o�en. Denn jede Kugel K(v) � X mit Mittelpunkt
v 2 V liegt ganz in V : Sonst gäbe es einen Streckenzug in X von a zu
einem Punkt x 2 K(v) und damit auch zum Mittelpunkt v.

Nach (i) und (ii) ist X = U[V eine Zerlegung in disjunkte, o�ene Mengen.
Da U wegen a 2 U nicht leer ist und da X zusammenhängt, ist U = X. 2

Bemerkung: Der Satz gilt nicht für beliebige zusammenhängende Teilmen-
gen eines normierten Raumes. Zum Beispiel ist die Menge in R2, die aus
dem Nullpunkt und demGraphen der Funktion sin 1=x, x > 0, besteht, zu-
sammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend; Beweis als Aufgabe.

De�nition: Eine zusammenhängende o�ene Menge in einem normierten
Raum heiÿt Gebiet.
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Wir bringen noch ein weiteres Beispiel. Dieses hat für den Orientierungs-
begri� in endlich-dimensionalen R-Vektorräumen eine groÿe Bedeutung;
siehe 13.4. Es seien

� GL(n;R) die Gruppe der rellen n� n-Matrizen A mit detA 6= 0,

� GL+(n;R) die Gruppe der rellen n� n-Matrizen A mit detA > 0.

GL(n;R) und GL+(n;R) fassen wir als Teilräume von Rn�n auf.

Satz: Die Gruppe GL(n;R), n � 1, ist nicht zusammenhängend; die Un-
tergruppe GL+(n;R) hingegen ist zusammenhängend.

Beweis (von Thomas Honold): GL(n;R) ist nicht zusammenhängend. An-
dernfalls wäre das Bild unter der stetigen Abbildung det : GL(n;R) ! R

zusammenhängend; tatsächlich aber ist dieses Bild R�. Dem Nachweis, daÿ
GL+(n;R) zusammenhängt, stellen wir zwei Hilfssätze voran.

Hilfssatz 1: Es seien U; V 2 GL+(n;R) Matrizen derart, daÿ V U�1

keinen negativen Eigenwert hat. Dann liegt die ganze Verbindungsstrecke
[U ;V ] :=

�
tU + (1� t)V

�� t 2 [0; 1]
	
in GL+(n;R).

Beweis: Zu zeigen ist, daÿ D(t) := det(tU + (1 � t)V ) > 0 für t 2 [0; 1].
Wegen der Stetigkeit der Funktion D und D(0) > 0, D(1) > 0 genügt es
zu zeigen, daÿ D in (0; 1) keine Nullstelle hat. Nun gilt für t 2 (0; 1)

D(t) = (t� 1)n detU � det
�

t

t� 1
E � V U�1

�
= (t� 1)n detU � �

�
t

t� 1

�
;

dabei bezeichnet � das charakteristische Polynom von V U�1. Nach Vor-

aussetzung ist �(t=(t�1)) 6= 0 für t 2 (0; 1). Damit folgt die Behauptung.2

Hilfssatz 2: Jede Matrix A 2 GL+(n;R) besitzt eine Darstellung

A = T 2B mit T;B 2 GL+(n;R);

wobei T und B keine negativen Eigenwerte haben.

Beweis: Wegen detA > 0 ist die Anzahl der negativen Eigenwerte von A
gerade. Diese Eigenwerte seien �1; : : : ; �2k. Nach einem einfachen Reduk-
tionssatz, siehe etwa [9] Kapitel 8.3.3, gibt es ein V 2 GL(n;R) so, daÿ
V �1AV die Gestalt

V �1AV =

�
� �
0 C

�
=: A0

hat, wobei � eine obere Dreiecksmatrix ist mit �1; : : : ; �2k in der Diagonale
und C keine negativen Eigenwerte hat. Es genügt, den Hilfssatz für A0 zu
zeigen.
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Sei T die n� n-Matrix mit k Kästchen I =
�
0 �1
1 0

�
und der (n� 2k)-

reihigen Einheitsmatrix En�2k längs der Diagonale:

T := Diag(I; : : : ; I| {z }
k�mal

; En�2k):

T hat keine negativen Eigenwerte; ferner gilt

T 2 =

��E2k 0
0 En�2k

�
und B := T�2A0 =

��� �
0 C

�
:

Da auch B keine negativen Eigenwerte hat, ist der Hilfssatz damit bewie-
sen. 2

Wir kommen zum Nachweis, daÿ GL+(n;R) zusammenhängt. Wir zei-
gen dazu, daÿ jedes A 2 GL+(n;R) mit der Einheitsmatrix E durch
einen Streckenzug in GL+(n;R) verbunden werden kann; das genügt. Sei
A = T 2B eine Darstellung wie in Hilfssatz 2. Dann ist [E;B], [B;TB],
[TB;T 2B] ein Streckenzug von E nach A, der nach Hilfssatz 1 ganz in
GL+(n;R) liegt. 2

Der Zusammenhang stellt eine wichtige topologische Invariante dar:
Sind X und Y homöomorphe Räume, so ist X genau dann zusammen-
hängend, wenn das für Y zutri�t. Diese Tatsache ermöglicht es manchmal,
zwei Räume als nicht homöomorph zu erkennen. Wir demonstrieren das
an einem für die Dimensionstheorie bedeutsamen Beispiel.

Cantor entdeckte 1878, daÿ R bijektiv auf R2 abgebildet werden kann.
Ferner zeigte Peano 1890, daÿ es stetige surjektive Abbildungen des Inter-
valls I = [0; 1] auf das Quadrat I2 gibt; siehe Band 1, 12.10, Aufgabe 14.
Die Abbildung von Cantor ist nicht stetig, die von Peano nicht bijektiv.
Erst 1911 bewies Brouwer, daÿ es keine homöomorphe Abbildung von Rm

auf Rn gibt, wennm 6= n ist. Der Beweis benützt Hilfsmittel, die hier nicht
zur Verfügung stehen. Immerhin können wir aufgrund der Invarianz des
Zusammenhangs den Satz für m=1 zeigen; für m=2 siehe 5.6Aufgabe 13.

Satz: Rn ist für n > 1 nicht homöomorph zu R.

Beweis: Für n > 1 ist Rn n f0g nach Beispiel 2 zusammenhängend, die
Menge R n fyg jedoch für keinen Punkt y 2 R, da sie kein Intervall ist.
Gäbe es einen Homöomorphismus f : Rn ! R, so induzierte dieser aber
einen Homöomorphismus Rn n f0g ! R n ff(0)g. 2

L.E. Brouwer (1891�1961). Begründer des Intuitionismus. Von ihm stammen
wichtige Beiträge zur Topologie, insbesondere zur Dimensionstheorie. Die Klä-
rung des Dimensionsbegri�es war im Anschluÿ an die Mengenlehre von Cantor
unausweichlich geworden. Vgl. Band 1, 5.8 Aufgabe 20.
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1.6 Potenzreihen in Banachalgebren

Unter einer Reihe
1P
k=1

xk, xk 2 V , in einem Banachraum V versteht man

wie im Fall V = C die Folge der Partialsummen Sn =
Pn

k=1 xk. Die
Reihe heiÿt konvergent, wenn die Folge (Sn) konvergiert; gegebenenfalls
heiÿt deren Grenzwert Wert der Reihe, und man schreibt auch für die-
sen

P1
k=1 xk. Ferner heiÿt die Reihe absolut konvergent , falls die Reihe

der Normen
P1

k=1 kxkk konvergiert. Die Folge der Partialsummen einer
absolut konvergenten Reihe ist o�ensichtlich eine Cauchyfolge. Somit gilt:

Satz 1: Jede absolut konvergente Reihe in einem Banachraum konvergiert.

Wir betrachten im weiteren Banachräume, die zusätzlich eine mit der
Norm verträgliche multiplikative Struktur aufweisen.

De�nition: Ein normierterK-VektorraumA heiÿt normierte K-Algebra,
wenn in ihm eine bilineare und assoziative, aber nicht notwendig kommu-
tative Verknüpfung (Multiplikation) A � A ! A , (x; y) 7! xy, erklärt
ist und die Norm die multiplikative Dreiecksungleichung

(N4) kxyk � kxk � kyk
erfüllt. Eine normierte Algebra, die zugleich ein Banachraum ist, heiÿt
Banachalgebra.

Beispiele von Banachalgebren:

1. Jede endlich-dimensionale normierte K-Algebra. Zum Beispiel der Ma-
trizenraum Kn�n mit irgendeiner Operatornorm; allgemeiner, der Raum
L(X;X) der linearen Abbildungen eines endlich-dimensionalen normierten
Vektorraums in sich.
2. Die Algebra C [a; b] mit der Supremumsnorm.

Folgerungen aus (N4):

1. kxkk � kxkk für k = 2; 3; : : :

2. Aus xk ! x und yk ! y folgt xkyk ! xy. Insbesondere gilt für jede
konvergente Reihe und jedes Element a 2 A a (

P1
k=1 xk) =

P1
k=1 axk.

Beweis im wesentlichen wörtlich wie im Fall A = C.

Im folgenden sei A stets eine Banachalgebra mit Einselement, d. h. mit
einem Element e derart, daÿ ae = ea = a für jedes a 2 A gilt. Ein solches
Element ist eindeutig bestimmt und wird oft mit 1 bezeichnet. Die Algebra
Kn�n etwa hat als Einselement die Einheitsmatrix. Für jedes x 2 A setzen
wir x0 := 1.
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Satz 2: Sei A eine Banachalgebra über K mit Eins. Ist P (z) =
P1

k=0 akz
k

eine Potenzreihe mit Koe�zienten ak 2 K und Konvergenzradius R, so
konvergiert für jedes Element x 2 KAR (0) :=

�
x 2 A �� kxk < R

	
die Reihe

PA (x) :=

1X
k=0

akx
k

absolut. Die hierdurch erklärte Funktion PA : KAR (0) ! A ist in jeder
Kugel KAr (0) mit r < R Lipschitz-stetig: Für beliebige x; y 2 KAr (0) gilt

(13)


PA (x)� PA (y)



 � kx� yk �
1X
k=1

k jakj rk�1:

Für jedes x 2 KAR (0) ist die Funktion t 7! PA (tx) im Intervall (��; �)
di�erenzierbar (� := R= kxk bzw. � =1 für x = 0) und hat die Ableitung

(14)
d

dt
PA (tx) := lim

h!0

PA
�
(t+ h)x

�� PA (tx)

h
= x � P 0

A (tx);

dabei bezeichnet P 0 die Ableitung von P .

Beweis: Die absolute Konvergenz der Reihe PA (x) für x 2 KAR (0) folgt
wegen kakxkk � jakj � kxkk aus der absoluten Konvergenz der Reihe P (z)
für jzj < R. Die Lipschitz-Stetigkeit ergibt sich aus der für x; y 2 A mit
kxk � r und kyk � r geltenden Abschätzung kxk � ykk � kx� yk � krk�1,
und diese folgt aus der Identität xk � yk =

Pk�1
i=0 x

k�1�i(x� y) yi:

Zum Nachweis von (14) verwenden wir die Potenzreihe

�(t) :=
1X
k=0

jakj kxkk tk; t 2 (��; �):

Es sei t 2 (��; �) �xiert. Da � in jtj di�erenzierbar ist, gibt es zu jedem
" > 0 ein Æ > 0 so, daÿ�����(jtj+ h)� �(jtj)

h
� _�(jtj)

���� < "; falls jhj < Æ; h 6= 0:

Für diese h gilt dann



PA
�
(t+ h)x

�� PA (tx)

h
�x�P 0

A (tx)





 � �����(jtj+jhj)� �(jtj)
jhj � _�(jtj)

���� < ":

Daraus folgt die Behauptung. 2

Zusatz: Für jede Matrix A 2 Kn�n mit kAk < R, wobei k k eine belie-
bige Operatornorm sei, konvergiert die Reihe

P1
k=0 akA

k in dieser Norm;
sie konvergiert dann auch komponentenweise.
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Als Beispiele betrachten wir die geometrische Reihe und die Exponen-
tialreihe.

Geometrische Reihe und Inversenbildung. Es sei A eine Banachalgebra
mit Eins. Dann gilt: Für jedes Element x 2 A mit kxk < 1 hat 1� x ein
Inverses; und zwar

(1� x)�1 =
1X
n=0

xn =: GA (x):

Es ist nämlich

(1� x) �GA (x) =

1X
n=0

xn �
1X
n=0

xn+1 = 1;

und ebenso GA (x) � (1� x) = 1. 2

Die Menge der invertierbaren Elemente einer Banachalgebra A mit
Einselement bezeichnet man mit A �. A � ist mit der Multiplikation von
A als Verknüpfung eine Gruppe und heiÿt Einheitengruppe von A . Die
Einheitengruppe der Matrizenalgebra Kn�n ist die Gruppe GL(n;K); all-
gemeiner: Die Einheitengruppe in der Algebra der linearen Abbildungen
X ! X eines endlich-dimensionalen normierten Vektorraums ist die Grup-
pe L�(X;X) der Isomorphismen.

Satz 3: Die Einheitengruppe A � einer Banachalgebra A mit Eins ist
eine o�ene Menge in A , und die Inversenbildung

Inv : A � ! A
�; x 7! x�1;

ist stetig. Insbesondere ist Inv : L�(X;X)! L�(X;X) stetig.

Beweis: Sei a 2 A �. Dann enthält A � auch die Kugel um a mit dem
Radius r := 1= ka�1k. Aus kx� ak � 1= ka�1k folgt nämlich zunächst

k1� a�1xk � ka�1k � ka� xk < 1;

also ist a�1x invertierbar und damit auch x. Mithin ist A � o�en. Ferner
ist das zu x 2 Kr(a) inverse Element gegeben durch

x�1 = GA (1� a�1x) a�1:

Die durch x 7! 1 � a�1x und durch y 7! ya�1 de�nierten Abbildungen in
A sind Lipschitz-stetig und GA : K1(0)! A ist stetig nach obigem Satz.
Somit ist auch x 7! x�1 stetig. 2

Die geometrische Reihe wird oft angewendet, um Operatoren zu invertieren,
und auch als Neumannsche Reihe bezeichnet nach Carl Neumann (1832�1925),
der sie erstmals zur Lösung gewisser Integralgleichungen einsetzte.
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Die Exponentialabbildung. Wie im Fall A = C de�niert und zeigt man

exp: A ! A ; expx = ex :=

1X
k=0

xk

k!
= lim

n!1

�
1 +

x

n

�n
:

Die Exponentialabbildung in A hat dieselben charakteristischen Eigen-
schaften wie die Exponentialfunktion in C:

Satz 4: Für vertauschbare Elemente x; y 2 A , d. h. Elemente mit xy =
yx, gilt das Additionstheorem

ex+ y = ex � ey:

Insbesondere ist für jedes x 2 A durch 
(t) := etx, t 2 K, ein Homomor-
phismus 
 : K! A � de�niert. Dieser ist di�erenzierbar, und es gilt

(15) _
(t) =
�
etx
�
_ = x etx:

Beweis: Das Additionstheorem beweist man wie in Band 1, 8.1. Damit
ergibt sich auch die Invertierbarkeit von ex; es gilt nämlich ex�e�x = e0 = 1.
Die weiteren Behauptungen sind mit Satz 3 bewiesen. 2

Die Exponentialabbildung in einer Banachalgebra hat vielfältige An-
wendungen. Wegen (15) spielt sie zum Beispiel eine fundamentale Rolle bei
Systemen linearer Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten;
siehe 4.3.

Beispiele:

1. Sei � = Diag(�1; : : : ; �n) eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelemen-
ten �1; : : : ; �n. Dann ist �k = Diag(�k1 ; : : : ; �

k
n), und es ergibt sich

e� =

1X
k=0

�k

k!
= Diag(e�1 ; : : : ; e�n):

2. Sei I =

�
0 �1
1 0

�
und t 2 K. Wegen I2k = (�1)kE erhält man

etI =

�
1� t2

2!
+
t4

4!
� � � �

�
E+

�
t� t3

3!
+
t5

5!
� � � �

�
I =

�
cos t � sin t
sin t cos t

�
:

Wegen dieser Formel wird die Matrix I oft als in�nitesimale Erzeugende
der Drehgruppe bezeichnet.
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3. Sei A =

�
a �b
b a

�
= aE + bI, I wie in Beispiel 2. E und I sind ver-

tauschbar; also gilt etA = etaE � etbI für t 2 K. Mit Beispiel 1 und 2 folgt

etA = eat
�
cos bt � sin bt
sin bt cos bt

�
:

Bemerkung: Ist AB 6= BA, so hat man im allgemeinen eA+B 6= eAeB .

Zum Beispiel gilt mit A =

�
1 0
0 0

�
und B =

�
0 1
0 0

�

eAeB =

�
e e
0 1

�
und eA+B =

�
e e� 1
0 1

�
:

1.7 Aufgaben

1. Für Mengen A;B � Rn gilt

a) A [B = A [B,
b) (A \B)Æ = AÆ \BÆ.

2. Jede o�ene Menge M � Rn ist eine Vereinigung abzählbar vieler o�e-
ner Kugeln.

3. Eine Norm k k auf einem Vektorraum V wird genau dann von einem
Skalarprodukt � ; 	 induziert, d. h., es gilt kxk =

p
�x; x	, wenn sie

das Parallelogrammgesetz erfüllt:

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2 :
Welche p-Normen auf Kn werden von einem Skalarprodukt induziert?

4. Es seien I; J � R kompakte Intervalle und f : I � J ! R eine stetige
Funktion. Man zeige, daÿ die durch F (x) := supy2Jff(x; y)g de�nierte
Funktion F : J ! R stetig ist.

5. Die Funktion f : R2 ! Rmit f(0; 0) = 0 und f(x; y) := jy=x2j�e�jy=x2j
für (x; y) 6= (0; 0) ist in (0; 0) unstetig, aber die Beschränkung f jG auf
jede Gerade G durch den Nullpunkt ist stetig auf G.

6. Man zeige, daÿ die punktierte Ebene R2 n f0g = C� und der Zylin-
der Z :=

�
(x1; x2; x3)

�� x21 + x22 = 1
	 � R3 homöomorph sind. Ein

Homöomorphismus f : C� ! Z ist gegeben durch

f(z) :=

�
Re z

jzj
;
Im z

jzj
; ln jzj

�
:
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7. Es sei A � Rn�n eine nicht-singuläre, symmetrische Matrix mit k � 1
positiven Eigenwerten. Man zeige: Die Quadrik

�
x 2 Rn

�� xTAx = 1
	

ist homöomorph zu Sk�1 �Rn�k.

8. Es seien A, B nicht leere, abgeschlossene und disjunkte Teilmengen
eines metrischen Raumes X. Dann gibt es o�ene disjunkte Mengen
U; V in X mit A � U und B � V .
Hinweis: Es gibt eine stetige Funktion ' : X ! R mit ' jA = 0, ' jB = 1.

9. Sei a 2 Kn. Man ermittle für die Linearform La : K
n ! K, x 7! aTx,

die Operatornorm bezüglich der 1-Norm auf Kn.

10. Man zeige: Die abgeschlossene Einheitskugel in `2 ist nicht kompakt;
dagegen ist die Menge Q � `2 der Folgen z = (z1; z2; : : :) mit jz� j � 1

�
kompakt; Q heiÿt Hilbertwürfel.

11. Es sei K ein kompakter und Y ein beliebiger metrischer Raum. Dann
ist jede stetige Bijektion f : K ! Y sogar ein Homöomorphismus.

12. Es sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und
fUigi2I sei eine Überdeckung von K durch o�ene Mengen in X. Dann
gibt es ein r > 0 derart, daÿ jede Kugel Kr(x), x 2 K, in einer der
Mengen Ui liegt.

13. Satz von Baire. Sei (Ak) eine Folge abgeschlossener Mengen im Rn

derart, daÿ ihre Vereinigung A eine o�ene Kugel enthält. Dann enthält
auch mindestens ein Ak eine o�ene Kugel.
Hinweis: Angenommen, alle AÆk sind leer. Dann gibt es eine Folge abgeschlos-
sener Kugeln Kk � A mit Kk+1 � Kk und Ak \Kk = ?. Man zeige, daÿT
1

k=1Kk nicht leer ist, und leite einen Widerspruch ab.

14. Man zeige: Zu jeder stetigen Funktion f : Sn ! R, n � 1, gibt es ein
Paar antipodaler Punkte x;�x 2 Sn mit f(x) = f(�x).
Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdober�äche gibt
es antipodale Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.

Hinweis: Zwischenwertsatz.

15. Ist G ein Gebiet im Rn, n � 2, und V ein a�ner Unterraum des Rn

einer Dimension � n� 2, so ist auch G n V ein Gebiet.

16. Je zwei Punkte einer zusammenhängenden o�enen Menge U � Rn

lassen sich durch eine stetig di�erenzierbare Kurve in U verbinden.

17. Für jede Matrix A 2 Cn�n zeige man:

a) Ist T 2 Cn�n invertierbar, so gilt T�1 � eA � T = eT
�1AT .

b) det eA = eSpurA.
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18. Es sei A eine Banachalgebra mit Einselement. Man zeige:

a) Sind G(z) =
P1

0 ckz
k und F (z) =

P1
1 akz

k konvergente Potenz-
reihen mit positiven Konvergenzradien RG bzw. RF und ist x 2 A
ein Element mit kxk < RF und

P1
1 jakj � kxkk < RG , so gilt�

G Æ F �
A
(x) = GA

�
FA (x)

�
:

Man vergleiche Band 1, 14.2.

b) Für jedes x 2 A mit k1� xk < 1 konvergiert die Reihe

ln(1 + x) :=
1X
k=1

(�1)k�1

k
xk

absolut, und es gilt exp
�
ln(1 + x)

�
= 1 + x.

19. Normen und konvexe Mengen im Rn. Man zeige:

(i) Für jede Norm auf Rn ist die Kugel K1(0) konvex und symme-
trisch (d. h., mit x liegt auch �x in K1(0)).

(ii) Sei umgekehrt K � Rn eine kompakte Menge, die konvex und
symmetrisch ist, und deren o�ener Kern nicht leer ist. Setzt man
k0k = 0 und

kxk :=
1

max ft 2 R j tx 2 Kg
für x 6= 0;

so ist k k eine Norm auf Rn, und es gilt K1(0) = K.

20. Spektralradius einer Matrix A 2 Cn�n. Sind �1; : : : ; �n die Eigenwerte
von A, so heiÿt �(A) := maxfj�1j ; : : : ; j�njg Spektralradius von A;
kAk2 bezeichne die Operatornorm von A : Cn ! Cn bezüglich der
euklidischen Norm auf Cn. Man zeige:

kAk2 =

q
�(A

T

A):

21. Seien P;Q : V ! V lineare Abbildungen eines normierten Vektor-
raums V 6= 0, die die sogenannte Heisenberg-Relation PQ� QP = id
erfüllen. Dann können P und Q nicht zugleich stetig sein.

Hinweis: Es gilt (�) PQn�QnP = nQn�1 für alle n 2 N. Wären P und Q

stetig, so folgte für groÿes n kQn�1k = 0, also Qn�1 = 0. Induktiv folgte

aus (�) weiter Qk = 0 für k � n� 1.


