Vorwort zur finften Auflage

Da diese Auflage bereits nach wenigen Jahren auf die vorhergehende, véllig
neu bearbeitete folgt, waren keine wesentlichen Anderungen notwendig.

Text und Formeln wurden noch einmal sorgfaltig durchgeschaut und einige

kleine Versehen, auch ein paar Ungeschicklichkeiten in der Schreibweise der
Formeln oder in der Ausdrucksweise im Text ausgebessert. Im ganzen war
der Verfasser bemiiht, mit Anderungen sparsam umzugehen und jeden Um-
bruch zu vermeiden, um die Satzkosten mdglichst gering zu halten.

Ob der seit der ersten Auflage von 1947 lberkommene Buchtitel
,,Rechenmethoden“ seit dem Siegeszug des Computers noch ganz angemes-
sen ist, mag man bezweifeln. Dennoch moge er stehen bleiben, da das Buch
unter diesem Namen bekannt ist. Sein wichtigster Anwendungsbereich hat
sich naturlich im Lauf der Jahrzehnte verschoben, so daf3 es zu einem
Studienbegleiter geworden ist, der den Zugang zur L6sung praktischer
Probleme quantenmechanischer Systeme erleichtern soll.

Hinterzarten, im Juni 1993 Der Verfasser



Aus dem Vorwort zur vierten Auflage

Dies Buch wurde zuerst vor mehr als vierzig Jahren geschrieben und seit
Uber zwanzig Jahren nahezu unverandert nachgedruckt. Verfasser und Ver-
lag standen so vor der Alternative, es entweder allméhlich auslaufen zu
lassen oder es vollig neu zu bearbeiten. Da die Nachfrage unvermindert
anhielt, entschieden wir zugunsten der Neubearbeitung.

Um Charakter und Umfang des Buches zu erhalten, mu3te dabei eine
strenge Auswahl getroffen werden. Schon in friiheren Auflagen war aus
diesem Grunde die relativistische Theorie ausgeschieden worden, obwohl
sich gerade hier die bedeutendsten Entwicklungen von der Strahlenphysik
bis zur Theorie der Elementarteilchen vollzogen haben. In der nicht-relati-
vistischen Theorie ist die schier uferlos angewachsene Menge des Materials
in Kernphysik und Festkdrperphysik, bei Atomen und bei Molekilen fast
unibersehbar geworden. Dabei hat der Computer als Hilfsmittel zur Be-
handlung komplizierter Systeme entscheidend mitgewirkt. Eine angemes-
sene Berlicksichtigung dieser Entwicklung hatte den Umfang des Buches
vollig gesprengt, auch die Darstellung des Stoffes in kurzen, in sich ge-
schlossenen Aufgaben wenig angemessen erscheinen lassen.

Da das Detail zugenommen hatte, die Grundlagen aber die gleichen ge-
blieben waren, bot sich eine Verlagerung der Akzente zum Grundsétzlichen
hin als L6sung an. Nach wie vor sollte dem Studenten der Quantentheorie
eine Hilfe gegeben werden, die aus Vorlesungen und guten Lehrbiichern
gewonnenen Einsichten in die praktische Anwendung auf konkrete Pro-
bleme umzusetzen.

Hinterzarten, Frihjahr 1990



A. Einkorperprobleme mit konservativen Kraften

Das klassische Problem der Bewegung einer Korpuskel der Masse
einem KraftfeldK = —gradV, das aus einem Potenti¥(r, t) abgeleitet
werden kann, wird in der Quantenmechanik durch die L&ésung der
zeitabhéangigen Schrddingergleichung

R _, iy

2mv v+ VY = Tt (A.1)
beschrieben. Diese Wellengleichung ist in den Ortskoordinaten von
zweiter, in der Zeit von erster Ordnung und gilt daher nur, solange wir
unrelativistisch rechnen durfen.

Die physikalische Deutung déNellenfunktiomy(r, t) erfolgt tber die

reellen GréRen

o=y (A.2)
und
S= i.(w* gradyr — ¢ grady™) | (A.3)
2mi
welche die Kontinuitatsgleichung
. ap
divs+ rin 0 (A.4)

befriedigen (vgl. Aufg. 76). Daher kénnen wijr als die Raumdichte und

s als die Stromdichte der gleichen physikalischen Groéf3e deuten. Man
nenntp die statistische Dichte und deutetr als die Wahrscheinlichkejt

die im Zustandy befindliche Korpuskel zur Zeit im Volumenelementr
anzutreffen. Diese Deutung setzt voraus, dal3

fdry*y =1 (A.5)

ist; sie ist also an di&lormierbarkeitvon i gebunden. Die Forderung (A.5)
ist daher als Randbedingung bei der Losung von Gl. (A.1) zu erfillen.



2 Einkdrperprobleme mit konservativen Kraften

Hangt das PotentiaV(r) nicht von der Zeit ab, so gestattet (A.1) die
Separation von Ort und Zeit:

Y(r, ) =ur) e, (A.6)

die Ortsfunktioru(r) gentigt dann dezeitfreien Schrodingergleichung

h2
—%Vzu + VU = hiowu (A.73)

oder, mitE = hw, in der meist benutzten Schreibweise

2
v2u+h—T(E—V)u=0, (A.7b)

die unter Einhaltung der Normierung
fdrutu=1 (A.8)

zu lésen ist. Eine solche Loésung existiert nicht fir jeden Wert des
Separationsparametets oder E, vielmehr gibt es eine Folge einzelner
diskreter WerteE,, (Eigenwertg, zu denen normierbare Eigenfunktiongn
existieren (“Eigenwertspektrum”). Die Eigenwerte lassen sich nach einem
oder mehreren Parametennordnen, dieQuantenzahlemeil3en. Zu jedem
Eigenwert gehort eine, oder auch eine endliche Zahl von linear
unabhangigen Losungen; im letzten Fall spricht man ¥martung des
Eigenwertes.

Formal laRt sich der Ubergang von der klassischen Korpuskel-
mechanik zur quantentheoretischen Wellenmechanik vollziehen, indem
man die klassischen Grof3en Impuls, Energie usw. duBgreratoren
ersetzt, welche auf die Wellenfunktiogr wirken. Diese Operatoren
gewinnt man aus der kanonischen Formulierung der klassischen
Mechanik, indem man den Impuls einer Korpuskel durch den Operator
(h/1) grad ersetzt. So entsteht als Operator der kinetischen Energie

p2 hZ )
- vy A.9
2m  2m (A.9)
und als Operator des Drehimpulses
h
L=rxp=-—(r xgragd, (A.10)

[
wahrendV, das nicht den Impuls enthalt, unverandert bleibt. Der auf der

linken Seite von GIn. (A.1) und (A.7a) auftretende Operator ist daher der
Hamiltonoperator
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h
H=T+V=—-—V?4V, (A11)
2m

so dalE die Energie des Zustandesst.
Von jedem Operatof2 1aRt sich deErwartungswert

(Q) = [dry™Qy (A.12a)

bilden, den die zi2 entsprechende klassische Grof3e bei einer Messung im
Zustand ¢ annimmt. Fir das Integral (A.12a) schreiben wir auch
symbolisch

JdeyrQy = (yIQly) (A.12b)
und entsprechend fur das Normierungsintegral
Jdty*y = (yly) =1, (A.5)

im Hinblick auf die noch zu erlauternde Hilbertraum-Notierung.
Zu jedem Operatof2 gehdrt sein eigenes Eigenwertproblem

QXn = Qan (A13)

mit Eigenwertert2,, und Eigenfunktionery,. Ist x, mit einer Eigenfunktion
u, des HamiltonoperatorsH identisch, so ist die zuy, gehorige
physikalische GroRRe gleichzeitig mit der Enerdiescharf definiert. Dies
gilt z.B. bei Zentralkraften fir die Drehimpulsoperatorén und L2
Allgemein ist das Kriterium dafir, dal zwei Operatoren das gleiche
System von Eigenfunktionen besitzen, ihre Vertauschbarkeit (also z.B.
HQ = QH).

Die Eigenfunktionen der Differentialgleichung (A.7a,b) zu der
Randbedingung (A.8) bilden eiwollstdndiges normiertes Orthogonal-
system

/‘df UEUm - 8nm . (A14)
Jede normierbare Funktiofir) 141t sich daher in eine Reihe
f=> cun (A.15a)
n
mit
Ch = [drujf = (unlf) (A.15b)

entwickeln. Dann gilt die Vollstandigkeitsrelation

Jael 2= "leal?. (A.15¢)
n



4 Einkdrperprobleme mit konservativen Kraften

Im Fall der Entartung, wenn alsk linear unabhangige Losungem,
Unz, . . . , Unk ZUm EigenwerE, gehdoren, ist jede Funktion

k
Up = Zaiuni (A.16)

mit beliebigen Koeffizienter; wieder eine Lésung. Durch geeignete Wahl
derq; lassen sich stets neue Eigenfunktionen z&, bilden, die normiert
und zueinander orthogonal sind.

Ein stationarer Zustand der Form von GIl. (A.6) ist eine spezielle
Losung der Gl. (A.1), deren vollstandige Lésung

Y, ) = Calin(r)e (A.17)

lautet. Eine solche nichtstationare Lésung enthédlt verschiedene
EnergiewertedE, = hw,. Die Anwendung der Gin. (A.15a—c) ergibt dann

(Yly) = Z|cn|2 =1, (A.18)

so daB |cy|? als die Wahrscheinlichkeit gedeutet werden kann, die
Korpuskel im Zustand, mit der EnergieE, anzutreffen.

Diese Ausfuhrungen gelten fur ein diskretes Energiespektrum
(“Punktspektrum”). Tritt daneben ein Kontinuum (“Streckenspektrum”)
auf, so ist das System der Eigenfunktionen nur vollstandig und zur
Reihenentwicklung geeignet, wenn man beide Teile berlicksichtigt.
Anstelle von Gl. (A.17) tritt dann

Y= coune BV 4 [dE qE)u(E)e V", (A.17)
n
Dabei geniigen auch dieu(E) im kontinuierlichen Spektrum der

Schrédingergleichung (A.7). Normiert man sie mit Hilfe der Diracschen
3-Funktion gemaf3

fdru*(E)u(E) =8(E - E),
so tritt anstelle von Gl. (A.18)

(Yly) = Z|cn|2+de|c(E)|2— 1, (A.18)

sodaR|c(E)|?dE als Wahrscheinlichkeit gedeutet werden kann, das System
im Energiebereich zwischda und E + dE aufzufinden.



I. Allgemeine Begriffe

Mathematische Vorbemerkunigt €2 ein Operator mit den Eigenwertesy
und den orthonormierten Eigenfunktiongg ist also

Qxn = onxn, fd'f X:%Xn = mn, (A|-1)

so kénnen die Funktionen eines anderen orthonormierten Systems
nach deny, entwickelt werden,

¢u =Y _ Uunin (Al.2)
n

mit KoeffizientenU,,,. Dann folgt aus dem Entwicklungssatz, Gin. (A.15),
die Matrix

= [dr ¢iQu, = (9u|Re,) = ZUanMna)n (AL3)

Die Angabe einer solchen Matrix ist aquivalent zur Realisierung des
Operators2 mit Hilfe von Differentiationsvorschriften. Aus Gl. (Al.2)
folgt

(@ul@) Y UrUin = 8,0 (AlL.4)
n

Eine KoeffizientenmatrixJ, die der GI. (Al.4) genigt, heil3t eingnitare
Matrix. Definieren wir noch die zW adjungierte Matrix U durch die
Relationen

ul,=u;, (ALD)
so konnen wir die GIn. (Al.3) und (Al.4) auch schreiben
Q=uUQWt; uur=ufu=1, (Al.6a)

wobei QP die Diagonalmatrix

0
an = wn(Smn
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zum Systenix,} und1 die Einheitsmatrix bedeuten. Umgekehrt gilt
Q’=u'QuU. (Al.6b)

Die Losung des Eigenwertproblems zur Differentialgleichung (A.1) ist also
gleichbedeutend mit eineunitaren Transformationder Matrix Q auf
Hauptachsen. Man beachte, dal} diese Algebraisierung eines Problems der
Analysis auf lineare Gleichungen mihendlich vieletnkekannten fiihrt.

Im Hilbertraum werden diese algebraischen Verhaltnisse geometrisiert.
Jede normierbare Funktiofir) stellt einenHilbertvektor | f) dar. Jedes
vollstdndige  orthonormierte  Funktionensysten{y,} spannt ein
Achsenkreuz von Einheitsvektorely,) auf, nach dem sich jeder
Hilbertvektor| f) in Komponenten

fm = (xmlf) = [dr x50 f (AL7)

zerlegen laRt. Ein Integral der Form von Gl. (Al.7) wird daher als das
skalare Produkt der Hilbertvektoren|f) und |xm) bezeichnet. Ein
Operator Q2 kann als Tensor im Hilbertraum aufgefal3t werden, dessen
Komponentenzerlegung nach einem Achsenkfeyz auf die in Gl. (Al.3)
definierten Tensorkomponenten= ( Matrixelemente) fuhrt. Gleichung
(Al.6b) kann daher auch als Hauptachsentransformation des Tensors
Q bezeichnet werden, dessen Hauptachsen durch die Einheitsvektgren
nach ihrer Richtung und durch die Eigenwerg nach ihrer GroRe
festgelegt sind.

1. Aufgabe. Erwartungswerte von Impuls und Kraft

Man zeige die Giltigkeit der klassischen Beziehung

dp
K= gt (1.1)
zwischen KraftK und Impulsp fur die ErwartungswertéK) und (p) der
entsprechenden Operatoren im Zustgnd
Lésung. Mit K = —gradV und dem Impulsoperatop = (h/i) grad

werden die Erwartungswerte fiir den Zustapd
(K) = —[dry™(gradV)y ;
I
(p) = der Y* grady . 1.2
Mit
d * 3 * h
gt (¥ grady) = v grady, + " grady



2. Aufgabe. Erwartungswerte von Drehimpuls und Moment 7

entsteht bei partieller Integration im zweiten Term

d h . .
g (P = 7 de(¥" grady — grady ™).

Hier ersetzen wij* und+ mit Hilfe der Schrédingergleichungen
B k2 B, h?
R v * . = V2 .
= o VATV =5 VA VY

Dann folgt
9 ip = —h—zfdr(vzw*w + V2V
at'® = "om

+ [t V(Y *Vy + V™) .

Das erste Integral verschwindet identisch. Im zweiten Integral ergibt
partielle Integration

= [de(y"VVY — ¢ V (V)
= [dt[y"VVY —¢*(VVY + ¢y VV)] = = [dr " (V)Y
und das ist nach Gl. (1.2) gerade glei¢t), so daf3 in der Tat

_d
Codt
folgt wie behauptet.

(K) (p) (1.3)

Anm. Gleichung (1.2) fir p) kann mit einer partiellen Integration auch in

h
(p) = zf de(y* grady — ¢ grady™)

umgeformt werden. Hier tritt die Stromungsdichsevon GI. (A.3) im Integranden
auf, so daB wir auch(p) = m(s) schreiben konnen. Wegen der klassischen
Beziehungp = mi zwischen Impulsp und Geschwindigkeit gibt diese Relation
einen Anhalt fiir die Anwendbarkeit der unrelativistischen Thedsex c.

2. Aufgabe. Erwartungswerte von Drehimpuls und Moment

Analog zur vorigen Aufgabe soll die Gltigkeit des Drehimpulssatzes

d

gk = M) (2.1)
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fur die Erwartungswerte des Drehimpuldes= r x p und des Drehmo-
mentsM =r x K mit K = gradV gezeigt werden.

Lésung. Mit dem Operatorp = (k/i)V sind die Erwartungswerte der
Operatorerl. und M

h
(L) = [dey "0 x V)Y, 2.2)
(M):—[drxp*(r x V). (2.3)
Wir bilden
d

h . .
a(L) = def[%/f*(f X Vi) +(r x V)]

und setzen im zweiten Term
VIVY = V() — gyt
Wenden wir hier die allgemeine Vektorregel

fdr(r x VE)=0 (2.4)
auf f = y*¢ an, so folgt

&(U = i—/df[w (r x V) —¢(@r x V)]
Hier ersetzen wi/* und+ mit Hilfe der Schrédingergleichungen

B R _, fi . R _,

= * * - N v/ . .

i%!f ZmV@If + Wyt i@/f >m v+Vy;  (2.5)
dann entsteht

d

2
(L) = —;—mfdrr x (V2Y* Vi + V2 V™)
+ [dTVr x (Y* Vi + ¢y Vyr). (2.6)

dt

Im ersten Integral wird die Klammer
V2YrVy + VEYVy* = V(VY* - V).

Anwendung von Gl. (2.4) auf dies Integral zeigt, daR3 der erste Term in Gl.
(2.6) verschwindet. Das zweite Integral schreiben wir um in

Jdrr x (VV(@§*y) = —[dr y*y(r x VV),

und das ist nach Gl. (2.3) der Erwartungswert des Drehmoments, womit
Gl. (2.1) bewiesen ist.



