Vorwort
zur Theoretischen Physik

Mit diesem mehrbandigen Werk lege ich ein Lehrbuch der Theoretischen
Physik vor, das dem an vielen deutschsprachigen Universitaten eingefuhr-
ten Aufbau der Vorlesungen folgt: die Mechanik und die nichtrelativistische
Quantenmechanik, die in Geist, Zielsetzung und Methodik nahe verwandt
sind, stehen nebeneinander und stellen die Grundlagen fiir das Hauptstu-
dium bereit, die eine fur die klassischen Gebiete, die andere fur Wahlfach-
und Spezialvorlesungen. Die klassische Elektrodynamik und Feldtheorie und
die relativistische Quantenmechanik leiten zu Systemen mit unendlich vielen
Freiheitsgraden tUber und legen das Fundament fir die Theorie der Vielteil-
chensysteme, die Quantenfeldtheorie und die Eichtheorien. Dazwischen steht
die Theorie der Warme und die wegen ihrer Allgemeinheit in einem gewissen
Sinn alles Ubergreifende Statistische Mechanik.

Als Studentin, als Studentlernt man in einem Zeitraum von drei Jahren funf
grofRe und wunderschdne Gebiete, deren Entwicklung im modernen Sinne vor
bald 400 Jahren begann und deren vielleicht dichteste Periode die Zeit von
etwas mehr als einem Jahrhundertvon 1830, dem Beginn der Elektrodynamik,
bis ca. 1950, der vorlaufigen Wollendung der Quantenfeldtheorie, umfaf3t.
Man sei nicht enttduscht, wenn der Fortgang in den sich anschlielenden
Gebieten der modernen Forschung sehr viel langsamer ist, diese oft auch
sehr technisch geworden sind, und geniel3e den ersten Rundgang durch ein
groRRartiges Gebaude menschlichen Wissens, das fir fast alle Bereiche der
Naturwissenschaften grundlegend ist.

Die Lehrbuchliteratur in Theoretischer Physik hinkt in der Regel der ak-
tuellen Fachliteratur und der Entwicklung der Mathematik um einiges nach.
Abgesehen vom historischen Interesse gibt es keinen stichhaltigen Grund, den
Umwegen in der urspriinglichen Entwicklung einer Theorie zu folgen, wenn
es aus heutigem Verstandnis direkte Zugange gibt. Es sollte doch vielmehr
so sein, daf3 die groRen Entdeckungen in der Physik der zweiten Halfte des
zwanzigsten Jahrhunderts sich auch in der Darstellung der Grundlagen wider-
spiegeln und dazu fithren, daf wir die Akzente anders setzen und die Landmar-
ken anders definieren als beispielsweise die Generation meiner akademischen
Lehrer um 1960. Auch sollten neue und wichtige mathematische Methoden
und Erkenntnisse mindestens dort eingesetzt und verwendet werden, wo sie
dazu beitragen, tiefere Zusammenhange klarer hervortreten zu lassen und
gemeinsame Zlge scheinbar verschiedener Theorien erkennbar zu machen.
Ich verwende in diesem Lehrbuch in einem ausgewogenen MalR moderne ma-
thematische Techniken und traditionelle, physikalisch-intuitive Methoden, die
ersteren vor allem dort, wo sie die Theorie prazise fassen, sie effizienter formu-
lierbar und letzten Endes einfacher und transparenter machen — ohne, wie ich
hoffe, in die trockene Axiomatisierung und Algebraisierung zu verfallen, die
manche neueren Monographien der Mathematik so schwer leserlich machen;
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aulRerdem mochte ich dem Leser, der Leserin helfen, die Briicke zur aktuellen
physikalischen Fachliteratur und zur Mathematischen Physik zu schlagen. Die
traditionellen, manchmal etwas vage formulierten physikalischen Zugénge
andererseits sind fur das veranschaulichende Versténdnis der Phanomene un-
verzichtbar, aulRerdem spiegeln sie noch immer etwas von der Ideen- und \Vor-
stellungswelt der grof3en Pioniere unserer Wissenschaft wider und tragen auch
auf diese Weise zum Verstandnis der Entwicklung der Physik und deren inne-
rer Logik bei. Diese Bemerkung wird spatestens dann klar werden, wenn man
zum ersten Mal vor einer Gleichung verharrt, die mit raffinierten Argumen-
ten und eleganter Mathematik aufgestellt ist, die aber nicht zu espeicht
und verrat, wie sie zu interpretieren sei. Dieser Aspektldirpretation—
und das sei auch den Mathematikern und Mathematikerinnen klar gesagt — ist
vielleicht der schwierigste bei der Aufstellung einer physikalischen Theorie.
Jeder der vorliegenden Bande enthalt wesentlich mehr Material als man in
einer z. B. vierstiindigen Vorlesung in einem Semester vortragen kann. Das
bietet den Dozenten die Mdglichkeit zur Auswahl dessen, was sie oder er in
ihrer/seiner Vorlesung ausarbeiten méchte und, bei Wiederholungen, den Auf-
bau der Vorlesung zu variieren. Fir die Studierenden, die ja ohnehin lernen
mussen, mit Buchern und Originalliteratur zu arbeiten, bietet sich die Mdglich-
keit, Themen oder ganze Bereiche je nach Neigung und Interesse zu vertiefen.
Ich habe den Aufbau fast ohne Ausnahme ,,selbsttragend” konzipiert, so daf3
man alle Entwicklungen bis ins Detail nachvollziehen und nachrechnen kann.
Die Biicher sind daher auch fur das Selbststudium geeignet und ,,verfihren”
Sie, wie ich hoffe, auch als gestandene Wissenschaftler und Wissenschaftle-
rinnen dazu, dies und jenes nocheinmal nachzulesen oder neu zu lernen.
Biicher gehen heute nicht mehr, wie noch vor anderthalb Jahrzehnten, durch
die klassischen Stadien: handschriftliche Version, erste Abschrift, Korrektur
derselben, Erfassung im Verlag, erneute Korrektur etc., die zwar mehrere Ite-
rationen des Korrekturlesens zulieen, aber stets auch die Gefahr bargen,
neue Druckfehler einzuschmuggeln. Der Verlag hat ab Band2 die von mir in
IATEX geschriebenen Dateien (Text und Formeln) direkt ibernommen und be-
arbeitet. So hoffe ich, daR wir dem Druckfehlerteufel wenig Gelegenheit zu
Schabernack geboten haben. Uber die verbliebenen, nachtraglich entdeckten
Druckfehler werde ich, soweit sie mir bekannt werden, auf einer Webseite be-
richten, die Uber den HinweBuchverdéffentlichungen/book publicaticsusf
meiner homepage zuganglich ist. Die letztere erreicht man tber

http://wwwthep.physik.uni-mainz.de

Den Anfang hatte die zuerst 1988 erschienene, seither kontinuierlich wei-
terentwickelteMechanikgemacht. Ich wiirde mich sehr freuen, wenn auch
die anderen Bande sich so rasch etablieren wirden und dieselbe starke Reso-
nanz fanden wie dieser erste Band. Dal3 die ganze Reihe Uberhaupt zustande
kommt, daran hat auch Herr Dr. Hans J. Kélsch vom Springer-Verlag durch
seinen Rat und seine Ermutigung seinen Anteil, woflr ich ihm an dieser Stelle
herzlich danke.

Mainz, im Mai 1999 Florian Scheck



Vorwort zu Band 2

Die Quantenmechanik bildet die begriffliche und handwerkliche Grundlage
fur fast alle Zweige der modernen Physik, von der Atom- und Molekulphysik,
Uber die Physik der Kondensierten Materie, die Kernphysik bis zur Ele-
mentarteilchenphysik. Fir sich allein genommen, ist sie ein Giberaus reizvolles
Teilgebiet der Theoretischen Physik und hat in dem dreiviertel Jahrhundert
seit ihrer Entstehung nichts von ihrer Faszination verloren. lhre physikali-
sche Interpretation gibt auch heute noch zu tiefsinnigen Uberlegungen und
Kontroversen Anlaf3 [Selleri (1990a)], [Selleri (1990b)], [d’Espagnat (1989)],
[Omnes (1994)], ihr mathematischer Rahmen ist anspruchsvoll und vielleicht
nicht abschlieBend geklart. Wie ich schon im Vorwort zu Band 1 ausgefuhrt
habe, ist eine griindliche Kenntnis der kanonischen Mechanik im Blick auf
ihre Interpretation zwar nicht unerla3lich, aber sehr hilfreich. Die mathe-
matischen Grundlagen, die streng genommen von der Gruppentheorie Uber
die Theorie der Differentialgleichungen bis zur Funktionalanalysis reichen,
kann man sich heuristisch durch Analogien einerseits zur Linearen Algebra,
andererseits zur Hamilton-Jacobischen Mechanik weitgehend erschlie3en.

Dieser Band, der die ,,praktische” Quantenmechanik ebenso behandelt wie
die allgemeinen Prinzipien der Quantentheorie, ist so aufgebaut, daf er als be-
gleitendes Buch zu einer Vorlesu@uiantenmechanik, Teildbenso wie zum
Selbststudium dienen kann. Beginnend mit einer ausfihrlichen Behandlung
der nichtrelativistischen Quantenmechanik eines Punktteilchens und eine er-
ste Einfiihrung in die Theorie der Potentialstreuung fuhrt er schrittweise an die
allgemeinen Prinzipien der Quantentheorie heran, die physikalisch motiviert
und begrundet werden. Er behandelt kontinuierliche und diskrete Raum-Zeit-
Symmetrien und deren besondere Rolle in der Quantentheorie ebenso wie
die wichtigsten Rechenmethoden der Quantenmechanik. Eine Einfihrung in
die Grundlagen der Vielteilchensysteme, speziell der Viel-Fermionensysteme,
bildetden Abschluf3. Allerdings ist die Stoffmenge umfangreicher als das, was
man erfahrungsgeman in einer einsemestrigen, 4-stiindigen Vorlesung behan-
deln kann. Die Dozentin, der Dozent wird also eine gewisse Auswahl treffen
muissen und die tbrigen Abschnitte als ergdnzende Lekttire empfehlen.

Das Buch enthalt eine Reihe von Aufgaben, von denen einige mit Hin-
weisen, andere mit ausfiihrlichen Lésungen versehen sind. Viele nichttriviale,
physikalisch wichtige Beispiele sind vollsténdig ausgearbeitet und in den
Text integriert. Anders als in Band 1 habe ich auf PC-gestitzte praktische
Aufgaben verzichtet (Aufgabe 2.5 bildet allerdings eine Ausnahme), weil es
bereits spezialisierte Biicher zur Quantenmechanik mit den algebraischen Pro-
grammpaketeathematicabzw. Maple gibt, so z.B. [Feagin (1995)] und
[Horbatsch (1995)]. Wer seine Kenntnisse und Erfahrungen in der Quanten-
mechanik durch die Bearbeitung von nichttrivialen und nicht exakt [6sbaren
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Beispielen vertiefen und erweitern mdchte, sei auf diese hierfur gut geeigneten
Bicher hingewiesen.

Die Lehrbuchliteratur zur Quantenmechanik ist sehr umfangreich, zu um-
fangreich, um sie auch nur einigermaf3en vollstandig zitieren zu kénnen. Ich
mdchte sie in einer etwas summarischen Weise in drei Gruppen einteilen:
Die Reihe der ,,Klassiker", die Gruppe der eigentlichen, relativ kompakten
Lehrblcher und einige besonders umfangreiche Werke mit Handbuchcharak-
ter. Zu den Klassikern gehdren unter anderen [Dirac (1996)], [Pauli (1980)],
[Heisenberg (1958)], die auch heute noch mit grol3em Gewinn zu lesen sind
und die ich der Leserin, dem Leser mit Nachdruck empfehle. Zur dritten
Gruppe gehdren [Messiah (1991)], [Cohen-Tannoudji et al. (1977)], [Galindo
und Pascual (1990)], die vielleicht fiir einen ersten Zugang und zum Lernen
zu umfangreich sind, die aber als Handblicher fiir spezielle Fragestellungen
und als Zugang zur Originalliteratur sehr gut geeignet sind. Die Literaturli-
ste gibt eine Auswahl von Lehrbtichern in deutscher und englischer Sprache,
aulB3erdem einige spezialisierte Monographien zu Teilgebieten der Quanten-
mechanik (Streutheorie, Relativistische Quantenmechanik, Drehgruppe in der
Quantentheorie u. a.) und einige mathematische Texte, anhand derer man die
in der Quantentheorie angesprochene Mathematik vertiefen kann.

Ahnlich wie fiir die Mechanik werde ich in Band 4, der die relativistische
Quantenmechanik und eine Einfihrung in die Quantenfeldtheorie behandelt,
fur beide Teile der Quantentheorie einige historische Anmerkungen einflgen.

Auch der in diesem Band behandelte Stoff ist durch die ,,Feuerprobe*
meiner Vorlesungen im Rahmen des Mainzer Theoriekursus gegangen und
sein Aufbau ist dabei mehrfach gedndert und — so hoffe ich — sténdig verbessert
worden. Dies gibt mir Gelegenheit, den Studierenden, meinen Mitarbeitern
und Mitarbeiterinnen sowie meinen Kollegen zu danken, die durch Fragen,
Kritik oder Diskussionen viel zu seiner Ausgestaltung beigetragen haben.
Die Zusammenarbeit mit den Teams des Springer-Verlags war wie gewohnt
ausgezeichnet, woflr ich stellvertretend Herrn Dr. H.-J. Kélsch und Herrn
C.-D. Bachem herzlich danken méchte.

Mainz, im August 1999 Florian Scheck



Die Prinzipien
der Quantentheorie

Einflihrung

ieses Kapitel befaf3t sich mit dem formalen Rahmen der Quante 3.1 Dastl lungsheoi e
mechanik: ihren mathematischen Hilfsmitteln, der Verallgemeinerun 3.2 DerBegi ff

und Abstraktion des Zustandsbegriffs, der Darstellungstheorie und eir

ersten Fassung der Postulate, auf denen die Quantentheorie beruht. 3.3 Lineare O perabr en
aufHi Ibet R&um en

chanik regen Gebrauch vom Begriff des Hilbertraums, der Theorie d: 3.4 Quanenm echani she
ZusBinde
tionalanalysis im allgemeinen. Das sind fur sich genommen groRe ui 3.5 Zwishenbi lanz

wichtige Gebiete, deren auch nur auszugsweise Darstellung den Rahr 3.6 Scradinger-
und Heisenber g-Bild

Was den mathematischen Rahmen angeht, so macht die Quanten

linearen Operatoren, die auf dem Hilbertraum definiert sind, und der Fun

dieses Buches bei weitem sprengen wirde. Ich begniige mich daher
einer etwas pragmatischen Vorgehensweise, bei der alle fur die Quan-
tentheorie wichtigen Definitionen und Methoden eingefiihrt, aber nicht
ausfuhrlich begriindet werden. Einige der allgemeinen Begriffe werden
anhand von Matrixdarstellungen plausibel und — nach Mdglichkeit — an-
schaulich gemacht, bei denen man viele der aus der Linearen Algebra
vertrauten Methoden Ubertragen kann, auch wenn die Matrizen, mit denen
man hier zu tun hat, haufig unendlichdimensional sind.

3.1 Darstellungstheorie

Observable, die per Definition klassische GroéRen sind, werden in der
Quantenmechanik durch selbstadjungierte Operatoren dargestellt. In den
physikalischen Beispielen, die wir bis hierher studiert haben, definieren die Ei-
genfunktionen dieser Operatoren vollstandige Systeme von Basisfunktionen,
die orthogonal und entweder quadratintegrabel und daher auf 1 normierbar
oder aufs-Distributionen normierbar sind. Fir die zugehdrigen Eigenwert-
spektren gibt es drei Méglichkeiten:

1. Das Spektrum kanrein diskret sein. Beispiele hierfir sind das Qua-
drat des Bahndrehimpuls# und eine seiner Komponenten, z.B.
Beide Operatoren sind auf d&f, der Einheitskugel inR3, definiert, ihre
EigenfunktionerY,n (0, ¢) sind orthonormiert und vollstéandig.

Ein anderes Beispiel ist der Hamiltonoperator des Kugeloszillators,
h? 1
H=———A+-mo’? 1
oA+ SmMoT?, (3.1)
der Uiber denR?® definiert ist und dessen Spektrum und Eigenfunktionen
wir in Abschn. 1.9.4 hergeleitet haben.
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2. Das Spektrum kanmin kontinuierlichsein. Beispiele fiir diesen Fall sind
der Operator des Impulsgseines Teilchens, der Ortsoperatound der
Operator der kinetischen Energié/(2m).

3. Das Spektrum kann aber ausbwohl diskrete als auch kontinuierliche
Anteile haben. Ein wichtiges Beispiel ist der Hamiltonoperator, der das
Wasserstoffatom beschreibt,

h? 3
H= ZmA p (3.2)
und den wir in Abschn.1.9.5 studiert haben. Andere Beispiele sind Ha-
miltonoperatoren der Ein-Teilchen-Bewegung, in denen das Potential
U@r) = —-Ug®(Ry—r), also ein anziehender Kasten mit endlichem Ra-
dius ist. Ahnlich wie im Wasserstoffatom gibt es i< 0 gebundene
Zustande, beE > 0 solche, die im Kontinuum liegen.

Es sei nuny,(x) oder, allgemeinery,(t,x) der quantenmechanische
Zustand eines physikalischen Systems, der durch die Quantenzaht{iea)
rakterisiert ist. In der Tat kanm fir mehr als eine Quantenzahl stehen, man
denke nur an einen der diskreten Bindungszustande des Wasserstoffatoms,
wo « fir das Tripel(n, £, m) steht. Die Fouriertransformation van,

N ; i
Jalt, ) = W/ dx exp(—7p-X) Vi (t. )

ist eindeutig; mit ihr besitzen wir eine Entwicklung der physikalischen
Wellenfunktion

1 ; i\
Wt = s [ Epexp(+p-x) Tt

nach den Eigenfunktionen

1 i
7(271'1)3/2 EXp(E p- x) (3.3)
des Impulsoperators. Dal3 diese nicht quadratintegrabel und daher nicht im
Ublichen Sinne normierbar sind, spielt dabei keine Rolle, denn die \Vollstan-
digkeit laRt sich ebenso mit Hilfe d&Distribution formulieren. Die Funktion
V. (t, p) ist ebenso gut geeignet wie die Funktigp(t, x), den Zustand mit
den Quantenzahleny,, zu beschreiben. Deshalb spricht man im ersten Fall
von derlmpulsraumdarstellunges betrachteten Zustandes, im zweiten Fall
von seinelOrtsraumdarstellung

In der Ortsraumdarstellung des Zustandes ist |y, (t, X)|?> die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Bornschen Interpretation, gift, x)|? d®x ist die
Wabhrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeiih einer infinitesimalen Umgebung
des Punkts zu finden. Analog hierzu ist/, (t, p)|2d®p die Wahrscheinlich-
keit, das Teilchen zur Zeitin einere-Umgebung des Punkfsim Impulsraum
nachzuweisen.

Es seiA eine Observable, deren Eigenwertspektrum voll diskret und — der
Einfachheit halber — nicht entartet angenommen ist. Ihre Eigenwerte seien
mit a,, ihre Eigenfunktionen mip, bezeichnet, d. h.

Ap(X) = angn(X) .

@(p, X) =



3.1 Darstellungstheorie

Das Systenjgn} sei vollstandig und auf 1 normiert. Wenn die Zustandsfunk-
tion vy, (1, X) ebenfalls (absolut) quadratintegrabel ist, dann 14t sie sich nach
diesem Basissystem entwickeln,

W0 =3 n00e 0 mit 0= [ dxeroov0.

Die Gesamtheit aller Entwicklungskoeffizientée}® ()} gibt zu jedem
Zeitpunkt eine vollstandige Beschreibung des Zustandse GroRec® (t)|?
ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observahl@mdem durch
die Wellenfunktiony,, beschriebenen Zustand den Eigenvegrzu finden.

Falls das Spektrum voA entartet ist, muf3 man zuséatzlich tber die Basis-
funktionen der Unterraume zu festem Eigenvegrsummieren. Ein Beispiel
fuir eine Observable mit rein diskretem, allerdings entarteten Spektrum ist der
Hamiltonoperator des Kugeloszillators (3.1), wohek En, und

QDU(X) = Rnﬁ(r)YZm(97 ¢) ) V= (n7 Ev m) .

Falls A ein Spektrum hat, das sowohl diskrete als auch kontinuierliche Anteile
hat, so lautet die Entwicklung der Wellenfunktion in einer symbolischen, aber
einleuchtenden Schreibweise

Ya(t, ) =Y dPp,(0 + f dvd@(t, Ve, X) .

Das klassische Beispiel fur diesen Fall ist der Hamiltonoperator (3.2) des
Wasserstoffatoms.

Als erstes Ergebnis halten wir fest, daf? man den Zustaf\dvahlweise
durch die Angabe von

Vo(t,X) oder v, (t, p) oder
{c M} oder {d”t),d“t v)} (3.4)

darstellen kann. Es liegt daher nahe, den Begriff ,,quantenmechanischer Zu-
stand“ zu abstrahieren, indem man ihn von jeder spezifischen Darstellung
I6st, und umgekehrt die Freiheit zu nutzen, bei konkreten Betrachtungen oder
in praktischen Rechnungen diejenige Darstellung auszuwahlen, die der je-
weiligen Situation angepalitist. Ein vielleicht noch wichtigerer Bonus dieser
Abstraktion des Zustandsbegriffs ist der, dal3 man jetzt auch solche Systeme
behandeln kann, fir die es kein klassisches Analogon gibt.

In einem gewissen Sinn stellen die Transformationen zwischen ver-
schiedenen, aber aquivalenten Darstellungen ein Analogon der kanonischen
Transformationen der Mechanik Hamiltonscher Systeme dar. Ahnlich wie
dort ist das physikalische System, hier also seine Wellenfunktion invariant,
seine Darstellung in einer der skizzierten, konkreten Formen ist eine Art ,,Ko-
ordinatenwahl“, die geschickt oder ungeschickt sein kann, auf jeden Fall aber
einer spezifischen Fragestellung angepaldt sein soll. Nattrlich miissen wir das
Umrechnen von Wellenfunktionen und von Operatoren zwischen verschiede-
nen Darstellungen genauer untersuchen, doch bevor wir dies tun, fihren wir
eine besonders fur die Praxis wichtige Schreibweise ein, die der gewtinschten
Abstraktion gut Rechnung tragt.
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1So kann z.B.|n) das Basissystenpn(X) . o .
von stationaren Eigenfunktionen des eindi-ES mdge|n) das Basissystem charakterisieren, das zum volldiskreten, zu-
mensionalen harmonischen Oszillators in alleachst nichtentarteten Eigenwertspektrum einer Observabihort. Dann

Darstellungen bedeuten, kdnnte aber auch fir.
ein anderes, volldiskretes System mit einend!
anderen Hamiltonoperator stehen.

3.11 Diracsche Bracket-Schreibweise

Abstrahiert man den durch die Quantenzahlecharakterisierten Zustand
von seinen speziellen Darstellungen (3.4), so ist es oft nutzlich, ihn in der sym-
bolischen Forma) zu schreiben. Diese Notation geht auf Dirac zurtick, der
dieses Symbol mit ,,ket", das dazu duale Objektmit ,,bra“ bezeichnete —
unter Anspielung auf das Aufbrechen des englischen Wortesket also der
spitzen Klammerr{- - -|---) in (---|und| - - -). Es lohnt sich, diese Notation
etwas genauer zu erklaren: Da die Schrédinger-Gleichung eine lineare Glei-
chungist, sind Linearkombinationen ihrer Lésungen selbst wieder Lésungen.
Ein physikalischer Zustand in einer der Formen (3.4) ist daher ein (verallge-
meinerter)Vektorin einem linearen Vektorraum Gb&r, den wir weiter unten
genauer charakterisieren werden. Was den vier Darstellungen (3.4) gemein-
sam ist, ist die Linearitat und der physikalische Inhalt, der in der Angabe der
Quantenzahler kodiert ist. Sie unterscheiden sich lediglich dadurch, daR
wir den Zustand einmal durch quadratintegrable Funktionen tiber dem Orts-
raumIR3, einmal durch solche Funktionen iiber dem Impulsrﬁ%neinmal
durch einen Spaltenvektor mit unendlich vielen Komponenten konkretisie-
ren. Mit der Diracschen Schreibweise -) wird die invariante Information,
namlich der Vektorcharakter des Zustandes und sein physikalischer Inhalt zu-
sammengefalit, sie steht aberdille Darstellungen. Wenfw) ein Vektor ist,

und (B|a) die komplexe Zahl

f EX PSPt x)  bzw. / Epyit Pt p bzw.

o0
Z Cgﬂ) *C:]Dt) ,
n=0

dann bedeutet das, daB| eine Linearform ist, die auf Vektoren der Att)
wirkt und dabei eine komplexe Zahl liefert, sie aldoal zu diesen ist. Im
Ortsraum beispielsweise igt) die Wellenfunktiony,, (t, X), wahrend 8| den
Integraloperator

/ X Yhtx) o

darstellt, der auf die durch den Punkt gekennzeichnete Leerstelle wirkt.

Wie man sieht, ist die Diracsche Notation eine etwas pragmatische
Schreibweise, die fir viele praktische Rechnungen nitzlich und daher im
physikalischen Alltag weit verbreitet ist. Die mathematische Literatur macht
praktisch keinen Gebrauch davon, vermutlich weil sie nicht eindeutig st
unter Umstanden miRverstandlich sein kann. Wir werden sie im folgenden oft,
aber nicht durchweg verwenden, und wollen sie hier zunachst durch einige
einfache Beispiele illustrieren:

Beispiel 3.1

It (mn) =d&mn. Die Entwicklung eines physikalischen Zustands nach die-
ser Basis, die im Ortsraum die Forg (t, X) = 3~ gn(x) a¥(t) hat, hat die



3.1 Darstellungstheorie

abstrakte, darstellungsunabhéngige Form
) = In) (nler) .
n

Hierbei ist(n|«), der Entwicklungskoeffizient nach dem Zustamd,,in der
Ortsraumdarstellung somit

() = (g ) = [ €000t 30 = L)
Die Entwicklung eines ,,bra“ lautet entsprechend
(Bl=>_ ()" (m].
Das SkaIerrodukt zweier Zustande in dieser Notation
(Bla)y =D (MIBY* (Nla) mn =Y _ (BIN) (nlax)
n,m n

ist konkret durch
/ Ex YR 0Yat. ) =) af ey
n

gegeben, wobei die linke Seite im Ortsraum, die rechte Seite in der
A-Darstellung gilt.

Wenn die Basis zu einer Observablen mit diskretem, entartetem Spektrum
gehdrt oder zu einer Observablen mit gemischtem Spektrum, so ist die Summe
Ubern im ersten Fall durch entsprechende Mehrfachsummen, im zweiten Fall
durch Summe und Integral zu ersetzen. Ein Beispiel fiir den ersten Fall ha-
ben wir bei den gemeinsamen Eigenfunktionenfzwnd zu¢s vorliegen,
wo wir die Basis in der Diracschen Notation afsn) schreiben; ein Bei-
spiel fur den zweiten bilden die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators des
Wasserstoffatoms.

Beispiel 3.2

Die Vollstéandigkeitsrelation nimmt in ddara- und ketNotation die symbo-
lische, aber sofort verstandliche Form

Z|n>(n|=]l bzw. Z|n)(n|+/dv|v)(v|=1 (3.5)
n=0 n

fir den rein diskreten bzw. den gemischten Fall an. Wirde man etwa den
zweiten Ausdruck im Ortsraum ausschreiben, so wére er

> en(x) / d®X @i (X) o + / dv gn(v, X) / d®X @E (v, X')

=/ dBX s(x—X) e;

der Punkt steht wieder fur die Leerstelle, kiirzt also die Wellenfunktion ab,
auf die der Ausdruck wirkt. Diese ausfuhrliche Schreibweise ist weniger
Ubersichtlich als die abstrakte und allgemeinere Notation.
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Die \ollstandigkeitsrelation in einem komplexen, unendlichdimen-
sionalen Vektorraum, lalt sich ganz genauso notieren: {§gi mit
g=(0,---0,1,0,---,0)T ein System von Basisvektoren, (mit einer 1 als
i-tem Eintrag), das diesen Raum aufspannt. Dann ist

doiini=>"aq
n=1 i=0

0\ (0...010...)

: 100...

0 010...
:Z 1 “loo1... [T

0 RN

Beispiel 3.3

Erwartungswerte oder allgemeinere Matrixelemente von Operatoren schreibt
man als(B|Al«), ein Ausdruck, der etwa im Ortsraum das aus Kap. 1 ver-
traute Integral iber deR® ist. Betrachtet man ein solches Matrixelement fiir
das Produkt zweier Operatoré&rund B, so kann man in der folgenden, etwas
formalen Rechnung die Vollstandigkeitsrelation verwenden und die Matrix-
elemente des Produkts durch Produkte von Matrixelementen der einzelnen
Operatoren ausdriicken,

(BIABla) = (B|A 1 Blar) = Z (BIAIN)(n|Bla) .
n
Von dieser Ruckfuhrung auf die einzelnen Operatoren eines Produkts wird
oft Gebrauch gemacht und wir werden bald einige konkrete Beispiele
kennenlernen.

Beispiel 3.4

Die Erweiterung auf uneigentliche, d. h. nicht auf 1 normierbare Zustande,
ist ohne Schwierigkeiten durchfiihrbar. Bezeichnen wir [xiitund | p) die
Eigenfunktionen des Operatatrdzw. p in Diracscher Notation, dann gilt

X|x)=8(x=x),  (P|p)=8(P —P).
Die Entwicklungskoeffizienten eines physikalischen Zustandésach den
Eigenfunktionen vorx, die wir nach dem oben Gesagten @dkgx) schreiben,
sind nichts anderes al, (t, x), die Ortsraumdarstellung der Wellenfunktion.
In diesem Sinne ist die Formel

1 i .

XIp) = W eXp(ﬁ p~X) = (pIx)
sofort verstandlich: auf der linken Seite steht die Ortsraumdarstellung der
Wellenfunktion| p), auf der rechten die Impulsraumdarstellung — konjugiert
komplex — der Eigenfunktiofx) des Ortsoperators.
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3.12 Transformationen zwischen verschiedenen Darstellungen

Wenn man die Darstellung der Zusténde wechselt, werden nattrlich auch die
Operatoren transformiert, die auf diese Zustande wirken. FUr eine erste Orien-
tierung mag man sich an die Beschreibung endlichdimensionaler Vektorraume
in der Linearen Algebra erinnern: S¥iein reeller Vektorraum der Dimen-
sionn, é={&}, k=1,...n, eine orthonormierte Basi - & = dix. Jede
orthogonaleTransformatiorR Uberfuhrt sie in eine neue Orthonormalbasis,

é— f =Re, RTR=1.

Observable in einem solch@&aVektorraum sind (hier noch reelle) Matrizen,
die in bekannter Weise auf ein beliebiges ElemeatY", &c.” wirken,

Aa=Y (A&)c? =) Akac?  mit  Ax=8&-(A&).
k ik

Beachtet man, daR™ = R~1 ist, so gilt in der neuen Basis

A= fi-(Afo =) RpRqAp = (RAR D,
pq
d. h. der Operator transformiert nach der Regel

Ar—> A=RAR™,

die man sich anschaulich leicht merken kann: von rechts nach links gelesen
,,dreht*R~! zunachst in die alte Basis ,,zurtick”, dort wirkt der Operator wie
zuvor, schlieB3lich wird das Ergebnis wieder in die neue Basis ,,gedreht".

Ein analoges Verhalten hat man bei Vektorraumen @benit dem Unter-
schied, dalR die orthogonale Transformati®murch eineunitare U ersetzt
werden muB, d. hUUT = 1 = UtU, wobeiU' die transponierte und konju-
giert komplexe Matrix ist. Observable sind jetzt nicht mehr reelle, sondern
komplexe, hermitesche Matrizen, vgl. Abschn.1.8.1.

Wir beginnen mit einem Beispiel: Es sei@f, k= 1, 2, 3, die drei Opera-
toren des Ortes in kartesischer Basis. Da sie miteinander vertauschen, gilt fiir
jede Lésung/(x) der Schrodinger-Gleichung im Ortsraum

QXY (x) = XXy (x) ;

man sagt auch, da@* multiplikativ wirkt. Entwickelt man diese Funktionen
nach den Eigenfunktionen (3.3) des Impulsoperators, so folgt

Qk/ pe(p, X)f/F(p)=/ pe(p, )XV (p)

_0 f &P, X)—— ().
' Pk
Dabei haben wir die Relation
i h 9 [
exp(H p~x) X< = Tn exp(ﬁ p-x)
benutzt und haben einmal partiell naghintegriert. Diese Gleichung gilt fir
alle x. Wenden wir die inverse Fouriertransformation darauf an, dann folgt

ki N9 =
Q™Y (p) = iapkw(p)' (3.6)
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Im Impulsraum werden die Operatorépf durch die ersten Ableitungen
nach px dargestellt, ganz ahnlich wie die ImpulskomponeRteim Orts-
raum durch die erste Ableitung naoti dargestellt wird, vgl. (1.58) und
Abschn. 1.8.4. Man beachte aber die unterschiedlichen Vorzeichen in (1.58)
und in (3.6).

Sei A eine Observable mit einem rein diskreten, nichtentarteten Spek-
trum, deren Eigenfunktionen im Ortsraum mjt(x) bezeichnet seien. Der
Zustandys 143t sich nach diesen Eigenfunktionen entwickeln, und es ist

QU0 =Q* Y ¢n(ch =) X“on(X)Cn .

Andererseits ist das Produkfy,(x) wieder eine quadratintegrable Funk-
tion, die nach dem Basissystem, entwickelt werden kann. Wenn die
Entwicklungskoeffizienten mX ¥, bezeichnet werden, dann ist

Xon() = omOOXSy  mit X = f d*X @ (0X P (X) .
m

Dieses Ergebnis bedeutet folgendes: Der Zustamylist in derA-Darstellung
ein (im allgemeinen unendlichdimensionaler) Vektes (c1, ¢y, ...)", der
OrtsoperatoQ* wird durch die MatrixX® = { X% 1 dargestellt, und es gilt

;
Qc=XxPc  bzw. Qk(cn)T=<ZX(k) ) . (3.7)

Als Ergebnis halten wir fest, daR der Operaf@, der diek-te kartesische
Komponente des Ortsoperators beschreibt, ganz unterschiedlich dargestellt
werden kann:

— Im Ortsraum durch die Funktioxt, die multiplikativ wirkt.

— Im Impulsraum durch den Differentialoperator
h a

i Opk

— Im Raum der Eigenfunktionen der Observabkeurch die unendlichdi-
mensionale Matrix

X®) = / d®x g, 00X g (X) .

Wir kénnen das Beispiel fortsetzen, indem wir uns dig¢e kartesi-
sche Komponent®; des Impulsoperators anschauen: Im Ortsraum wird sie
durch (h/i)(3/8x1), im Impulsraum durch die Funktiop;, im Raum der
Eigenfunktionen vorA schlie3lich durch die Matrix

PUA —/ oF’Xsom(x)—a “on(x)

dargestellt.
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Offensichtlich stehen die Symbo@ und P; fir alle Darstellungen, stellen
also in Wirklichkeit die Abstraktion dieser physikalischen Observablen dar.
So lauten die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen in abstrakter Form

h )

[P, Q1=-8k1,  [Q),Q=0, [P, RAI=0), (3.8)
wobei 1 die Zahl1l oder die unendlichdimensionale Einheitsmatrix ist.
Wiederum gilt

h o h a h
o . o L3 (L S LI LY Y

im Ortsraum: [P, Q"] i 8xJX X C o i(s'k’

. h o h 9 h
— im Impulsraum: [Pj, Qk] = P <_i_8_pk> - <_i_8_pk) pj = i_(sjk;

. i i h
—im,,A-Raum*: Y [PXK — XK R = +jcdmn.
|
Es ist nicht schwierig, irgendeine dieser drei Darstellungen in eine der beiden
anderen umzurechnen. Zum Beispiel benutzt man bei der Transformation von
der Ortsraum- zuA-Darstellung Formeln der Art

h o h o
3y * k _ 3y * 0o (]
fd XX = 5 X gon(x>—f FX P07 = Zw(x)xm

(D ®
= Z Iij| Xin -
I

Die Relationen (3.8) beziehen sich im Orts- sowie im Impulsraum auf
die Vertauschung einer Funktion mit einem Differentialoperator, im Raum
der Eigenfunktionen vorA auf die Vertauschung zweier Matrizen. Diese
im Grunde einfache Feststellung erhellt einen wichtigen historischen Schritt
in der Entwicklung der Quantenmechanik. Wahrend Erwin Schrodinger die
Quantenmechanik nichtrelativistischer atomarer Systeme mit Hilfe der nach
ihm benannten Differentialgleichung behandelte, entwickelte Werner Heisen-
berg zusammen mit seinem Lehrer Max Born und mit Pascual Jordan dieselbe
Theorie in Gestalt der sogenannteglatrizenmechanikDie beiden Anséatze
waren nichts anderes als zwei verschiedene Darstellungen ein und derselben
Theorie, ndmlich einmal das, was wir jetzt Ortsraumdarstellung nennen, das
andere Mal das, was wir alsh;Darstellung” bezeichnen. Schrodinger selbst
hat die Aquivalenz seines Zugangs mit dem Heisenbergschen kurz nach der
Entstehung der Quantenmechanik bewiesen.

3.2 Der Begriff des Hilbert-Raums

Nachdem wir in Kap.1 wichtige Beispiele fiir selbstadjungierte Hamil-

tonoperatoren studiert haben, dort auch den Begriff der Orthogonalitét in
Funktionenrdumen und der \Vollstandigkeit von Basissystemen eingefihrtund
im vorhergehenden Abschnitt formal unterschiedliche, physikalisch aber &qui-
valente Darstellungen von Operatoren kennengelernt haben, wollen wir die
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2Eine auch fiir Physiker gut lesbare Darstellung

findet man z.B. in [Blanchard und Brining
(1993)].

Raume, in denen die physikalischen Wellenfunktionen leben, etwas genauer
kennenlernen. Der zentrale Begriff ist hier der Hilbert-Raum, der in vielerlei
Hinsicht unserer gewohnten Vorstellung von endlichdimensionalen Vektorrau-
men entspricht, in einigen Aspekten —aufgrund seiner unendlichen Dimension
— aber deutlich anders ist. Nattirlich wiirde eine grindliche, mathematisch be-
friedigende Darstellung nicht nur den Rahmen des Buches sprengen, sondern
uns auch voriibergehend weit von den physikalischen Aspekten der Quanten-
theorie wegfuhren, die wir lernen und verstehen wollen. Deshalb muf3 ich mich
auf eine verklrzte, in einigen Aspekten mehr qualitative Diskussion beschran-
ken und verweise fir ein tieferes Studium auf die Literatur der Mathematik
(s. allgemeine Literatur) oder der Mathematischen Phg/sik.

Es werden hier zunéchst einige Bemerkungen vorangestellt, die klarstel-
len, was wir fur die Formulierung der Quantenmechanik brauchen bzw. zur
Verfugung stellen wollen. Gleichzeitig motivieren sie die dann folgenden
Definitionen.

Bemerkungen

1. Anden Schrédingerschen Wellenfunktionen fallt auf, dald sie einerseits tber

der physikalischen Zeitach& und Gber dem gewdhnlichen, physikali-
schen RaunR? definiert sind, andererseits aber in Funktionenraugien
liegen und dort gewisse Eigenschaften besitzen — wie z. B. quadratinte-
grabel zu sein. Etwas gelehrter ausgedriicktyistt, x) Uber R; x R3
definiert, nimmt aber seine Werte ¥ an. Das wirft die Frage auf,
wie die Wellenfunktiony, reagiert, wenn wir im physikalischen Raum
z.B. Galilei-Transformationen durchftihren, also Translationen, Drehun-
gen oder Spezielle Galilei-Transformationen, unter denen die Dynamik
(in Gestalt des Hamiltonoperators) invariant ist. Diese Frage, die zu in-
teressanten begrifflichen und praktischen Aussagen fuhrt, wird uns noch
ausfuhrlich beschatftigen.
Allerdings wird es bei Systemen, die kein klassisches Analogon haben,
auch Wellenfunktionen geben, die nicht oder nur mittelbar auf die Raum-
zeit Bezug nehmen. Diese Situation wird uns bei der Beschreibung des
Spins, d. h. des Eigendrehimpulses von Teilchen begegnen.

2. Ein zentrales Prinzip der Quantentheorie ist8lagerpositionsprinzigas
besagt, dafl? mit zwei verschiedenen Losunggnndyg der Schrodinger-
Gleichung auch jede Linearkombinatiay, + g, mit A, u € C zwei
komplexen Zahlen, Lésung ist. Der Raum oder die Raume, in denen die
Wellenfunktionen definiert sind, missen dahleeare Raume sein, d. h.
sie mussen Vektorraume UbErsein.

3. Denken wir an die Bornsche Interpretation, Abschn. 1.4, oder deren Ver-

allgemeinerungen, so ist klar, daf? die Rauriesine metrische Struktur

tragen missen, es mulz moglich sein, die Norm oder Lange eines Zu-
standsyr zu definieren und zu messen. Gleichzeitig mu3 damit auch eine
echtegeometrische Struktuverbunden sein, denn wenn wir beispiels-
weise danach fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Eigenayert
der Observable im normierten Zustangr gemessen wird, dann ist das
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gleichbedeutend mit der Frage, welchen Wert das Skalarpr@gukt/)
der zua, gehérenden Eigenfunktion voA mit dem Zustand/ hat. An-
ders gesagt, wird hier nach der Projektion wbrauf ¢, d. h. nach dem
Winkel gefragt, den die beiden Funktionen einschlief3en.

4. Beides, die metrische und die geometrische Struktur, erhalt man durch die
richtige Definition des Skalarprodukts von Wellenfunktionen (allgemeiner:
Zustandsvektoren). Zugleich wird damit auch der allgemeine, formale Rah-
men geschaffen, in de@rwartungswerteson Observablen definiert sind,
die ja als die physikalischen Mel3gréf3en in die Interpretation der Theorie
eingehen.

3.2.1 Definition von Hilbert-Raumen
Mit den vorangegangen Bemerkungen sind wir fur die folgende Definition
motiviert und vorbereitet:

(I) Ein Hilbert-Raum# ist ein linearer Vektorraum tber den komplexen
ZahlenC.
Die Addition von Elementerf € ¢ und g € J# existiert, f + g e J,
und hat die Ublichen Eigenschaften, d. h. sie ist assoziativ, es gibt ein
Nullelement, fir dasf +0= f fir alle f € ¢ gilt, und zu jedemf
gibt es(— f) mit f 4+ (— f) = 0. Die Multiplikation mit den komplexen
Zahlen ist wohldefiniert, sie ist assoziativ und distributiv.

(1) Uber # ist ein Skalarprodukt definiert

(): HxH—C: f,gr— (f,0),

das folgende Eigenschaften besitzt:
Das Skalarprodukt f, g) zweier Elementef, g € # ist C-linear im
zweiten Argument,

(f,o1+0) =(f,g0)+(f,g2) und (f,ag)=Ai(f,9), reC.
(3.9)

Das Skalarproduktf, f)eines Elements mitsich selbstist positiv definit
und ist genau dann gleich Null, werfndas Nullelement ist,

(f, f)>0 VT, (f, f)=0«<= f =0. (3.10)

Vertauscht man seine Argumente, so nimmt es seinen konjugiert
komplexen Wert an,

(9, H=(f, 9. (3.11)

(Ill) Der Raum #¢ ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folgk, fo, ...
konvergiert gegen ein Grenzelemdntdas in# liegt,

fhn— f, wenn lim || f,— f|| =0. (3.12)
n—oo

(VI) Der Raum# hat abzéhlbar-unendliche Dimension.
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