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ich allen Kollegen, Mitarbeitern und Studenten danken, die Verbesserungs-
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Miinchen, im Juli 2000 F. Schwabl



Vorwort

Das vorliegende Lehrbuch behandelt fortgeschrittene Themen der Quanten-
mechanik, wie sie iiblicherweise in Vorlesungen iiber Quantenmechanik II
dargestellt werden. Es ist in drei Teile gegliedert: I Vielteilchensysteme, 11
Relativistische Wellengleichungen und II1 Relativistische Felder, die sich in
insgesamt 15 Kapitel teilen. Im Text wird Wert auf eine gestraffte Darstel-
lung gelegt, die dennoch aufler Kenntnis der Quantenmechanik keine wei-
teren Hilfsmittel erfordert. Die Verstdndlichkeit wird gewéhrleistet durch
Angabe aller mathematischen Schritte und ausfiihrliche und vollstandige
Durchfithrung der Zwischenrechnungen. Am Ende jedes Kapitels sind eine
Reihe von Ubungsaufgaben angegeben. Teilabschnitte, die bei der ersten
Lektiire iibergangen werden koénnen, sind mit einem Stern gekennzeichnet.
Nebenrechnungen und Bemerkungen, die fiir das Verstdndnis nicht entschei-
dend sind, werden in Kleindruck dargestellt. Fiir die Teile IT und III ist die
vorhergehende Lektiire von Teil I nicht erforderlich. Wo es hilfreich erscheint,
werden Zitate angegeben, die auch dort keineswegs vollstdndig sind, aber zur
weiteren Lektiire anregen sollen. Am Ende jedes der drei Teile befindet sich
eine Liste von Lehrbiichern.

Das Buch grenzt sich gegen das Lehrbuch Quantenmechanik thematisch
dadurch ab, daff relativistische Phdnomene und klassische wie relativistische
Quantenfelder behandelt werden.

In Teil I wird der Formalismus der zweiten Quantisierung eingefiihrt und
auf die wichtigsten, mit einfachen Methoden darstellbaren Probleme, wie
schwach wechselwirkendes Elektronengas, Anregungen in schwach wechsel-
wirkenden Bose-Gasen, angewandt und es werden die grundlegenden Eigen-
schaften von Korrelations- und Responsefunktionen von Vielteilchensystemen
behandelt.

Der zweite Teil beschiftigt sich mit der Klein-Gordon-Gleichung und der
Dirac-Gleichung. Neben den wichtigsten Problemen, wie der Bewegung im
Coulomb-Potential, wird besonderes Augenmerk den Symmetrieeigenschaf-
ten zugewandt.

Im dritten Teil wird das Noethersche Theorem, die Quantisierung von
Klein-Gordon-, Dirac- und Strahlungsfeld dargestellt, sowie das Spin-Stati-
stik-Theorem. Das letzte Kapitel behandelt wechselwirkende Felder am Bei-
spiel der Quantenelektrodynamik: S-Matrix-Theorie, Wick-Theorem, Feyn-
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man Regeln und einige einfache Prozesse wie Mott-Streuung und Elektron-
Elektron-Streuung.

Das Buch wird Studenten der Physik und verwandter Fachgebiete ab dem
5. oder 6. Semester empfohlen und Teile daraus kénnen moglicherweise auch
von Lehrenden nutzbringend verwendet werden.

Dieses Buch ist aus Vorlesungen, die der Autor wiederholt an der Tech-
nischen Universitidt Miinchen gehalten hat, entstanden. Am Schreiben des
Manuskripts, am Lesen der Korrekturen haben viele Mitarbeiter mitgewirkt:
Frau I. Wefers, Frau E. Jorg-Miiller, Frau C. Schwierz, die Herren A. Vilfan,
S. Clar, K. Schenk, M. Hummel, E. Wefers, B. Kaufmann, M. Bulenda, J.
Wilhelm, K. Kroy, P. Maier, C. Feuchter, A. Wonhas. Herr E. Frey und Herr
W. Gasser waren an der Ausarbeitung der Ubungsbeispiele beteiligt. Herr W.
Gasser hat das gesamte Manuskript gelesen und zu vielen Kapiteln des Bu-
ches wertvolle Anregungen gegeben. Ihnen und allen anderen Mitarbeitern,
deren Hilfe wichtig war, sowie stellvertretend fiir den Springer-Verlag Herrn
Dr. H.J. Kolsch sei an dieser Stelle herzlichst gedankt.

Miinchen, Juni 1997 F. Schwabl



12. Quantisierung von relativistischen Feldern

Dieses Kapitel ist den relativistischen Quantenfeldern gewidmet. Dazu un-
tersuchen wir zuerst ein System von gekoppelten Oszillatoren, fiir welche
die Quantisierungseigenschaften bekannt sind. Im Kontinuumsgrenzfall die-
ses Oszillatorsystems resultiert die Bewegungsgleichung einer schwingenden
Saite in einem harmonischen Potential, welche in ihrer Form identisch mit
der Klein—-Gordon—Gleichung ist. Mit der quantisierten Bewegungsgleichung
der Saite und deren Verallgemeinerung auf drei Dimensionen liegt ein Beispiel
einer quantisierten Feldtheorie vor. Die dabei auftretende Quantisierungsvor-
schrift 148t sich auch auf nichtmaterielle Felder tibertragen. Die Felder und
die hierzu konjugierten Impulsfelder werden kanonischen Vertauschungsre-
lationen unterworfen. Man spricht deshalb von kanonischer Quantisierung.
Zur Verallgemeinerung auf beliebige Felder werden dann die Eigenschaften
allgemeiner klassischer relativistischer Felder untersucht, insbesondere wer-
den die aus den Symmetrieeigenschaften folgenden Erhaltungssétze abgeleitet
(Noether—Theorem).

12.1 Gekoppelte Oszillatoren, lineare Kette,
Gitterschwingungen

12.1.1 Lineare Kette von gekoppelten Oszillatoren
12.1.1.1 Diagonalisierung des Hamilton—Operators

Wir betrachten N Teilchen mit der Masse m, deren Gleichgewichtslagen sich
auf einem periodischen linearen Gitter mit Gitterabstand (Gitterkonstan-
te) a befinden mégen. Die Auslenkungen in Kettenrichtung aus den Gleich-
gewichtslagen a,, werden mit ¢i,...,qn (Abb.12.1a) und die Impulse mit
p1,.-.,pn bezeichnet. Jedes der Teilchen mdge sich in einem harmonischen
Potential befinden, und auch untereinander seien nichste Nachbarn harmo-
nisch gekoppelt (Abb.12.1b). Dann lautet der Hamilton-Operator

N
1 mi2> mi22
H=Y o—pi+— (=)’ + =0 (12.1.1)
n=1
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“ o o n—1 n n+1

(a) (b)

Abb. 12.1. Lineare Kette a) Auslenkung der Massenpunkte (groe Punkte) von
den Gleichgewichtslagen (kleine Punkte) b) Potentiale und Wechselwirkungen
(schematisch durch Federn dargestellt)

Hier charakterisiert (22 die Stirke der harmonischen Kopplung zwischen
niichsten Nachbarn und 23 das harmonische Potential der einzelnen Teilchen
(sieche Abb.12.1b). Da wir letztlich am Grenzfall eines unendlich ausgedehn-
ten Systems interessiert sein werden, in welchem die Randbedingungen keine
Rolle spielen, nehmen wir deshalb die einfachsten, ndmlich periodische Rand-
bedingungen an, d.h. ¢y = gn . Die z-Koordinaten x,, sind dargestellt durch
Ty = Gp+qn = na+¢q, und aus den Vertauschungsrelationen [z, prm] = i0nm
etc. (h = 1) folgen die kanonischen Vertauschungsrelationen (12.1.2) fiir die
qn und py

[q’l’Hpm] = i(snm y [Qna Qm] =0, [pnapm] =0. (12~1-2)

In der Heisenberg-Darstellung,

gn(t) = M g, (12.1.3a)
pn(t) = py e (12.1.3b)
ergeben sich die beiden Bewegungsgleichungen
1
dn(t) = Epn(t) (12.1.4a)
und
Pn(t) = min(t) (12.1.4b)

= m82(qnr1(8) + qn-1(t) — 2 (1)) — M2 u(?) -

Wegen der periodischen Randbedingungen liegt ein translationsinvariantes
Problem (invariant gegen Translation um a) vor. Der Hamilton—Operator
kann deshalb durch die Transformation (Fourier-Summe)

1 i
R Y URE D ek, (12.1.5a)
k
1/2 )
Py = (%) 3 etk py (12.1.5b)
k

diagonalisiert werden. Man nennt Q) und P, Normalkoordinaten und Nor-
malimpulse. Wir miissen nun die moglichen Werte von k bestimmen. Dazu
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verwenden wir periodische Randbedingungen, welche ¢y = gn verlangen, d.h.
1 = el**N : deshalb ist kaN = 27/, also

2n/l
k= Nl (12.1.6)
a
mit ganzzahligem ¢. Dabei sind die Werte k£ = = 57— == dquivalent
it g hligem ¢. Dabei sind die Werte k = 27EEN) — 228 4 21 5 4y,)

zu k = QN—”(f , da fiir diese k-Werte die Phasenfaktoren ¢'**" und damit ¢, und

pr, gleich sind; deshalb reduzieren sich die moglichen k-Werte wie folgt:

N N N-2 N
fi N : - < — =0,+1,... ,£——, —
iir gerades 5 <tL< 5 {=0,+1, , 7 3

N -1 N -1 N-1
fiir ungerades N : — 5 </i< 5 {=0,%£1,... ,:ET.

In der Festkorperphysik nennt man das so eingeschrinkte Intervall von k
auch erste Brillouin—Zone. Die Fourier-Koeffizienten in (12.1.5) erfiillen Or-
thogonalitdts- und Vollstdndigkeitsrelationen.

Orthogonalitdtsrelation :

N
1 ikan  —ik’an
NZek e Fan — Ak — k) (12.1.7a)
n=1
y ;2w :
__J 1fir k— k"= — h, h ganzzahlig
= a
0 sonst.
In dieser Form gilt die Orthogonalitétsrelation fiir beliebiges k = ?V—”f. Bei

Beschrinkung der k-Werte auf die erste Brillouin-Zone wird das verallgemei-
nerte Kronecker-Delta A(k — k') = Ogp -
Vollstiandigkeitsrelation :

1 . . ’
ﬁ Zeflkanelkan _ 6nn’ . (1217b)
k

Hier ist die §ummationsvariable k auf die erste Brillouin—Zone beschrankt.
(Beweise in Ubungsaufgabe 12.1). Die Umkehrung von (12.1.5) lautet:

m .
Op = /N S emihang, (12.1.8)

P, (12.1.8b)

1 ikan
= — e .
— g Pn
Da die Operatoren ¢, und p,, hermitesch sind, folgt

I=Q., Pl=P,. (12.1.9)
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Bemerkung. Fiir gerades N sind ¢ = % und —% dquivalent, es trat deshalb nur

Soauf. Fir k= 22 - & = T ist Qp = Q! , also hermitesch und ebenso P, da

el%an _ eiﬂ'n — (_1)71 )

Die Vertauschungsrelationen der Normalkoordinaten und -impulse erhélt
man aus (12.1.2) mit dem Ergebnis

[Qr, Pyr] = i0pp Qr, Qr] =0, [Py, Pr] = 0. (12.1.10)

Einsetzen der Transformation auf Normalkoordinaten (12.1.5a,b) in (12.1.1)
ergibt fiir den Hamilton-Operator

1
H=23 (P Pl +01Q.Q)) (12.1.11)
k
mit dem Quadrat der Schwingungsfrequenz
ka\ >
wi=1? (2 sin 2) + 02 (12.1.12)

(Ubungsaufgabe 12.3). Man nennt (£2a)® Steifigkeitskonstante.

Wk
20 #0
20=0
s ‘ > Abb. 12.2. Die Phononfrequen-
~a z kK zen fiir 29 # 0 und 2o = 0.

Im Fourier-Raum ergeben sich also ungekoppelte Oszillatoren mit der Fre-
quenz wy = \/LT]%, allerdings sind die Terme in (12.1.11) von der Gestalt
QrQ_k etc., es sind also noch die Oszillatoren zur Wellenzahl k und —k
miteinander verkniipft. Die Frequenz als Funktion von k (Dispersionrelati-
on) ist in Abb. 12.2 dargestellt. In der Sprache der Gitterschwingungen hat
man fiir {29 = 0 akustische Phononen und fiir endliches {2y optische Phono-
nen. Zur Diagonalisierung von H, GI1.(12.1.11), fithrt man FErzeugungs— und
Vernichtungsoperatoren
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1
W = o (w, @ +iP]) (12.1.13a)
k
1
af = N (woQf-ip,) (12.1.13b)
ein. Die Umkehrung dieser Transformation ist durch
T
a, tay
= —=—" 12.1.14
Qk N ( a)
und
Po= i[5 (a_x—af) (12.1.14b)

gegeben. Aus den Vertauschungsrelationen fiir die Normalkoordinaten
(12.1.10) folgt (Aufgabe 12.5)

lay, ,aL] =0kk , |ok,ap]= [aL,aL,] =0. (12.1.15)

Indem man (12.1.14a,b) in (12.1.11) einsetzt, erhdlt man

1
H=> w (a,tak + 2) : (12.1.16)
k

einen Hamilton—Operator von N nicht gekoppelten Oszillatoren, die Sum-
mation erstreckt sich iiber alle N Wellenzahlen in der ersten Brillouin—Zone,
da

1§~ wk (g wi t \(g!
H = B g 7(“716 —ag)(aly, —ar) + 2wk (ar +aly)(ay +a—k)
1
=1 ;wk(afkaik +alak +aral +a' La_y

—a_par — alatk +ara_j + aikal)

1 1
=3 > wi(afak + axal) = ws (a;ak + 5) . (12.1.17)
k k

Die Energieeigenzustéinde und Eigenwerte fiir jeden einzelnen dieser Oszilla-
toren sind bekannt. Die Grundzustandsenergie des Oszillators mit der Wellen-

zahl k ist %wk. Den n-ten angeregten Zustand des Oszillators mit der Wellen-

zahl k erhélt man durch n-fache Anwendung des Operators az, und die Ener-

gie ist (ng+ %) wg, - Der Umstand, daf} die Eigenwerte des Hamilton-Operators
ganzzahlige Vielfache der Eigenfrequenzen sind, fiithrt ganz natiirlich auf eine
Teilchen-Interpretation, obwohl es sich nicht um materielle Teilchen, son-
dern nur um Anregungszustéinde (Quasiteilchen) handelt. Wir nennen diese
Quanten im Fall der hier vorliegenden elastischen Kette Phononen. Die Be-
setzungszahlen sind 0, 1,2, ..., also sind die Quanten Bosonen. Der Operator
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az erzeugt ein Phonon mit Wellenzahl k und Frequenz (Energie) wy, wihrend

ay, ein Phonon mit Wellenzahl k& und Frequenz (Energie) wy, vernichtet.
Die Eigenzustinde des Hamilton—Operators (12.1.17) sind folglich von der
folgenden Form. Im Grundzustand |0), der durch die Bestimmungsgleichung

ar |0) =0, fir allek , (12.1.18a)

festgelegt ist, sind keine Phononen vorhanden, und seine Energie ist
1
Ey = zk: F9k (12.1.18b)

die Nullpunktsenergie. Ein allgemeiner Multiphononenzustand hat die Ge-
stalt

1

n;ﬁ!nkzl . "nkN!

% (o) (ak) " (aky) M0 (12.1192)

|nk1,nk2,... ,nkN> =

und die Energie

E=> ngwy+ Eo . (12.1.19b)
k
Die Besetzungszahlen nehmen die Werte ng = 0,1,2,... an und k lduft

iiber die N Werte aus der ersten Brillouinschen Zone; die nj sind nach oben
unbeschrinkt. Der Operator g = a};ak ist der Besetzungszahloperator fiir
Phononen mit der Wellenzahl k.

Aus

[, ax] = —ap  und [ﬁk,a;rc] = az (12.1.19¢)

folgt
ak7|,nk7,>: nki|...,nki71,...>,
aL| SNy o) =/ Nk, 1] g, +1,.0.0) .

Bemerkung. Es sei betont, dafl die Vertauschungsrelationen (12.1.2) und
(12.1.15) auch in Gegenwart von nichtlinearen Termen im Hamilton-Operator
giiltig sind, da sie eine Folge der allgemeinen kanonischen Vertauschungsre-
lationen von Orts- und Impulskoordinaten sind.

(12.1.19d)

12.1.1.2 Dynamik

Mit G1.(12.1.16) wurde der Hamilton-Operator der linearen Kette diagonali-
siert. Tatsédchlich ist H zeitunabhéngig, so dafl die diversen Darstellungen von
H Gl1.(12.1.1), (12.1.11) und (12.1.16) zu jedem Zeitpunkt gelten. Wir kénnen
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nun die wesentlichen Aspekte der Dynamik am einfachsten im Heisenberg-
Bild beschreiben. Ausgehend von

1

1 ikan 1 ika T
n = —F/— € = — e (a, +a_
= T 2O = o o e o)
(12.1.20)
_ Z 1 (eikana 1 oikan aT)
. V2wimN k k
definiert man den Heisenberg—Operator
qn(t) = et g, (0) e H! = it g o7HT (12.1.21)
Indem man die Bewegungsgleichung 16st oder
) . 1
elHt ak e—lHt = ai + [lHt, ak;] + E[lHt, [lHt,G,kH +...
. 1. .
= ay, + [kt al ag, ag] + 5[1Ht, [iHt, ar]] + ...
1
= aj, — lwitay + E[iwkta,tak, —iwgtag] + ... (12.1.22)
. 1, 2
=ap | 1—iwkt + E(—lwkt) +...
— akefiwkt
benutzt, erhilt man fiir die Zeitabhéngigkeit der Auslenkungen
1 . .
nl(t) = 3 e (Hben et oTilken e o) 12.1.23
q ( ) zk: \/W k k ( )

In ihrer Struktur ist diese Losung identisch mit der klassischen, die Amp-
lituden sind hier jedoch die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren. Wir
werden die Bedeutung der Losung erst im Kontinuumsgrenzfall diskutieren,
den wir nun einfithren werden.

12.1.2 Kontinuumsgrenzfall, schwingende Saite

Wir betrachten nun den Kontinuumsgrenzfall der schwingenden Kette. In
diesem Grenzfall gehen der Gitterabstand a — 0 und die Zahl der Oszillatoren
N — oo, wobei die Linge der Saite L = aN endlich bleibt (Abb. 12.3).

Die Dichte p =  und die Steifigkeitskonstante v? = (£2a)* miissen eben-
falls konstant bleiben. Die Positionen der Gitterpunkte x = na sind dann
kontinuierlich verteilt. Aulerdem fithren wir die Definitionen

1/2
m) (12.1.24a)

q(z) = qn (*

p(x) = pn(ma)~'/ (12.1.24b)
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m
° . . ®
Abb. 12.3. Zum Kontinuumsgrenzfall der linearen
a Kette

ein. Aus der Bewegungsgleichung (12.1.4b)
Gn = Q2(Qn+1 + Gn—1 = 2qn) — “Qg an
wird

z+ a’t) - Q(l'vt)) _ (Q(xat) - Q(x - aat))

(j(lL’,t) _ QQQQ (Q(

a2 (12.1.25)
- ng(amt)
und im Limes a — 0 folgt
. 2 82 2
G(z,t) — v ﬁq(x,t) + 025 q(x,t) =0. (12.1.26)
x

Diese Gleichung ist in ihrer Form identisch mit der eindimensionalen Klein—
Gordon—Gleichung. Fiir 29 = 0, also ohne dem harmonischen Potential,
ist GL.(12.1.26) die aus der klassischen Mechanik bekannte Schwingungsglei-
chung einer Saite.

Der Hamilton-Operator (12.1.1) nimmt im Kontinuumsgrenzfall die Gestalt

. 1 5, m? 5  miR ,
i —H&}&w;<m%+z(%‘%l) tog
1 mi2? n — Qn-1 2 a2
— i 2 2 n n 0 2
a—)O,IJI\?—)oo;a <2map" T < a T B

(12.1.27)

Il
IS
&
N |
!
—~
S
~
[\v]
+
<
[\v]
7N
Q‘)‘%
SHES)
N————
(V)
+
i~
S
~
(v}
—_

an, wobei Y a — [ iibergeht. Die Kommutatoren der Auslenkungen und
0

Impulse erhélt man aus (12.1.2) und (12.1.24a,b):

. my1/2 _
o= g (%) o
’ 5 (12.1.28a)
=  lim i =i§(z — 7))

a—0,N—o0 a

lg(z), q(=")] = [p(z), p(z)] = 0. (12.1.28b)
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Als néchstes leiten wir die Normalkoordinatendarstellung her. Aus (12.1.6)
folgt
2n/ - .
k= -4 o ¢ ganzzahlig ist mit — oo < /¢ < o . (12.1.29)
Der Fourier—-Raum bleibt im Kontinuumsgrenzfall bei endlicher Lénge der
Saite diskret, die Zahl der Wellenzahlen und damit der Normalkoordinaten
ist unendlich. Aus Gl. (12.1.5a,b) folgt

1 ikx
a(@) = 7175 D¢ Qx (12.1.30a)
k

1 —ikx
p@) =25 > e P (12.1.30b)
k
und aus (12.1.11)
1
H=>)_ B} (Pk Pl +wiQ, QL) ; (12.1.31)
k

wobei sich (12.1.12) im Grenzfall a — 0 auf
wi = v?k? + 2 (12.1.32)

reduziert. Die Vertauschungsrelationen der Normalkoordinaten (12.1.10) blei-
ben unveréndert
[Qk,Pk-/] :lékk/ 3 [Qk,Qk-/] :0, [Pk-’Pk;/] :0. (12.1.33)

Entsprechend ist die Transformation auf Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren (12.1.14a,b), sowie der Hamilton—Operator in diesen Grofien (12.1.16)
unverdndert. Die Darstellung des Auslenkungsfeldes durch Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren nimmt nun die Gestalt

1ka: ak +CL —k
q:c Ll/zz

. 1
_ ikx —ikx T
= 7L1/2 Ek (e a, +e ak) JZor (12.1.34)

an, und aus (12.1.23) folgt fiir dessen Zeitabhingigkeit

1
i(kx—wit —i(kz—wrt) . T
g(z,t) = L1/2§ (< g, +e il k)a’“)\/ﬂk' (12.1.35)

Schliefflich lautet der Hamilton—Operator

1
H=> w (aLak + 2) : (12.1.36)
k
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welcher positiv definit ist. Die in (12.1.35) auftretenden Funktionen e!(k*~«x?)
und e~ 'F*=«kt) gind die Losungen der freien Feldgleichungen (12.1.26), die
wir im Zusammenhang mit der Klein—-Gordon—Gleichung als Losungen mit
positiver und negativer Energie interpretiert hatten. In der quantisierten
Theorie treten diese Losungen als Entwicklungsfunktionen der Feldoperato-
ren zu den Vernichtungsoperatoren und den Erzeugungsoperatoren auf. Das
Vorzeichen der Frequenzabhingigkeit hat keine Bedeutung fiir den Wert der
Energie. Diese wird durch den Hamilton-Operator (12.1.36) bestimmt, wel-
cher positiv definit ist, es gibt keine Zustéinde mit negativer Energie. Die
direkte Analogie zur schwingenden Saite bezieht sich auf das reelle Klein-
Gordon Feld, das komplexe wird in Gl. (12.1.46a,b) und in Abschnitt (13.2)
behandelt.

12.1.3 Verallgemeinerung auf drei Dimensionen, Zusammenhang
mit dem Klein—Gordon—Feld

12.1.3.1 Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

Es ist nun einfach, die bisherigen Ergebnisse auf drei Dimensionen zu verall-
gemeinern. Wir betrachten ein diskretes, dreidimensionales, kubisches Gitter.
Wir legen dabei kein elastisches Gitter zugrunde, welches dreidimensionale
Auslenkungsvektoren hétte, sondern nehmen an, daf§ die Auslenkungen nur
eindimensional (skalar) seien. Dann ist im Kontinuumsgrenzfall die eindimen-
sionale Koordinate = durch den dreidimensionalen Ortsvektor x zu ersetzen

T =X,

und die Feldgleichung fiir die Auslenkung ¢(x,t) lautet

G(x,t) —v2Aq(x,t) + 22 q(x,t) =0 . (12.1.37)
Wenn wir hierin die Substitutionen
92
v—c, U—S —m?, (x,t)=z, und q(x,t) = é(z) (12.1.38)

einfithren, erhalten wir
0,0"p(z) + m?¢(z) =0 (12.1.39)

also genau die Klein-Gordon—Gleichung (5.2.11"). Die Darstellung der Losung
der Klein—-Gordon—Gleichung durch FErzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren (12.1.35), die Vertauschungsrelationen (12.1.15), (12.1.28) und der
Hamilton-Operator (12.1.36) lassen sich unmittelbar auf drei Dimensionen
tibertragen:

1 1
o0:t) = a7 2 NoT

¢t (z) + ¢ (z),

(ei<kx_wkt)ak n e—i<k"‘Wk“aL) (12.1.40)
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[ak,al,] = Ok K ; A, 0] = [aL,aL/] =0, (12.1.41a)

x h(x! =16 (x — x’
[(x,8), 6(x', )] = 16 (x — '), (12.1.41b)

d(x,1), p(x',1)] = [6(x, 1), (x',1)] = O,

und
1
H= zk:wk <altak + 2) : (12.1.42)

Inspiriert durch diese mechanische Analogie kommen wir zu einer volligen
Neuinterpretation der Klein-Gordon—Gleichung. Wéhrend in Abschnitt 5.2
versucht wurde, die Klein—-Gordon-Gleichung als relativistischen Ersatz fiir
die Schrodinger—Gleichung einzufiihren, und deren Losungen als Wahrschein-
lichkeitsamplituden entsprechend der Schrodingerschen Wellenfunktion im
Ortsraum zu interpretieren, ist nun ¢(x, t) keine Wellenfunktion sondern ein
Operator im Fock-Raum. Dieser Feldoperator wird dargestellt als Superpo-
sition der Einteilchenlésungen der Klein-Gordon-Gleichung mit Amplituden,
die selbst Operatoren sind, und die die Bedeutung von Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren der durch das Feld beschriebenen Quanten (Elementar-
teilchen) haben. Unter Fock-Raum versteht man den aus den Multi-Boson-
Zustidnden

(ajq)nkl (aL)nkQ ... |0 (12.1.43a)

aufgebauten Zustandsraum, wobei |0) der Grundzustand (= Vakuumzustand)
des Feldes ist. Die Energie dieses Zustandes ist

1
E=) hw (nk + 2) ) (12.1.43b)
k

In Gleichung (12.1.40) wurde der Feldoperator in Teile positiver (negativer)
Frequenz ¢ (x)(¢~ (z)) zerlegt. Diese Bezeichnungsweise lehnt sich noch an
die Losungen positiver (negativer) Energie an. Wegen der Hermitezitéit des
Feldoperators ¢(x) ist ¢+T = ¢~ und es tritt in der Entwicklung (12.1.40) die
Summe von ax und a;r( auf. Dieses hermitesche (reelle) Klein—-Gordon—Feld
beschreibt ungeladene Mesonen, wie die weitere Untersuchung zeigen wird.

12.1.3.2 Grenzfall unendlichen Volumens

Bislang haben wir ein endliches Volumen mit der linearen Abmessung L zu
Grunde gelegt. Bei der Formulierung relativistisch invarianter Theorien ist es
notwendig die Theorie im gesamten Raum zu betrachten. Wir fithren deshalb
den Grenziibergang L. — oo durch. In diesem Grenzfall riicken die bisher
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diskreten Werte von k beliebig nahe zusammen und es wird dann auch k
eine kontinuierliche Variable. Die bisherigen Summen iiber k werden geméf

durch Integrale ersetzt. Mit der Definition

0= (L) o

erhélt man aus (12.1.39) fiir den Feldoperator

i 3
d(x,1) = Ak 1 <ei(kx*wkt)a(k) + e*i(kxfwkt)af(k))
s (27.‘.)3/2 \/m ,

— 00

(12.1.44)

wobei sich die k-Integration in allen drei Raumrichtungen von —oo bin +o0o
erstreckt. Die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren lauten nun

3
la(k),a' (k)] = by (;) =0k — K,

[a(k),a(k")] =0 |, [aT(k),aT(k’)] =0.

(12.1.45)

Beweis:

-z -2 (3) () )
= /d3k’ ((;)SékkJ = /dgk’é(kfk’).

Das komplexe Klein-Gordon-Feld ist nicht hermitesch, deshalb sind die
Entwicklungskoeffizienten (Operatoren) der Losungen mit positiver und ne-
gativer Frequenz voneinander unabhéngig

1 1 : .

S t) = 5 Y e (eﬂ’“'wak + elk'be . (12.1.46a)

L / K \/2wk
Hier bedeutet k- x = wit — k - x das Viererskalarprodukt. Die Operatoren ay
und bk haben folgende Bedeutung:

ay (aL) vernichtet (erzeugt) ein Teilchen mit Impuls k und
b (bL) vernichtet (erzeugt) ein Antiteilchen mit Impuls k
und entgegengesetzter Ladung,
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wie in spéteren Abschnitten genauer ausgefiihrt werden wird. Aus (12.1.46a)
erhélt man fiir den hermitesch konjugierten Feldoperator

Fix ) = !
¢ (X, t) 1,3/2 Zk: /ka

(e—ik-zbk _i_eikma]];) ) (12.1.46b)

12.2 Klassische Feldtheorie

12.2.1 Lagrange—Funktion und Euler—Lagrange
Bewegungsgleichungen

12.2.1.1 Definitionen

In diesem Abschnitt werden allgemeine, grundlegende Eigenschaften klassi-
scher (meist relativistischer) Feldtheorien untersucht. Gegeben sei ein Sy-
stem, das durch Felder ¢,.(x) beschrieben werde, wobei der Index r die be-
trachteten Felder durchnumeriert. Dabei kann es sich um die Komponenten
eines einzigen Feldes, wie z.B. des Strahlungsfeldes A(x) oder eines Vierer-
spinors 1 (z) aber auch um unterschiedliche Felder handeln. Es folgen nun
einige Definitionen und Begriffe.

Wir nehmen an, daf} eine Lagrange-Dichte existiert (englisch Lagrangian
density), die von den Feldern ¢, und deren Ableitungen ¢, , = 0,6, = (%%gbr
abhéngt. Die Lagrange—Dichte wird mit

L=L(Pr,brp) (12.2.1)

bezeichnet. Ausgehend von (12.2.1) definiert man die Lagrange-Funktion

L(z°) = /d?’xﬁ(qﬁr, brp) - (12.2.2)

Die Bedeutung der Lagrange-Funktion in der Feldtheorie ist ganz analog
derjenigen in der Punktmechanik. Welche Form die Lagrange—Dichte fiir be-
stimmte Felder besitzt, wird in den folgenden Abschnitten dargelegt werden.
Wir definieren noch die Wirkung (=action)

S(2)= [ d*z L(¢r, by ) = [ dz® L(2°), (12.2.3)
/ /

wobei d*r = d2°d3r = dz®dx! dz? dz? ist. Die Integration erstreckt sich
iiber ein Gebiet (2 im vierdimensionalen Raum-Zeit Kontinuum, welches mei-
stens unendlich sein wird. Die Notation ist wie im Teil Relativistische Wellen-
gleichungen, wobei die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt wird, und deshalb
ist 20 = t.
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12.2.1.2 Hamiltonsches Prinzip der Punktmechanik

Wie schon bemerkt wurde, sind die Definitionen und die Vorgangsweise ana-
log zur Punktmechanik mit n Freiheitsgraden, an die wir kurz erinnern '-2.
Die Lagrangefunktion eines Teilchensystems aus n Freiheitsgraden mit gene-

ralisierten Koordinaten ¢;,7 = 1,... ,n hat die Gestalt:
"1
Lt)y=Y =mii? —V(g). 12.2.4
(t) ;lequ (¢) ( )

Der erste Term ist die kinetische Energie und der zweite die negative poten-
tielle Energie aufgrund der Wechselwirkung der Teilchen untereinander und
duBerer konservativer Krifte. Die Wirkungsfunktion ist durch

s— ["a L(t) (12.2.5)

t1

definiert. Die Bewegungsgleichungen eines solchen klassischen Systems folgen
aus dem Hamiltonschen Prinzip (= Prinzip der kleinsten Wirkung), welches
besagt, daf die Wirkung (12.2.5) fiir die tatséchliche Bahn ¢;(¢) extremal ist,
d.h.

5S=0, (12.2.6)

wobei als Vergleichsbahnen ¢;(t) 4+ dg;(t) zwischen dem Anfangszeitpunkt ¢;
und dem Endzeitpunkt £ nur solche mit

(5qi(t1) = 6qi(t2) = O7 1= 1, ..., (12.2.7)

betrachtet werden (Siehe Abb. 12.4).

q(t)+dq(t)
t

q(t) Abb. 12.4. Variation der Lésung im Zeitin-
t1 tervall zwischen ¢; und t,. Hier steht ¢(¢) fiir

{a: ()}

Die Bedingung, daf fiir die tatsichliche Bahn die Wirkung extremal ist, be-
sagt

1 H. Goldstein, Klassische Mechanik, Aula Verlag Wiesbaden, 1989
2 L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik Bd.1, Aka-
demie Verlag Berlin, 1979
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i (oL oL .
5= [ (a0 325%0)

o [ P T

J o [t ol ().

1

=0.

t1

Der letzte Term verschwindet, da nach (12.2.7) d¢(t) an den Réndern als Null
vorausgesetzt wurde. Damit S fiir beliebige dg;(t) verschwindet, mufl

oL  d 0oL .
G dogm 0 T Lo (12.2.9)

sein. Dies sind die Fuler—Lagrange—Bewegungsgleichungen, die den Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen dquivalent sind. Wir wollen nun diese Begriffe
auf Felder iibertragen.

12.2.1.3 Prinzip der kleinsten Wirkung in der Feldtheorie

In der Feldtheorie ist der Index ¢ durch die kontinuierliche Variable x ersetzt.
Die Bewegungsgleichungen (= Feldgleichungen) erhélt man wieder aus dem
Prinzip der kleinsten Wirkung

05=0. (12.2.10)
Dazu betrachten wir Variationen der Felder
or(z) = Or(x) + 000 () (12.2.11)

so dafl die Variationen auf der Oberfliche I'({2) des Raum-Zeit-Gebiets (2
verschwinden, d.h.

0¢r(x) =0 auf I'(£2) . (12.2.12)

Wir berechnen nun in Analogie zu (12.2.9) die Anderung der Wirkung
(12.2.3)

oL oL
_ 4
0S8 = ([d T {ad)réd)r aqﬁﬁﬂ (S(b’l‘a/i}

oL 0 0L 0 oL
_ 4 _ Y 4. 7
= [ {acm D 36 } ot [ata g ((%W ‘5@) |
(12.2.13)
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In diesen Gleichungen ist die Summation iiber doppelt auftretende Indizes r
und p impliziert und es wurde d¢,.,, = %(5@ beniitzt3. Der letzte Term in
G1.(12.2.13) kann mit dem Gaufischen Integralsatz in das Oberflachenintegral

/ do,, %5@ = (12.2.14)

umgeschrieben werden, wobei do, gleich der u-Komponente des Oberfla-
chenelements ist. Die Bedingung, dafl 65 aus Gl.(12.1.13) fiir beliebige {2
und ¢, verschwindet, ergibt die Fuler-Lagrange-Gleichungen der Feldtheo-
rie

oL 0 oL
aqﬁrfﬁaqsr,ufo’ r=1,2,.... (12.2.15)

Bemerkung. Wir haben hier zunéchst reelle Felder betrachtet. Den Fall
komplexer Felder kann man darauf zuriickfithren, indem man zwei reelle Fel-
der fiir den Realteil und den Imaginérteil einfithrt. Man kann leicht sehen,
dafl dazu #quivalent ist, ¢(z) und ¢*(x) als unabhiingige Felder zu behan-
deln. In diesem Sinne gelten das Variationsprinzip und die Euler-Lagrange—
Gleichungen auch fiir komplexe Felder.

Wir fithren nun noch zwei weitere Definitionen ein, die analog zur Teil-
chenmechanik sind. Das zum Feld ¢,.(x) konjugierte Impuls-Feld wird durch

oL oL

m(x) = — = — (12.2.16)
6¢T(£) 8¢T(37)
definiert. Die Definition der Hamilton-Funktion lautet
H= /d% (m(x)q’sr(x) - L(¢T,¢T,M)) = H(¢y, 7)) (12.2.17)

wobel die gb} durch die 7, ausgedriickt werden miissen.
Die Hamilton-Dichte ist durch

H(z) = m () () — L(Gr, brp) (12.2.18)

definiert. Die Hamilton—Funktion kann folgendermafien durch die Hamilton—
Dichte ausgedriickt werden

H= /dSzH(x) : (12.2.19)

Das Integral erstreckt sich iiber den ganzen Raum. H ist zeitunabhéngig, da
L nicht explizit von der Zeit abhéngt.

? 0¢r(x) = ¢ (x) — ¢r(z) und deshalb 5206 (2) = @7, (2) = Pru(z) = 0ru(@) -
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12.2.1.4 Beispiel: Skalares, reelles Feld

Zur Illustration der hier eingefiihrten Begriffe betrachten wir als Beispiel ein
skalares, reelles Feld ¢(z). Fiir die Lagrange-Dichte nehmen wir die nied-
rigsten Potenzen des Feldes und seiner Ableitungen, die invariant gegeniiber
Lorentz-Transformationen sind

L= % (¢ —m*¢?) | (12.2.20)

wo m eine Konstante ist. Die Ableitungen von £ nach ¢ und nach ¢ , sind
oL oL
Yy _m2¢ )
99 o
und daraus folgt fiir die Euler-Lagrange—Gleichung (12.2.15)

= ¢+

ot +mPp =0, (12.2.21)

oder in der bisher verwendeten Form
(078, +m*)¢=0. (12.2.21")

Also ist Formel (12.2.20) die Lagrange-Dichte zur Klein—-Gordon—Gleichung.
Der konjugierte Impuls fiir diese Feldtheorie ist nach Gl.(12.2.16)

m(x) = o(x) (12.2.22)

und die Hamilton-Dichte laut nach (12.2.18)

H(z) = 5 [7%(z) + (V§)* + m?¢*(z)] . (12.2.23)
Wenn wir in (12.2.20) hohere Potenzen von ¢? aufgenommen hiitten, z.B. ¢4,
so wiirde die Bewegungsgleichung (12.2.21") zusiitzlich nichtlineare Terme
enthalten.

Anmerkungen iiber die Struktur der Lagrange-Dichte

(i) Die Lagrange-Dichte darf nur von ¢, (z) und ¢, ,(x) abhéngen, hohere
Ableitungen wiirden auf Differentialgleichungen hoherer als zweiter Ordnung
fiihren. Die Lagrange—Dichte darf aufler der Abhéngigkeit von z iiber die
Felder keine explizite z-Abhéngigkeit enthalten, da sonst die relativistische
Invarianz verletzt wére.

(ii) Die Theorie muf} lokal sein, d.h. £(z) ist bestimmt durch ¢,(z) und
¢ru(x) an der Stelle z. Integrale in £(z) wiirden nichtlokale Terme bedeuten
und konnten zu akausalem Verhalten fithren.
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(i) Die Lagrange-Dichte £ ist durch die Wirkung oder auch die Bewe-
gungsgleichungen nicht eindeutig bestimmt. Lagrange-Dichten, die sich um
eine Vierer-Divergenz unterscheiden sind physikalisch édquivalent

L'(z)=L(z)+ 0, F"(x) . (12.2.24)

Dieser Zusatzterm fiihrt in der Wirkung zu einem Oberflachen-Integral iiber
die dreidimensionale Begrenzung des vierdimensionalen Integrationsbereichs.
Da die Variationen des Feldes auf der Oberfliche verschwinden, kommt es
dadurch zu keinem Beitrag in den Bewegungsgleichungen.

(iv) £ soll reell (in der Quantenmechanik hermitesch) oder unter Bedacht-
name auf Anmerkung (iii) &dquivalent zu einem reellen £ sein, damit die
durch reelle Felder ausgedriickten Bewegungsgleichungen und die Hamilton—
Funktion reell sind. £ muf relativistisch invariant sein, d.h. unter einer Poin-
caré-Transformation

x—=2 = Az +a

(12.2.25)
ér(x) = ¢r.(2")
muf sich £ wie ein Skalar verhalten:
L(¢ ("), ., (x") = L(¢r(x), dr () - (12.2.26)
Da d*r = dx®dr'dzr?dz® ebenfalls invariant ist, dindert sich die Wirkung

unter Lorentz—Transformation (12.2.25) nicht, und die Bewegungsgleichungen
haben in beiden Koordinatensystemen die gleiche Gestalt, sind also kovariant.

12.3 Kanonische Quantisierung

Unsere nichste Aufgabe ist, die im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrte
Feldtheorie zu quantisieren. Dabei 148t man sich von den Ergebnissen des
mechanischen elastischen Kontinuumsmodells (Abschn. 12.1.3) leiten und po-
stuliert fiir die Felder ¢, und Impulsfelder 7, die folgenden Vertauschungs-
relationen

[ (x,1), ms (X', )] = 16,50(x — X)) ,
[r(x,1), 05 (X', )] = [mr(x, 1), s (X', 8)] = 0.

Man nennt diese Vertausschungsrelationen kanonische Vertauschungsrelatio-
nen und spricht von kanonischer Quantisierung. Fiir das reelle Klein-Gordon-
Feld, wo nach Gl1.(12.2.22) 7(z) = ¢(x) ist, bedeutet das auch

[6(x,8), (', )] = 18(x — ) , (12.3.2)

[6(x,1), ¢(x', 8)] = [o(x,1), d(x',1)] = 0.
Entsprechend der allgemeinen Giiltigkeit von (12.1.28) und (12.1.41b) wer-
den die kanonischen Vertauschungsrelationen ebenfalls fiir wechselwirkende
Felder postuliert.

(12.3.1)
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12.4 Symmetrien und Erhaltungssitze,
Noether Theorem

12.4.1 Energie-Impuls—Tensor, Kontinuititsgleichungen
und Erhaltungssitze

Die Invarianz eines Systems unter kontinuierlichen Symmetrietransformatio-
nen fithrt auf Kontinuitédtsgleichungen und Erhaltungssétze. Die Herleitung
dieser Erhaltungssétze aus der Invarianz der Lagrange-Dichte ist als Noether-
sches Theorem bekannt (siehe unten).

Man kann Kontinuitatsgleichungen auch elementar aus den Bewegungs-
gleichungen ableiten. Dies wird am Energie-Impuls- Tensor, der durch

oL
a(br,u

definiert wird, illustriert. Der Energie-Impuls—Tensor erfiillt die Kontinuitdts-
gleichung®

TH = 6" — Lg" (12.4.1)

T  =0. (12.4.2)

SH

Beweis. Die Ableitung von TH" ergibt

8 oL oL

T, T,

oL )
¢¢ +8¢rﬂ¢r H_aﬁ_ 3

wobel im zweiten Schritt die Euler-Lagrange Gleichung (12.2.15) und
oL = %al’qﬁr +3 d>£ 0 ¢y, verwendet wurden.
Falls ein Vlerervektor g" eine Kontinuitatsgleichung

9", =0 (12.4.4)

erfiillt, so folgt unter der Annahme, dafl die Felder, von denen g* abhéngt,
geniigend rasch im Unendlichen verschwinden die Erhaltung des Rauminte-
grals iiber seine Nullkomponente

GO(t) = /d%go(x,t). (12.4.5)

Beweis. Aus der Kontinuitétsgleichung folgt mit dem verallgemeinerten Gauf3-
schen Satz

4 Diese Kontinuititsgleichung wird im néichsten Abschnitt aus der raum-zeitlichen
Translationsinvarianz hergleitet, woraus sich in Analogie zur klassischen Mecha-
nik der Name Energie-Impuls—Tensor rechtfertigt.
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/d4x igM =0= /daﬂ g" . (12.4.6)
(7

ozt
Dies gilt fiir jedes vierdimensionale Gebiet {2 mit Oberfliche o. Nun wihlt
man ein Integrationsgebiet, das sich in den rdumlichen Richtungen bis nach
Unendlich erstreckt. In der Zeitrichtung sei es durch zwei dreidimensionale
Oberflichen o1 (2% = t1) und o4(2° = t3) begrenzt (Abb. 12.5). Im Unendli-
chen der raumartigen Richtungen seien ¢, und ¢, , Null.

02

y

Abb. 12.5. Zur Herleitung des
Erhaltungssatzes

Oz/dgxgo—/degO = /dSIgO(x,tl) f/dgmgo(x,tg)

d.h.
GO(t) = GO(t) (12.4.7a)
oder auch
d 0
G =0. (12.4.7b)

dt
Wendet man dieses Ergebnis auf die Kontinuitétsgleichung fiir den Energie-

Impuls-Tensor (12.4.2) an, so folgt die Erhaltung des Energie-Impuls- Vierer-
vektors

PY = /d% T (x,1) . (12.4.8)
Die Komponenten des Energie-Impuls—Vektors sind

PO / B {7 (@) () — L(brsbr )} (12.4.9)

z/dng:H
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und

pPi= /dSzm(x) g¢T j=1,2,3. (12.4.10)
Tj

Die nullte Komponente ist gleich der Hamilton—Funktion bzw. dem -Operator,
die rdumlichen Komponenten stellen den Impuls—Operator des Feldes dar.

12.4.2 Herleitung der Erhaltungssitze fiir Viererimpuls,
Drehimpuls und Ladung aus dem Noetherschen Theorem

12.4.2.1 Noethersches Theorem

Das Theorem besagt, dafl aus jeder kontinuierlichen Transformation, die die
Wirkung ungeéndert 148t, ein Erhaltungssatz folgt. So folgt die Erhaltung des
Viererimpulses und des Drehimpulses aus der Invarianz der Lagrange-Dichte
L gegeniiber Translationen und Rotationen. Diese bilden kontinuierliche Sym-
metriegruppen und es reicht, infinitesimale Transformationen zu betrachten.
Wir betrachten deshalb die infinitesimale Lorentz—Transformation

Ty = x, =2, 01y, = 2+ Awy 7+, (12.4.11a)
1
or(z) = ¢L(2") = dr(x) + 3 Awy,y, SEY ¢s(z) . (12.4.11b)

Die in Gleichung (12.4.11a,b) auftretenden Grofien haben die folgende Bedeu-
tung: Die konstante Grofie 6, bewirkt eine infinitesimale Verschiebung. Der
homogene Teil der Lorentz—Transformation ist durch den infinitesimalen an-
tisymmetrischen Tensor Aw,, = —Aw,, gegeben. Die Koeffizienten S im
Transformationsgesetz der Felder (12.4.11b) sind antisymmetrisch in g und v
und sind durch die Transformationseigenschaften der Felder bestimmt. Zum
Beispiel gilt fiir Spinoren (GL.(6.2.13) u. (6.2.17))

% Aw,y, S ¢, = —i O At (12.4.12a)
d.h.

Srs = —% ors (12.4.12b)
wobei r und s(=1,... ,4) die vier Komponenten des Spinorfeldes indizieren.
Fiir Vektorfelder ist

S =959~ 9% 9%, (12.4.12¢)

wobei die Indizes o, p die Werte 0, 1,2, 3 annehmen. In Gleichung (12.4.12a,b)
wird iiber doppelt vorkommende Indizes p, v und s summiert.

Wie schon frither betont wurde, bedeutet die Invarianz unter der Trans-
formation (12.4.11a,b), daf§ die Lagrange Dichte in den neuen Feldern und
Koordinaten die gleiche Gestalt besitzt wie in den alten:
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L(¢(2), ¢, (2") = L(Dr(2), b1, p()) - (12.4.13)

Daraus folgt die Kovarianz der Bewegungsgleichungen.
Die Variation von ¢, (z) bei ungedndertem Argument wird durch

3¢r(x) = ¢,.(2) — ¢ () (12.4.14)
definiert. Aulerdem definieren wir die totale Variation
A (z) = ¢r(a') — ¢rn(2) (12.4.15)

die die Anderung auf Grund der Form und des Arguments der Funktion bein-
haltet. Zwischen diesen beiden Grofien findet man folgenden Zusammenhang

Ay (x) = (¢.(2") = ¢r(2") + (60 () — dr(x))

/ a T
= 0¢r(2') + 82 5z, + 0(6%) (12.4.16)

=d¢.(r) + g% Sz, + O(6%)

Ty

wobei mit O(6?) Terme zweiter Ordnung gemeint sind, welche vernachlissigt
werden. Entsprechend zu G1.(12.4.16) kann man die nach Gl1.(12.4.13) ver-
schwindende Differenz der Lagrange—Dichten in den Koordinatensystemen I
und I, also die totale Variation der Lagrange-Dichte, umformen

0= L(¢.(2'), 8., (2") = L(¢r(), br.u(2))

=L (a),...) = L($),...) + (L(p(2)),...) = L(d(),...))
oL 9
=0L+ @éx” + O(6%) . (12.4.17)
Fiir den ersten Term auf der rechten Seite von (12.4.17) erhélt man

oL oL
20, Oy + m&f?r,u

oL 0 0L 0 oL
= 26,097~ (a a@,) 00r+ 5o (a@yﬂ 5@)

0 [ o 96,
= Dun {aqsw {A”br " or, 5”3” ’

wo nach dem zweiten Gleichheitszeichen die Euler-Lagrange—Gleichung ein-

gesetzt und im letzten Schritt Gl.(12.4.16) verwendet wurde. Zusammen mit

oL 0

— ozt = — (L") = (Lg""dx,) folgt aus (12.4.17) die Kontinuitéts-
x

gleichung

oL =

Oxt

", =0 (12.4.18a)
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fiir den Vierervektor

oL
6¢7',M

Hier héngt g* von den Variationen A¢, und dz, ab, und je nach Wahl ergeben
sich verschiedene Erhaltungssitze.

Die Gleichungen (12.4.18a) und (12.4.18b), die zu den Erhaltungsgrofien
(12.4.5) fithren, stellen die allgemeine Aussage des Noetherschen Theorems
dar.

g' = Ad, — TH 6z, . (12.4.18b)

12.4.2.2 Anwendung auf Translations-, Dreh- und Eichinvarianz

Wir analysieren nun drei wichtige Spezialfille des Ergebnisses des vorherge-
henden Abschnitts.

(i) Reine Translationen:
Fiir Translationen ist

Awyy, =0
“u (12.4.19a)
0x, =0,
dann folgt aus (12.4.11b) ¢/.(z') = ¢,.(x), also
Ad, =0. (12.4.19b)

Die Aussage des Noetherschen Theorems vereinfacht sich dann zu g =
=T 6, , und da die vier Verschiebungen 4, voneinander unabhéngig sind,
folgen die vier Kontinuitdtsgleichungen

T =0 (12.2.31)

fiir den in (12.4.3) definierten Energie-Impuls—Tensor T*" v = 0,1,2,3 . Fiir
v = 0 ergibt sich die Kontinuitdtsgleichung fiir die Viererimpulsdichte P* =
T und fiir v = i die GroBen T*. Die Erhaltungssiitze T% , = 0 enthalten
als Nullkomponenten die raumlichen Impulsdichten P? und als Stromdichten

die Komponenten des sog. Spannungstensors T%. (Siehe auch die Diskussion
nach Gl1.(12.4.7b).)

(ii) Fur Drehungen ist nach Gl.(12.4.11a,b)

0, =0, 6z, = Awyoz’ (12.4.20a)
und

1
Ay = 5 A0 57 05 - (12.4.20b)

S
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Dann folgt aus (12.4.18b)

1 oL
b= - ——— Aw,oS72 s — TH Awypa® . 12.4.21
9= 356, A Srs @ Wy ( )
Mit der Definition
oL
M =55 SYybs(x) + (VT — x7TH) (12.4.22)
Ty
148t sich (12.4.21) folgendermafien umformen
1 0L 1 1
g# = 5 5¢r,u :g¢SAwyU - §T“”Awwxa o iTﬂaAwouxU
1/ 0L
_ 1 vo g VTR _ 20T ) Aw, 12.4.20/
5 (3@7# re s+ T ) w ( )
1

Da die 6 nichtverschwindenden Elemente der antisymmetrischen Matrix
Aw,,, voneinander unabhéngig sind, folgt, dal die Gréflen M#¥? die sechs
Kontinuitétsgleichungen

OM"? =0 (12.4.23)
erfiillen. Daraus folgen die 6 Groéflen
MY = /d3$ MOVU

(12.4.24)
= /d3x (7 (2)SET §s () + 27T — 27T%) .

Fiir die rdumlichen Komponenten erhélt man den Drehimpuls-Operator
M = /d% (7 S s + 2" T — 27T (12.4.25)

Dabei ist der Drehimpulsvektor (11, 1%, I3) = (M?3, M3, M'?) erhalten. Die
Summe aus zweitem und drittem Term stellt das dulere Produkt des Ortsvek-
tors mit der rdumlichen Impulsdichte dar, kann also als Bahndrehimpuls des
Feldes aufgefafit werden. Der erste Term wird als innerer Drehimpuls oder
Spin interpretiert (siehe spéter (13.3.13’) und (E.31c)). Die raumzeitlichen
Komponenten (0:)

MOi _ /d3x MOOi
konnen zum dreikomponentigen boost-Vektor
K = (M°, M2, M03) (12.4.26)

zusammengefaflt werden, welcher Erzeugender der Lorentz-Transformationen
ist.
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(iii) PEichtransformationen (Eichtransformation erster Art)

Als letzte Anwendung des Noetherschen Theorems betrachten wir die Folge-
rung aus der Fichinvarianz .

Angenommen, die Lagrange-Dichte enthélt eine Teilmenge von Feldern ¢,
und ¢! nur in Kombinationen der Art ¢! (x)¢,(x) und ¢i’u($)¢71“(w) dann
ist die Lagrange-Dichte invariant gegen die Eichtransformation erster Art,
die definiert ist durch

Or(z) = dl(x) = ep(z) ~ (1+ie), ()
Pl(x) = ¢l (x) = e ®¢l(x) ~ (1—ie)ol(z)

mit beliebigem reellem e . Die Koordinaten werden nicht transformiert, so
dal nach Gl.(12.4.14)

00 (z) = ie ¢ (x)

(12.4.27)

12.4.28
0o} (x) = —ie ¢} () ( )
und (12.4.16)
Ap,(z) = 0o (x), A¢l(x) = 66l (x) (12.4.29)
gilt. Aus dem Noether-Theorem (12.4.18b) folgt die Viererstromdichte
L oL
* o ie ¢y + —— (—ie)o) ,
g 8¢T7u a(ﬁl,u ( )
d.h.
oL oL
B(r) =i i)
g'lo) =1 (ad»,u i ¢T> (12.4.30)
9°(x) =i (7 ()¢ (x) — 7l (2) 9] (2))
geniigt einer Kontinuitétsgleichung. Daraus folgt, daf3
0 = —ig / &P (mo(2)r (z) — 7l (2)6L(2)) (12.4.31)
erhalten ist; d.h. in quantisierter Form:
% =0, [Q,H]=0. (12.4.32)

q wird sich als Ladung erweisen. Um dies schon im gegenwirtigen Stadium
einzusehen, berechnen wir den Kommutator von ) und ¢, mit den Vertau-
schungsrelationen (12.3.1):

Q.6 ()] = —ig / B’ [ra(a’), 60 (@)] 6u() = —gbp(x) . (12.4.33)
—idg-0(x" — x)
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Falls |Q') ein Eigenzustand von Q ist,

RIQ)=Q'Q) , (12.4.34)

dann ist ¢.(z)|Q’) Eigenzustand zum Eigenwert Q' — ¢ und
¢l(x)|Q")  Eigenzustand zum Eigenwert Q' + ¢, wie aus
(12.4.33) folgt:

(Q¢r - ¢T’Q) |Q/> = *qqﬁr |Q/>
Qe Q) — 6:Q" Q") =~ |Q') (12.4.35)
Qe 1Q") = (Q' — )9 Q") -

Mit komplexen, d.h. mit nichthermiteschen Feldern kann man geladene Teil-
chen darstellen. Die Erhaltung der Ladung folgt aus der Invarianz gegeniiber
Eichtransformationen erster Art (d.h. die Phase ist unabhéngig von ). In
Theorien, in denen das Feld an ein Eichfeld koppelt, gibt es auch Eichtrans-
formationen zweiter Art ¢ — 1 = el®(®) A - A* = AM 4 %a“a(x) .

12.4.2.3 Erzeugende der Symmetrietransformationen
in der Quantenmechanik

Wir setzen voraus, dafl der Hamilton-Operator H zeitunabhingig ist und be-
trachten Bewegungskonstante A(t), die nicht explizit von der Zeit abhéingen.
Die Heisenberg-Bewegungsgleichungen

dA(t)

= =ilH A (12.4.36)

implizieren, dafl derartige Konstante der Bewegung mit H kommutieren
[H,A]=0. (12.4.37)

Symmetrietransformationen koénnen allgemein durch unitidre oder im Fall
der Zeitumkehr durch antiunitire Transformationen dargestellt werden!. Im
Fall der kontinuierlichen Transformationen, die stetig mit der Einheit zu-
sammenhéngen, wie zum Beispiel die Drehungen, sind die Transformationen
unitdr. D.h. die Zustédnde und Operatoren transformieren sich wie

) = [¥) =U ) (12.4.38a)
und
A=A =UAUT. (12.4.38b)

Die Unitaritét garantiert, da Ubergangsamplituden und Matrixelemente von
Operatoren invariant bleiben, und dafl Operator-Gleichungen kovariant sind,

! E.P. Wigner, Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of
Atomic Spectra, Academic Press, New York, 1959, Appendix to Chapt. 20, p.
233; V. Bargmann, J. Math. Phys. 5, 862 (1964)
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d.h. in den urspriinglichen und in den transformierten Operatoren haben die
Bewegungsgleichungen und Vertauschungsrelationen die gleiche Gestalt.

Fiir eine kontinuierliche Transformation kénnen wir den unitédren Opera-
tor in der Form

U =¢loT (12.4.39)

mit 71 = T und einem reellen stetigen Parameter o darstellen. Der her-
mitsche Operator T heifit Erzeugende der Transformation. Fiir a = 0 ist
U(a = 0) = 1. Fiir eine infinitesimale Transformation (o« — da) kann U
entwickelt werden

U=1+i6aT + O0(5a?), (12.4.39")

und das Transformationsgesetz fiir einen Operator A hat die Gestalt
A = A+0A=(1+idaT)A(l —idaT)+ O(6a?)
also 0A =1d6a [T, A]. (12.4.371")
Wenn das physikalische System unter der betrachteten Transformtion inva-

riant ist, dann mufl der Hamilton-Operator invariant bleiben, d H = 0, und
aus (12.4.37b") folgt

[T,H]=0. (12.4.40)

Da T mit H kommutiert, ist die Erzeugende der Symmetrietransformation
eine Bewegungskonstante.

Umgekehrt wird durch jede der ErhaltungsgroBen G° iiber den unitiren Ope-
rator

U = eo¢” (12.4.41)

eine Symmetrietransformation erzeugt, da G° wegen [H,G°] = %GO =0
mit H kommutiert und deshalb UHUT = H, also H invariant ist. Da8 dies
genau diejenige Transformation ist, aus der man die zugehorige, einer Konti-
nuitatsgleichung geniigende, erhaltene Viererstromdichte hergeleitet hat, ist
naheliegend und kann explizit fiir P*, @ und M*" nachgepriift werden.

Der boost-Vektor (12.4.26)

K=tp-— /de (XTOO(X, t) — m(xz) SO (;55(2:))

ist zwar konstant, hé}ngt aber explizit von der Zeit ab. Aus der Heisenberg-
Bewegungsgleichung K = 0 = i[H, K] 4 p folgt, dafl K nicht mit H kommutiert

[HK]=p. (12.4.42)
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Aufgaben zu Kapitel 12

12.1 Beweisen Sie die Vollstdndigkeitsrelation (12.1.7b) und Orthogonalitéitsrelati-
on (12.1.7b).

12.2 Zeigen Sie die Richtigkeit der Vertauschungsrelation (12.1.10).

12.3 Zeigen Sie, dafi der Hamilton—-Operator (12.1.1) fiir die gekoppelten Oszil-
latoren in (12.1.11) umgeformt werden kann und die Dispersionsrelation (12.1.12)
ergibt.

12.4 Beweisen Sie die Umkehrrelation (12.1.14a,b).

12.5 Beweisen Sie die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs— und Vernichtungs-
operatoren (12.1.15).

12.6 Zeigen Sie den Erhaltungssatz (12.4.7b), indem Sie % unter Verwendung
des dreidimensionalen Gauflschen Integralsatzes berechnen und in der Definition

von G° iiber den ganzen Raum integrieren.

12.7 Die kohédrenten Zustédnde fiir die lineare Kette sind als Eigenzustédnde fiir die
Vernichtungsoperatoren aj, definiert. Berechnen Sie den Mittelwert des Operators

1 i(kna—wpgt) —i(kna—wgt) t
)= 3 L [obraentg o) e 0]
()= 2 a(0) af(0)

fiir kohdrente Zustéinde.



