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Quantisierung auf einer Formulierung mittels Lagrange- bzw. Hamiltor e
dichten beruht, eine Formulierung, die man durch einen vergleichsweise
kleinen Schritt der Verallgemeinerung aus der Punktmechanik gewinnt, ist
es nicht schwer, alle Symmetrien und Invarianzen der Theorie einzubauen
bzw. zu bericksichtigen. Die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen
oder Quanten durch Wechselwirkungsterme, die in Reaktionen oder Zer-
fallsprozessen auftreten, sind daher immer mit den Auswahlregeln der
Theorie in Einklang.
Den einfachsten und begrifflich klarsten Zugang zur Theorie krafte-
freier, quantisierter Felder bildet dianonische Quantisierunglie von
Born, Heisenberg und Jordan in enger Anlehnung an die Quantisierung der
Hamiltonschen Mechanik von Systemen mit endlich vielen Freiheitsgra-
den entwickelt wurde. Alternativ dazu gibt es den intuitiven, physikalisch
gut interpretierbaren Zugang Uber Weg- oder Pfadintegrale, der von Dirac
und Feynman eingefiihrt wurde. Wir diskutieren den ersten dieser Zu-
gange, weil er fur die Technik praktischer Rechnungen unverzichtbar ist.
Der zweite, der das intuitive Verstandnis fordert, wiirde den Rahmen dieses
Kapitels sprengen.

2.1 Das Klein-Gordon-Feld

Die Klein-Gordon-Gleichung ist in einem genauer zu beschreibenden Sinn
ein Analogon der kraftefreien Schrédinger-Gleichung. Sie lautet
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Der Differentialoperatof], der hier auftritt, ist die Verallgemeinerung des

Laplace-Operators auf die Minkowski-Raumzeit. Seine explizite Form in
den Zeit- und Raumkoordinaten eines herausgegriffenen Bezugsssystems und
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das charakteristische Minuszeichen zwischen der zweiten Ableitung nach
der Zeit einerseits und den zweiten Ableitungen nach den Raumkoordinaten
andererseits folgen aus der Lorentz-invarianten Kontraktion der partiellen
Ableitungend/ax* unda/ax,,. Nach Zeit und Raum getrennt sind diese
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Die Konstante, die im zweiten Term von (2.1) auftritt, ist (bis auf einen
Faktor 2r) das Inverse der Compton-Wellenlange eines Teilchens mit
Massem,

1 2™ h hc

Kk 2t _mc mé’

Dies bedeutet, dal} Prozesse, an denen ein solches Teilchen teilnimmt,
durch die Langeghc)/(m&) = (197,33 MeV/mc) fm charakterisiert wer-

den. Im Fall eines geladenem-Mesons beispielsweise, das die Masse
m,+ = 139,57 MeV hat, ist diese Lange gleich4ll fm.

Bis hierher habe ich schon zwei physikalische Aussagen gemacht, namlich
daf die Klein-Gordon-Gleichung das relativistische Analogon der kréftefreien
Schrodinger-Gleichung und dafd® eine fir physikalische Prozesse relevante
Lange sei. Bevor ich fortfahre, méchte ich diese beiden Aussagen etwas
genauer beleuchten.

1. Versucht man die Klein-Gordon-Gleichung (2.1) mit dem folgenden An-
satz zu l6sen

fp(X) = fo(t, x) = e 1/MPX = gri/hePt=px

wobei p= (p° p) ein beliebiger Vierervektor mit der physikalischen
Dimension eines Impulses ist, so folgt aus (2.1) die Bedingung

p* = (p%)%— p* = (mo?, (2.4)

die vierte Komponentg® wird dadurch als Funktion vopund der Massan
festgelegt. Anstelle der Komponemnt®, die ja die physikalische Dimension
(Energig/c) tragt, kann man die Energie= c p° verwenden, die dann der
bekannten relativistischen Energie-Impulsbeziehung

(€p)?2+(Mme)?

genugt. Das ist ein einfaches, aber wichtiges Ergebnis: Entwickelt man
eine beliebige Losung(x) nach ebenen Wellerfi,(x), dann treten dort

nur solche Impulse auf, fur die die Bedingung (2.4) erflillt ist; jede
Partialldosung muf3 auf deMassenschalales Teilchens mit Massen
liegen. Die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt die Aufgabe zu garantieren,
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dal das freie Teilchen der relativistischen Energie-Impulsbeziehung ge-
nagt. In diesem Sinne ist sie tatsachlich das Analogon zur kréftefreien
Schradinger-Gleichung

(. x)  h?
= omAVEX).

die mit demselben Ansat#,(t, x) die nichtrelativistische Beziehung
E = p?/(2m) zwischen Energie und Impuls liefert. An diese einfache
Feststellung schliel3en wir die folgende Bemerkung an:

ih

Bemerkung

Ein kraftefreies Teilchen, das den Sprtragt, wird durch einen Satz von
Feldern beschrieben, der die Information Ulseund s; enthalt. Nennen

wir die Felder eines solchen Satzes einfach ,,Komponenten“ eines einzigen
Teilchenfeldes, so folgt:

Jede Komponente eines Feldes, das ein freies Teilchen mit Spin s beschreibt,
mul der Klein-Gordon-Gleichung gentgen.

Die Klein-Gordon-Gleichung garantiert die richtige Beziehung zwischen
Energie und Impuls; fur sich allein genommen gentigt sie aber nicht, den
Spininhalt eines Feldes zu beschreiben. Ein Beispiel aus der Elektrodyna-
mik mag dies illustrieren. Sowohl das elektrische als auch das magnetische
Feld erfullen im Vakuum die Wellengleichung
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<§ﬁ —A> F(t, X) :0,
die —um es in der Sprache der Teilchenphysik auszudriicken — aussagt, daf
das Photon masselos ist. Die fiir die Maxwell-Theorie charakteristische,
relative Orientierung des Magnetfeldes und des elektrischen Feldes z. B.
in einer ebenen Welle folgt aus den eigentlichen Maxwellschen Gleichun-
gen, die mehr Information als die Wellengleichung enthalten. Wiederum
teilchenphysikalisch gesprochen: erst die vollen Maxwell-Gleichungen zei-
gen, dalR das Photon die Helizitat 1 tragt.

. Die Klein-Gordon-Gleichung folgt aus der Lagrangedichte

1
Lxa(®, 3u¢) = he5[8,$009"$() — K22 ()]

1
= hc3[0,0009" 0,6 () —K*p* (0] (2.5)
Bildet man die partiellen Ableitungen naghund nachd, ¢ und setzt diese
in die Euler-Lagrange-Gleichung ein,
dLkG dLkG 2
—0 =—h 0,0"¢) =0
a¢ Na(au¢) C(K ¢+ 12 ¢) )
so entsteht in der Tat die Klein-Gordon-Gleichung.
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Die Lagrangedichte (2.5) muf3 die physikalische Dimension Ener-
gie/Molumen haben. Dies ist mit dem angegebenen Vorfaktor dann richtig,
wenn das Felg(x) die Dimension (Lange) hat — also anders als eine L6-
sungy(t, x) der Schrodinger-Gleichung, deren physikalische Dimension
(Lange) /2 ist. Woran liegt dieser Unterschied? Darauf mochte ich hier
drei Antworten geben:

(a) Zunachst tiberlegt man sich, dal3 die Lésungenm der Klein-Gordon-

Gleichung nicht wie in der nichtrelativistischen Quantenmechanik
als Wahrscheinlichkeitsamplituden interpretiert werden kdnnen und
somit auch nicht dieselbe Dimension wie Losungen der Schroédinger-
Gleichung haben missen. Im Gegensatz zu diesen kdnnen sie in der
Tat keine Wahrscheinlichkeitsamplituden im Sinne der Bornschen In-
terpretation sein. Ein erster Grund, aus dem dies folgt, ist die Tatsache,
dafl} die Klein-Gordon-Gleichung eine Differentialgleichungeiter

— und nicht erster — Ordnung in der Zeit ist. Abgesehen von der
dann notwendigen zweiten Anfangsbedingung, die man fir Lésun-
gen der Klein-Gordon-Gleichung stellen mi3te, geht der Beweis der
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit, Band 2, Abschn. 1.4, nicht mehr
durch. Ein zweiter, tieferer Grund ist, daf3 das Klein-Gordonfeld wie
jedes andere Feld der relativistischen Quantentheorie sowohl Teilchen-
als auch Antiteilchenfreiheitsgrade beschreibt und somit die Klein-
Gordon-Gleichung keine Ein-Teilchentheorie ist.

(b) Wie wir im folgenden Abschnitt zeigen, ist ein sinnvolles, Lorentz-

kovariantes Skalarprodukt fur normierbare Losungen der Klein-
Gordon-Gleichung durch

(1, ¢2) =1 / d®x {7 (00d2(x) — (30¢(0) P20} (x° = const)

gegeben. Da es sicher sinnvoll ist zu fordern, dafl? Skalarprodukte di-
mensionslos sind und di die Dimension (1Lange) hat, missen die
Losungenp; (x) die behauptete Dimension tragen.

(c) Andererseits wird sich herausstellen, wenn man auch komplexwertige

Losungen der Klein-Gordon-Gleichung zulaf3t, dal? die elektromagne-
tische Vierer-Stromdichte durch

P40 = Qi ¢*(x) 0" $(X)

gegeben ist, we die Elementarladung un@ eine dimensionslose,
positive oder negative ganze Zahl ist. (Das Ableitungssymbol ist die
schiefsymmetrische, rechts- und linkswirkende partielle Ableitung. Ihre
Definition ist in (2.9) unten wiederholt.) Wenn dieser Ausdruck richtig
ist, dann muf® in der Tat die Dimension (Lange) haben.

Wir addieren zulgs einen Wechselwirkungsterngyy = —hce(x)o(X),
wo o(X) eine aullere Quelle sei, deren physikalische Bedeutung gleich in
einem Beispiel klar werden wird. Die Euler-Lagrange-Gleichung, die aus
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der neuen Lagrangedichte folgt, lautet
D¢ +k%¢p=—0(x), (2.6)

N
die Funktiong(x) tbernimmt die Rolle einer aul3eren Quelle fiir das Fe T
¢(x). Als Beispiel betrachten wir eine statische, punktformige Quelle¢  /
Starkeg, o(xX) = gé(x). Suchen wir statische Lésungen von (2&)x) = N N
¢(X), so geht diese Gleichung niit ¥/(x) = —Av(X) in

(A—K?) p(x) =gs(x) (2.7) _ .
Abb. 2.1. Zwischen zwei Nukleonen der

tber. Diese Gleichung st man am besten, indem man zunachst ffgsemn wird einzz-Meson der Massen,
ausgetauscht. Wenmy > m;; gilt, dann

Fourier-Transformierte bestimmt: Mit konnen die Nukleonen als praktisch in-
1 - erte auBere Quellen in der Klein-Gordon-
= X4 Gleichung angesehen werden
d(X) KL /d k d“*p (k)

wird aus der Differentialgleichung (2.7) eine algebraische Gleichung
~ 1
2,2 _
(k*+x%) p(k) = Yo
deren Ldsung offensichtlich ist. Die Umkehrung gewinnt man durch In-
tegration in sphérischen Polarkoordinaten]mﬁ] Mit r = |x] undk = |K|
ist

o g 3 eik-x
¢00 = (2m)3 /d k k2 4 2
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Die punktférmige Quelle sei ein im Vergleich nsuschweres Nukleon, das
sich am Ortxg befindet. Am Orix erzeugt sie das Feld

g e—K\X—Xo\

$000=—

47 |X—Xo|

Betrachten wir jetzt die Hamiltondichte der Wechselwirkuiig = —Lw
und die Wechselwirkung selbsHy = fd3x Fw(X), so ergibt sich mit
0P (x) = g(x—x1)
g2 e—K\xl—xo\
Hw = hc/d3x Q)P (x) = —hc ———. (2.8)
4 X1 — Xo
Diese Energie, die man sich als Wechselwirkungsenergie zwischen zwei
(schweren) Nukleonen vorstellen kann, wirdkawa Potentiaenannt.
Die Starke dieser Wechselwirkung wird durghy (47), ihre Reichweite
wird durch I/« =A™ /(27) charakterisiert. In Abb. 2.1 ist sie ganz sche-
matisch durch durchgezogene, einlaufende und auslaufende Linien fiir ¥ggh H. Yukawa, der 1936 aus der Inter-
. . . . o retation der Kernkréafte als Austausch von
beiden Nukleonen und durch eine gestrichelte Verbindungslinie anst%,@gonen und aus der Reichweite dieser Krafte
einesr-Mesons dargestellt. die Existenz derr-Mesonen vorhergesagt hat.



