INHALTSVERZEICHNIS

Erster Abschnitt

Grundregeln der Differentialrechnung fiir Funktionen einer Ver&nderlichen

bW N~

O 0o~

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21,
22,

23

24.

Begriff und Bedeutung eines Differentialquotienten

. Einleitende Betrachtungen ..
. Differentialrechnung und Integralrechnung

Differenzierbarkeit .

. Einseitige und unendliche Ableltungen .
. Differenzierbarkeit in einem Intervall
. Geometrische und physikalische Bedeutung der Ableltung

Grundregeln der Differentialrechnung

. Vorbemerkungen .
. Differentiation einer Konstanten und der Funktlon x
. Differentiation einer Summe

10.
. Differentiation einer Potenz .

Differentiation eines Produktes

Differentiation eines Quotienten .

Differentiation der rationalen Funktionen

Differentiation der Exponentialfunktion

Differentiation der Logarithmen. Natiirliche Loganthmen
Differentiation der Kreis- und Hyperbelfunktionen
Differentiation einer mittelbaren Funktion .
Differentiation der allgemeinen Potenz und der Wurzeln
Differentiation einer inversen Funktion .

Differentiation der zyklometrischen und der Area Funktlonen .
Differenzierbarkeit geschlossener analytischer Ausdriicke .
Stetigkeit und Differenzierbarkeit .

Griinde fiir die Unzuldnglichkeit der Anschauung und f ir dxe Bevorzugung dxﬂe-
renzierbarer Funktionen

Vermischte Ubungsaufgaben

Seite

IX
16
18

1¢

20
23
24
25
27
28
29
30
31
34

41
45

53
56

6o
63

Vil



Nr.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
3I.

32.
33
34
35
36.
37-
38.
39.
40.
41.
42.

43

44.
45.

46.
47-
48.
49.
50.

51
52.
53-
54.
55-
56.
57-

Inhaltsverzeichnis
Zweiter Abschnitt
Differentiale. Mittelwertsatz. Taylorscher Satz
Differentiale. Mittelwertsatz

Das Differential einer Funktion f (x)

Vorteile der differentiellen Schreibweise .
Die Bedeutung des Vorzeichens der Ableitung .
Der Satz von Rolle .
Der Mittelwertsatz der Dlﬁerentlalrechnung
Einfachste Anwendungen des Mittelwertsatzes
Erweiterung des Mittelwertsatzes

Ableitungen und Differentiale héherer Ordnung

Die Ableitung f’(x) als Funktion von # .

Ableitungen zweiter und héherer Ordnung .
Physikalische Bedeutung der zweiten Ableitung .

Die héheren Ableitungen der elementaren Funktionen

Die hoheren Ableitungen einer Summe und eines Produktes .
Die htheren Ableitungen einer mittelbaren Funktion .
Hohere Differenzen .

Differentiale hoherer Ordnung

Geometrische Bedeutung der zweiten Ableltung Konvexltat und Konkav1tat

Ermittlung der Gestalt des geometrischen Bildes einer Funktion .

Newtons Naherungsverfahren zur Auflésung einer Gleichung und die Regula

falsi

Der Taylorsche Satz

Entwicklung einer ganzen rationalen Funktion nach Potenzen eines Zuwachses

ihres Arguments . .
Die Sétze von Taylor und MacLaurm
Beweis der Sitze von Taylor und MacLaurin

Entwicklung der elementaren Funktionen

Bedeutung des Taylorschen Satzes .

Darstellung der Exponentialfunktion . . ..
Berechnung der Exponentialfunktion, msbesondere der Zahl e.
Irrationalitit von e . .

Entwicklung der Funktxonen sinx und cosx

Entwicklung der Logarithmusfunktion .

Berechnung der Logarithmen . . . .
Allgemeine Exponentialfunktion und allgememe Potenz
Erweiterung des Binomiallehrsatzes

Entwicklung der Funktion arctg x .

Berechnung der Zahlx . .

Entwicklung der Funktion arcsin x

VIII

Scite
67
70
72
74
76
78
8o

101

104

110
IIY

114

116
118
118
122
123
125
127
132
133
137
139
142



58.
59.
60.

61.
62.

63.

64.
65.

66.
67.
68.
69.

70.
7L
72.
73-

74
75-
76.

77
78.
79-
8o.
81.
82.
83.

Inhaltsverzeichnis

Dritter Abschnitt

Minima und Maxima. Grenzwerte

Minima und Maxima

Begriff eines Minimums oder Maximums e e e
Bedingungen fiir das Auftreten eines Minimums oder Maximums
Beispiele .

Bestimmung von Grenzwerten

Allgemeine Bemerkungen iiber die Bestimmung von Grenzwerten

Erste Grundaufgabe: Bestimmung des Grenzwertes eines Bruches, dessen Zahler
und Nenner beide gegen Null streben . .
Zweite Grundaufgabe: Bestimmung des Grenzwertes eines Bruches dessen
Nenner gegen oo oder —oo strebt . .

Zuriickfithrung anderer Aufgaben auf die Grundaufgaben .

Zusétze

Unendlich klein, unendlich groB

Unendlich klein werdende Funktionen . . .
Von verschiedener Ordnung unendlich klein werdende Funktlonen .
Von verschiedener Ordnung unendlich gro8 werdende Funktionen .
ound O

Vierter Abschnitt

Unendliche Reihen

Vorbemerkungen
Unendliche Reihen
Konvergenz und Divergenz .
Die Taylorsche Reihe

Reihen mit positiven Gliedern

Das I. Hauptkriterium .
Die beiden Vergleichskriterien . .
Das Wurzel- und das Quotlentenkntenum

Reihen mit beliebigen Gliedern

Das 1I. Hauptkriterium

Das Rechnen mit konvergenten Relhen
Absolute Konvergenz .
Bedingte und unbedingte Konvergenz
Der groBe Umordnungssatz .
Multiplikation unendlicher Reihen
Das Abelsche Konvergenzkriterium

Seite
144

I45
150

164
169

174
178
180

183
184
187
189

194
195
198
201

204
207
211

214
216
221
224
228
233
237

IX



Inhaltsverzeichnis

Potenzreihen
Nr. Seite
84. Konvergenzradius einer Potenzreihe . . . . . . . . . . . . . .. ... 239
85. Identitatssatz fiir Potenzreihen . . . . RN 242
86. Transformation auf einen neuen Mlttelpunkt Stetlgkelt und Dlﬁerenuerbarkelt 246
87. Die Taylorschen Reihen . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 249
88. Der Abelsche Grenzwertsatz . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 25
89. Das Rechnen mit Potenzreihen . . . . . . . . . . . ., . . ... ... 253
go. Einsetzen einer Potenzreihe ineineandere . . . . . . . . . . . . . .. . 256
9I. Bemerkungen und Beispiele . . . . . . . . .. .. ... ... . ... 250
92. Division durch eine Potenzreihe . . . . . . . . . . . . . . . ... ... 261
93. Die Bernoullischen Zahlen . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 264
94. Ubungsaufgaben . . . . . . . . . . . . . .. ... .. ... .... 266

Funktionenfolgen. Reihen mit verdnderlichen Gliedern

95. Erklarungen . . . . e e e e e e e e o oo .. 266
96. GleichmaiBige und unglelchmaBlge Konvergenz S 1o
97. Gliedweise Grenziibergédnge . . . . . . . . . . . . . . . .. .. ... 273
08. Kiriterien fiir gleichmafBige Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . .. 277
99. Anwendungen und Beispiele . . . . . C. .. 279
100. Beispiel einer durchweg stetigen, mrgends dlﬁerenzxerbaren Funktlon .. .. 28

Unendliche Produkte

101. Unendliche Produkte . . . . e e e e oo oo oo .. 283
102. Unendliche Produkte mit posmven Glledern e e . .. . .. .. 285
103. Produkte mit beliebigen Gliedern. Absolute Konvergenz e . 287
104. Nicht-absolute Konvergenz . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 289

Fiinfter Abschnitt

Grenzwerte und Stetigkeit der Funktionen von mehreren Verinderlichen

Punktmengen in mehrdimensionalen Riumen

105. Mehrdimensionale Raume . . . .. ... 291
106. Abstand. Dreiecksungleichung. Intervalle Kugeln Umgebungen .. . . . . 203
107. Geraden. Polygonziige. Kurven. Vektoren . . . . . . . . . . . . . . .. 206
108. Koordinatentransformation . . . e e e e e oo ... 208
109. Punktmengen in n-dimensionalen Raumen S e e e e . . ... . .. .. 300
iro. Haufungspunkte . . . . . . . . . . . . .. 301
111. Punktfolgen. Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303
112. Weitere Erklarungen und Sitze . . . . . . . . . . . . . . ... 304
113. Gebiete. Kontinua . . . . . . . . . . . . . . . c e .+ . . . . 305

Funktionen von mehreren Verinderlichen

114. Feste und verinderliche Stellen. Funktionen . . . . . ... 307
115. Geometrische Darstellung einer Funktion von mehreren Veranderhchen . . . 300
116. Grenzwerte . L T 3 §
117, Stetigheit . . . . . 00 312



Nr.
118.
11Q.

120.

1271,

122,
123.

124.

125.
126.

127.
128.
120.

135.

136.

137.

138.

I13Q.

140.
141.
142.

Inhaltsverzeichnis

Stetigkeit einer mittelbaren Funktion .
Satze iber Funktionen, die in einem abgeschlossenen Berelche stetlg smd .

Sechster Abschnitt

Ausdehnung der Differentialrechnung auf Funktionen
von mehreren Verinderlichen

Partielle Ableitungen

Partielle Ableitungen erster Ordnung

Partielle Ableitungen héherer Ordnung . .
Hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Glenchung f” = f” .
Unabhingigkeit partieller Ableitungen héherer Ordnung von der Reihenfolge
der Differentiationen .
Vollstandige Dlﬁerenmerbarkelt und vollstandxge Dxﬁerentxale
Richtungsableitung. Gradient .
Ausdehnung der Regel fiir die Dlﬁerentlatwn einer mlttelbalen Fun}\tlon
Ausdehnung des Mittelwertsatzes .

Ausdehnung des Taylorschen Satzes

Harmonische Funktionen

Siebenter Abschnitt

Unentwickelte Funktionen
Minima und Maxima der Funktionen von mehreren Verdnderlichen

Unentwickelte Funktionen

. Gleichungen zwischen mehreren Verinderlichen
131.
132.
133.
134.

Unentwickelte oder implizite Funktionen

Hohere Ableitungen einer unentwickelten Funktlon .
Unentwickelte Funktionen von mehreren Veranderlichen .
Systeme unentwickelter Funktionen von mehreren Verinderlichen
Abbildung ebener Bereiche

Inverse Abbildungen

Minima und Maxima der Funktionen von mehreren Verinderlichen

Minima und Maxima der Funktionen von mehreren Verinderlichen .

Beispiele . .
Minima und Ma.xxma mlt Nebenbedmgungen .

Achter Abschnitt

Die Begriffe Kurve und Fléche

Notwendigkeit einer genauen Erklarung .
Stetige Kurven
Beispiele

Scite

315
318

321
326
329

334
335
342
343
348
350

358
359
367
370
374
378
382

386
392
394

398
398
400

XI



143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.

151.
152.
153.

155.
156.
157.
158.
1590.

160.
161.

162.
163.
164.
165.
166.
167.

168.
169.

171
172.
173.

XII

Inhaltsverzeichnis

Beispiel einer Peanokurve

Jordansche Kurvenstiicke .

Die v. Kochsche Kurve

Rektifizierbare Kurven. Wege

Glatte Kurven .
Stetig gekriitmmte und analytische Kurvenstiicke .
Parameterdarstellung eines Kurvenstiicks

Darstellung eines ebenen Kurvenstiicks durch eine Gleichung. Implizite und

explizite Darstellung e e e e,
Darstellung eines raumlichen Kurvenstiicks durch zwei Gleichungen
Darstellung eines Kurvenstiicks in Polarkoordinaten

Der Begriff Fliche

- Darstellung eines Flachenstiicks durch eine einzige Gleichung

Neunter Abschnitt

Kurven und Flichen zweiter Ordnung
Kurven zweiter Ordnung

Gleichwertigkeit algebraischer Gleichungen
Parabel, Ellipse, Hyperbel .
Ausartungen .

Zurickfithrung der Gleichung zweiten Grades auf méglichst einfache Formen

Zusammenfassung

Flichen zweiter Ordnung

Die Hauptachsentransformation .
Ubersicht iiber die Flachen zweiter Ordnung .

Zehnter Abschnitt

Elemente der Differentialgeometrie
Tangenten und Normalen

Tangente, Normale und Normalebene . e
Gleichungen von Tangente, Normale und Normalebene
Richtungskosinus der Tangente einer ebenen Kurve .
Richtungskosinus der Tangente einer raumlichen Kurve .
Beispiele und Ubungsaufgaben .

Tangentenebene eines Flichenstiicks

Kriimmung ebener Kurvenstiicke

Krﬁmmungsmittelpunkt als Grenzlage des Schnittpunktes zweier Normalen .

Krimmungskreis als Grenzlage eines Kreises durch drej Punkte

- Krimmung eines durch eine einzige Gleichung gegebenen Kurvenstiicks .

Art der Berithrung von Kurve und Kriimmungskreis
Evolute .

Beispiele und Ubungsaufgaben .

Seite
406
410
412
415
416
417
418

420
424
425
426
430

433
434
444
444
450

457
461

471
473
475
478
480
487

491
495
499
501
503
506



Inhaltsverzeichnis

Einhiillende ebener Kurvenscharen

Nr. Seite
174. Beispiele . L. 513
175. Einhiillende einer emfach unendhchen ebenen Kurvenschar . . . . 5Ig
176. Hinreichende Bedingungen fiir das Vorhandensein einer Einhiillenden . . . . 510
177. Schnittpunkte benachbarter Kurven einer Schar . . . . . . . . . . . . . 525
Eifter Abschnitt
Zahlenfolgen mit komplexen Gliedern und Funktionen
einer komplexen Verinderlichen
178. Vorbemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 529
Zahlenfolgen und unendliche Reihen mit komplexen Gliedern
179. Zahlenfolgen mit komplexen Gliedern . . . . .. . . 530
180. Punktmengen in der Ebene der komplexen Zahlen Gebxete und Wege . . . . 534
181. Unendliche Reihen und Produkte mit komplexen Gliedern . . . . . . . . . 536
182. Potenzreihen, Konvergenzkreis . . . . . . . . . . . . . . .. .. . . . 539
Funktionen einer komplexen Verdnderlichen
183. Funktionen einer komplexen Verdnderlichen . . . . . . . . . . . . . . . 539
184. Grenzwerte von Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 541
185. Stetigkeit . . . . . . 7K
186. Durch Potenzreihen dargestellte Funktlonen R . . . . . . . . . 543
187. Reihen mit verinderlichen Gliedern (Funktxonenfolgen) s e - - . . . . 544
Die elementaren analytischen Funktionen
188. Polynome. Fundamentalsatz der Algebra . . . . . e . . . . . . . . . 545
189. Produktdarstellung der ganzen rationalen Funktlonen .. . . .. .. ... 550
190. Rationale Funktionen. Teilbruchzerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . 553
1g91. Die Exponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . .. . ... ... . 557
192. Die trigonometrischen Funktionen . . . . . . . . . . . .« . 560
193. Die Hyperbelfunktionen . . . . . . . . - « - - « - . -« -« ... .. 565
194. Die Logarithmusfunktion . . . . . . . . . -« .« o o e e e 566
195. Die allgemeine Potenz . . . . o
196. Die zyklometrischen und die Area Punktlonen - V4 ¢

Zwolfter Abschnitt

Analytische Funktionen und konforme Abbildung

Grundregeln der Differentialrechnung fiir Funktionen einer komplexen Verianderlichen

197. Begriff der Differenzierbarkeit. Analytische Funktionen . . . . . . . . . . 574
198. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . 577
199. Die Laplacesche Differentialgleichung . . . . . R 578
200. Hinreichende Bedingungen fiir die Dxﬂerx‘nzxerbarkelt ... . . ... .. 58

XIII



Inhaltsverzeichnis

Nr. Seite
201. Grundregeln der Differentialrechnung . . . . . . . . . . . . . . .. .. 581
202. Differentiation inverser Funktionen . . . . 583
203. Differentiation des Logarithmus, der zyklometrxschen und der Area Funk-
tionen . . . .. 0L c .+ . . .. ... 585

Konforme Abbildung

204. Abbildung durch regulire Funktionen. Konforme Abbildung . . . . ., . . 588
205. Beispiele . . . . Y 1o ¢
206. Abbildung durch ganze lmeare F unktlonen S . 17
207. Die Abbildung durch w = 1/z. Reziproke Radien . . . . . . . . . . . . . 599
208. Der Punkt co (unendlich) . . . . . . . . . . | - - . .. .. ... . 603
209. Spiegelung an einem beliebigen Kreise . . . . . . . . . . . . . . . . 604
210. Reziproke Radien im Raume . . . c o+« . <« ... . 605
211. Stereographische Projektion. Die Rlemannsche Zahlenkugel e 608

212. Abbildung durch beliebige lineare Funktionen. Fixpunkte. Doppelverhaltmsse 611

Namen- und Sachverzeichnis zum zweiten Bande . . . . . ... ... .... 616

XI1v



