TABLE DES MATIERES

Guide du lecteur .. ...... ... ... . . i e

EXPOSE 1. — Limites d’espaces (Georges Poitou).

1. Définitions générales

1.1 Espace QUOtIENt ... ... cvviiinniieneiiiie i
1.2 ESPACE SOMIME ..ot vutteetiene et aeiii e aeans
1.3 Espace limite inductive. ..........ooivieiiii it
1.4 SOUS-ESPACE ... vvvuveeneanerineeiieaaieeneraerateanses
1.5 Espace produit............coioiiiiiniiiiiiiiiiiiin.,
1.6 Espace limite projective...........oooiieiiiiiiiiiian
1.7 Espace produit restreint. ...t
2. Limites projectives
2.1 EsSpaces S€par€s .................ooonnn e
2.2 Espaces éompacts .......................................
2.3 Espaces totalement disContinus ............ ..o,
2.4 Limites projectives de compacts .............cooiiieiene.

3. Limites inductives et produits restreints

3.1 Morphismes Stricts ... ......oveerrneiiii i
3.2 Espacesquotients.............. e
3.3 Limites iNdUCHIVES . ..t vvreetviinaae e iaciaaa s
3.4 Produits TeStTEINtS. ... ouvveweriurnaneenrceunnnanaraaeeans
3.5 Espaces iocalement Compacts. .........coooieineniiiaenn
3.6 Parties relativement COmMPAactes. .. ...co.ovreerureneinnns
Annexe
1. Compacité d’'un produit de compacts. ...............onveeenn.
2. Compacité 10€ale . ... v.oeniii e

EXPOSE 2. — Limites de groupes (Héléne Ferru).

1. Groupes topologiques

1.1 GEnralites .. ..o ot eei e
1.2 Liaisonavecl’exposé 1. ... ..ot
1.3 SOUS-GIOUPES « -« v ovvennrnnencnnsnrnssneersesesiseasanes
1.4 Groupe produil ... ...covririiimiriit

— 0 NN W N —

—_—



X TABLE DES MATIERES

1.5 Limite Projective .. ..ottt ittt i,
1.6 Espace homogéne et groupe quotient.......................

2. Groupes compacts totalement discontinus

2.1 Limite projective de groupes finis. ..........................
2.2 Existence de SECtionS. . ........ ..t
2.3 Nombres p-adiqUes . ... ..oouiii i

3. Limite inductive

3.1 Produit restreint de groupes topologiques....................
3.2 Somme directe de groupes discrets..........................

4. Suites exactes

4.1 Complexes ... ...
4.2 SUItES EXACLES . . ...\ttt e
4.3 Produits .......... i
4.4 Limites inductives ............ ...t
4.5 Produits restreints . ............ovumnnen e
4.6 Limites projectives ...................c. ..

EXPOSE 3. — Groupes de Galois (Lucile Bégueri).

1. Extensions algébriques

L1 EXEeNSiONS .. .....ooiiii i
1.2 Extensions algébriques ....................................
1.3 Extensions séparables . ............ ... ... ..
1.4 Extensions normales................... ... ... ...
1.5 Prolongements d’isomorphismes............................
1.6 Extensions galoisiennes ........................couieooin..
1.7 Points fixes d’un groupe d’automorphismes..................

2. Théorie de Galois (extensions finies)

2.1 Théoréme fondamental
2.2 ComSEQUENCES. . . ..ottt
2.3 Composée de deux extensions dont 'une est galoisienne. . . . . ..

3. Théorie de Galois (extensions infinies)

3.1 Limites Projectives .................ouuuueeneeaean ..
3.2 Topologie d'un groupe de Galois. . .........................
3.3 Théoréme fondamental
3.4 Applications

4. Exemples

4.1 p-extension maximale d’un corps fini
4.2 Cléture algébrique d’un corps fini
4.3 Extension cyclotomique maximale

27
27

29
30
32

34
35

36
36
37
37
38
39

41
41
42
42
42
43
43

44
44
44

45
46
48
48

50
50



TABLE DES MATIERES

EXPOSE 4. — Cohomologie des groupes compacts totalement discontinus

(Robert Bantegnie).

1. Modules topologiques discrets

L1 Définitions ..ot it
Sous-objets . .. ... ..
QUOLIENES ... ittt e e
Produits ... ..t
Produits tensoriels. . ... ... o
Modules d’homomorphismes ................. ... ... ...
Limites . ... e e
.8 Exemples de modules sur les groupes de Galois...............

et ettt i
~N N R W

. Modules injectifs
2.1 DENItion ... .cvii e
2.2 Plongements . .. ...ttt

. Enoncé des théorémes principaux

3.1 Catégorieset foncteurs...........cooviiiiiiii i,
3.2 Foncteurs cohomologiques ............ ... . ... ... ...
3.3 Applicatiops naturelles. . .............. ...l
3.4 Théoréme d’uniCité .. ...... ... i
3.5 Théoréme d’existence ...........ccooviiniiiiniiiienn...

. Preuve de lunicité

4.1 Preuveduthéoréme l. .. ... ... .. oo
4.2 Plandelapreuveduthéoreme 2. .......... ... ... ...t
4.3 Preuvedulemme ]l ... ... .. ...
4.4 Preuvedulemme?2 ... ... i
4.5 Preuvedulemme 3 ... ... i
4.6 Indications sur 'existence .............ciiiiiiiiiiiiian,
. Modules induits
S.1 DAANILON .. oottt e
5.2 Changement de grOUPE. . ... ..oivennnnnrt et
5.3 Plongement dans un module induit................ ...
5.4 EN SEMS IMVEISE ..ottt eeee et n e
5.5 Lefoncteur Mg ..ot
. Preuve de I'existence
6.1 Définition de S™MA) ..o vri i e
6.2 Le foncteur covariant additif S™......... .. .. ... i
6.3 NULEE . . oottt e
6.4 Le foncteur cohomologique S......... ... ... .. Ll

XI

53
54
55
55
55
56

58

76
717
77
78

Annexe. — Transmission de ’homologie dans un diagramme commutatif. .

EXPOSE 5. — Changement de groupe (Marie-Claire Ayats).

1. Applications canoniques

1.1 Principe 8neral...........oueinieueenineeiaanienane.an
1.2 RESLICHOM . .\ vttt tite ittt eeea e



TABLE DES MATIERES

1.3 Imflation ... ... i i e i e e e
1.4 ConjUBAISON .. ovvttit ettt iae st et aaeine e

2. Composition des applications canoniques

2.1 Principegénéral.......... ...t
Composition de deux applications canoniques de méme nature.
Composition de restriction et inflation. ......................
Composition de restriction et conjugaison...................
Composition d’inflation et de conjugaison...................

NN NN
oA W N

3. Suite exacte de Hochschild-Serre

3.1 Foncteurs COmMPOSES . ... .ccviemnnntineennerennennaennnnn
3.2 Application successive de H(F, )etde H(G/F, )...........
3.3 Comparaison avec I’application directe de H(G, )...........
3.4 Identification des applications..............................

4. Sous-groupes ouverts

4.1 Définition de la corestriction. ....................... .. ...
4.2 Composition des corestrictions. . ..................... e
4.3 Composition de corestriction et inflation....................
4.4 Composition de corestriction et conjugaison.................
4.5 Composition de corestriction et restriction. ................

EXPOSE 6. — Calculs explicites (Emmanuel Crépeaux).
1. Complexe standard

1.1 Fonctionssur G........................vvivei.... ..

L’opérateur bord . . ...... ..., .

Cochaines homogénes. ...t
Calcul de la cohomologie........................coioo. ..
Cochaines non homogénes. ................................
Applications canoniques ................ ...,
LIMItes . ..o e e

e e T Sy

2. Groupes cycliques

2.1 Complexe associé & un groupe cyclique fini..................
2.2 Applications canoniques ..................oiiiiiiiiiiin..
2.3 Calculdelacorestriction...................ccovivinninn...

-~

2.4 Cohomologie du groupe Z ............ J

EXPOSE 7. — Cup-Produit (André Pillons).

1. Rappel sur les produits tensoriels

1.1 Produit tensorielde modules...............................
Premiéres propriétés du produit tensoriel. ................. ..
Produit tensoriel d’homomorphismes. .......................
Produit tensoriel de sommes directes........................
Produit tensoriel de G-modules. ............................

——
(V. ~ SRV I S ]



TABLE DES MATIERES XIH

2. Définition des cup-produits

2.1 Enoncé du théoréme fondamental........................... 122
2.2 Preuvedelunicité......... ... oot 123
2.3 Produitdecochaines.......... ... ... i i il 124
2.4 Vérification des axiomes. ............ ... ..o 126
2.5 Autre forme de cup-produit............ e 127
3. Changement de groupe
3.1 RESLHCHON ...\ttt et et 128
3.2 Inflation .. ... ... 129
3.3 Relations entre cup-produit, restriction, corestriction.......... 129

4. Cas o G est un groupe cyclique fini

EXPOSE 8. — Modules semi-locaux (Christiane Chamfy).

1. Modules induits et modules semi-locaux

1.1 Modules relativement induits. . ............ .. ... ... 135
1.2 Lefoncteur ME . ..ot e 136
1.3 Modules semi-locaux .......... ..ottt 137

2. Isomorphisme semi-local

2.1 EXIStENCE . . .ttt e 138
2.2 Expression au moyen des applications canoniques............ 138
2.3 Application. ....... ... 138
3. Compatibilité des structures semi-locales
3.1 Compatibilité avec le facteur Hom.......................... 141
3.2 Compatibilité avec le produit tensoriel. . ..................... 142
3.3 Compatibilité avec les limites .......................it. 142
3.4 Commutation avec la restriction. ........................... 143
3.5 Commutation avec Pinflation .......................... ..., 144
3.6 Commutation avec la conjugaison ... .. N 145
3.7 Commutation avec la eorestriction. . > ... ... ... qoriiios 145
3.8 Commutation avec le cup-produit ............. ... 147

EXPOSE 9. — Nombres p-adiques (Denise Legrand).

1. Corps valués

1.1 Valuations Téelles ..........evruiinivrmmiinnaannn 149
1.2 Valeursabsolues ......... ..ot 150
1.3 Cas du corps des nombres rationnels. ....................... 150
1.4 Complétion. ... ...ttt 151
1.5 Corps complets pour une valuation discréte. ................. 151

2. Prolongement des valuations discrétes

2.1 Indépendance des valuations.............. ... .. 152
2.2 Ramification, degré résiduel. . ......... ... .. .. oo 153



XI1v TABLE DES MATIERES

2.3 Prolongements d’une valuation discréte...................... 153
2.4 Cas d’une extension galoisienne ....................coan.... 154

3. Prolongements d’une valuation discréte dun corps complet

3.1 Espaces vectoriels normeés . .............c.c0iiiiiiiiaiin.a.,. 155
3.2 Unicité du prolongement .. ................................ 156
3.3 Existence du prolongement ................................ 156

4. Ramification

4.1 Extensions non ramifiées .............. e 158
4.2 Extensions totalement ramifiées ............................ 159
4.3 Décomposition d’une extension finie ........................ 160
4.4 Extensions COMPOSEES. ... .. ..ouurruee e eiiaaaennnn... 160
4.5 Groupesde Galois ........... ... i 160

EXPOSE 10. — Invariants locaux (Suzanne Dixmier).

1. Cohomologie dune extension galoisienne............................ 163
2. Extensions galoisiennes P-adiques. ... ............. ... ... ... 164
3. Annexe : extensions cycliques........... ... ... ... i, 167

EXPOSE 11. — Dualité de Pontrjagin (Michel Parreau).

1. Caracteres

1.1 Définitions ........ ...t 171
1.2 Groupe bidual ................ S 172
1.3 Transformée d’un morphisme.............................. 172
1.4 Orthogonalité................. e 173

2. Dual dun produit, dun quotient, dun sous-groupe

2.1 Dualdunproduit............ ... ... ... .. 173
2.2 Dualdunquotient .......... ... 174
2.3 Dual d’un sous-groupe ouvert......................coue..... 174

3. Limites projectives, limites inductives

3.1 Limites projéctives ....................................... 175
3.2 Limitesinductives ................ ... 176
3.3 Application au théoréme de Pontrjagin...................... 176

4. Groupes élémentaires. Groupes discrets. Groupes compacts

4.1 Groupe abélien localement compact totalement discontinu. . . .. 176
4.2 Groupes €lémentaires . ................. ...l 177
4.3 Groupes abéliens discrets et groupe$ abéliens compacts. ... .... 178

5. Démonstration du théoréme de Pontrjagin

5.1 Groupes abéliens de type compact.......................... 179
5.2 Groupes abéliens localement compacts...................... 180



TABLE DES MATIERES XV

6. Applications

6.1 Morphismes Stricts ...............c.tiiiiieiniiiia, 180

6.2 Produits restreints . ........... .ttt e 181
Annexe

1 Mesure de Haar dans un groupe compact................ vee.. 182

2 Produit de compositiondans G................. ... ...l 183

3 Opérateurs COMPACES ... vvvttee e eiee e iie i 184

4. Totalité de I'ensemble des caractéres. .......................... 185

EXPOSE 12. — Dualité locale (Lucile Bégueri).

1. Dévissage

1.1 Foncteurs galoisiens ............oouiivininnneneinnn .. 187
1.2 Modules primaires ..............ccoiiiiniiiinaiiiiiaa 188
1.3 Finitude ............ e 189
1.4 Etude d’une application naturelle de foncteurs galoisiens sur
ANG). .o e e 190
1.5 Cup-produit . ... 193
2. Cas p-adique
2.1 Cup-modulesdeg, »,G ... 195
2.2 Cohomologie des modules élémentaires. . .................... 198
2.3 Dualité ... 202
2.4 Orthogonalité.................. PP 205

3. Cas réel
EXPOSE 13. — Corps de nombres algébriques (Roger Descombes).

1. Factorisation des idéaux

1.1 Entiers; id€aux .........oeeeeoniunimiienaanaeeaeas 209
1.2 Propriétés d’approximation locale............... ... ... ... 211
1.3 Idéaux et diVISEUTS ... .c.i'vteerenrmninnnin i 212
1.4 Legroupedesidéaux .............ooiiieiiii 213
2. Relévement et décomposition des idéaux
2.1 Le théoréme de Pélément primitif. ... ....................... 215
2.2 Localisation d’'une extension . ..............oouiiiaiiaena. 216
2.3 Décomposition des idéaux dans une extension................ 217
2.4 Cas des extensions galoisiennes. ............. ... i 217
2.5 Normes et traces locales et globales. .................... ... 217
2.6 Normedes idéauX ......ovvveerriiiiniareiiiaae s 218
2.7 Norme et classes résiduelles. . ................... ... .0 219

3. Problémes globaux

3.1 Formuleduproduit ....... ... . .. i 220
3.2 Ramification. ........co.uioiiiii i 221



XVI TABLE DES MATIERES

3.3 Bases des entiers et des idéaux......... ... ... . . 222
3.4 Différente .. .. .ot 224
3.5 Discriminant absolu . ....... ... i e 224
3.6 Groupedesclasses d’iidéaux..... ...t 226
3.7 Groupedes UnNites ..........o ittt 227

EXPOSE 14. — Idéles

1. Ideéles et classes didéles

1.1 Idéles d’un corps de nombres algébriques.................... 233
1.2 Classes d’idéles d’un corps de nombres algébriques........... 235
1.3 Valeur absolue d’un idéle ou d’une classe d’idéles............. 235
1.4 Ideéles de la cléture séparable. ............. ... ... .. ... 237
1.5 Classes d’idéles de la clGture séparable. ..................... 238
2. Cohomologie
2.1 Cohomologie desidéles ......... ... ... 241
2.2 Cohomologie « idélique » des modules finis. Définition du mor-
phisme @F .. ... . e 242
2.3 Propriétés du morphisme @?......... ...l 245
2.4 Lemorphisme j? . ... ... .. . i 247
2.5 Cup-produits ...t 251

EXPOSE 15. — Propriétés globales des modules finis (Georges Poitou).

1. Rappels de la théorie du corps de classes

1.1 Cohomologie des classes d’idéles ........................... 255
1.2 Normes universelles ............ ... . ... iiiiiiiiiiiienns 256
1.3 Cohomologie modifiée des groupes finis..................... 257
1.4 Théorémes de Tate-Nakayama............................. 258
2. Cohomologie limite projective
2.1 Rappels sur la cohomologie des groupes finis................. 258
2.2 Limites ProjJectives ... .....c..vecuuntimnnonnnennennoennnes 260
2.3 Cup-produits ... e 261
2.4 Application aux classesd’idéles. ................ .. ... ... 262
3. Premiéres propriétés des applications j
3.1 Faisonsle POint..........ovuinrineiie i 268
3.2 Questions topologiques ........ ...ttt 270
3.3 Noyauxdeweteendegré O...................ccociverunns 27
3.4 Conclusion de cette partie . .................oieeeereneannns 273

4. Images des applications j en degré 1

4.1 Casélémentaire ..............oouiiiiniini e 274
4.2 DEVISSARE ..ottt e 275
4.3 Casgenéral. .. ..... ...t e 277



