1.

TABLE DES MATIERES.

PREMIERE PARTIE.

Nombres cardinaux.

CHAPITRE L.
LES PROPRIETES GENERALES DES ENSEMBLES.

Exemples d’ensembles............cc.ooiiiiiiiiiin i

9. Eléments d’un ensemble ..o . oouunniientiein e

w00 ~F N UTLS W

b

1.
12.
13.
4.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.
s Le produit Ryl - . v e i e
23.

. Ensembles d’ensembles........ ... e
. Les sous-ensembles. .. ... i i e
. La somme, le produit et la différence d’ensembles....................
. Les propriétés de la somme, du produit et de la différence d’ensembles.
. Les complémentaires et ses propri€étés..........ooviviiiiiirnnnienin,
. La fonction caractéristique d'un ensemble et ses propriétés............
. Les limites d'une suite infinie d’ensembles.......... i,
. Les images des ensembles et leurs propriétés._............. ...t

CHAPITRE I1.
LES PUISSANCES ET LES NOMBRES CARDINAUX.

La notion de puissance........oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e
Correspondance biunivogue. Ensembles de méme puissance...........
Les propriétés de fa relation ~. .. oo il
Exemples d’ensembles de méme puissance................ooiiiiiia
Démonstration d’existence des ensembles infinis de pulssances différentes.
La somme de deux nombres cardinaX.........cvivveiiiiiiariinnen.
Le produit de deux nombres cardinaux................... e
La puissance de nombres cardinauX. ... oviiieiiiiiaiiinnr viioinennen
Les propriétés des puissances des nombres cardinauX...o....... .00t

CHAPITRE IIL
LES ENSEMBLES DENOMBRABLES.

Les ensembles dénombrables et effectivement énumérables.............
L’addition des ensembles dénombrables...

Les ensembles contenant un sous-ensemble dénombrable..............

[P
QN O ST TR N M

—
(=}

19
21
24
25
28
3o
33
36



TABLE DES MATIERES,

Pages.
24. Les ensembles infinis et les ensembles finis................... e . b2
25. Les propriétés fondamentales des ensembles infinis.. ............ eees 54
26. La dénombrabilité des intervalles, n’empiétant pas les uns sur les autres. 59

. La dénombrabilité de P'ensemble des suites finies de nombres ration-

NelS .o e reiaeeiaen 59

. La dénombrabilité de I’ensemble de nombres algébriques. La puissance

de I'ensemble de nombres transcendants................... PN 61

CHAPITRE 1V.
LES ENSEMBLES DE PUISSANCE DU CONTINU.

29. Les ensembles de puissance r. Les formules pour 4Ny, ¢+, ¢ —R,. 66
30. La somme ¢ +¢. Le produit n.c €L Ry teveiniiiiiiiii e, 69
31. La formule tc = ¢ et son interprétation géomsétrique.................. 69
32. L'impossibilité d’une application biunivoque et continue du plan sur

une droite................ ity teee e w2
33. Laformule Mo, oo 77
34 Laformule Mmoo 76
35. La formale W= c.................... 78

CHAPITRE V.
LES INEGALITES POUR LES NOMBRES CARDINAUX.

36. Les signes > et < entre les nombres cardinaux. Les propriétés fon-

damentales des indgalités................ it iei e, 81
87. Llinégalité a™>m........o.oii 84
38

- L'ensemble de puissance 2f. Le probléme et I'hypothése du continu.... 86

39. La formation d’une suite infinie croissante de puissances.,............ 87
40. Le théoréme de Banach.................................... " g0
41. Le théoréme de Cantor-Bernstein...................... ... .. Ceeeeees 93
42. Les conséquences du théoréme de Cantor-Bernstein................... 95
43. La puissance L?e ensemble de toutes les fonctions continues. ... ...... 100
CHAPITRE VI.
L'AXIOME DU CHOIX KT SES APPLICATIONS.
44. L'axiome du choix. Le point de vue idéaliste et empiriste............ 103
45. Bxemples.........oooo P ettt et aaa 109
46. L’axiome du choix pour une infinité dénombrable d’ensembles........ 111
47. Le théoréme sur la puissance de la somme d’ensembles.,............. 112
48. L'équivalence de différentes définitions des ensembles finis........ ..., 115
49. Les propriétés des ensembles non dénombrables............. P 117
50. La somme d'une série infinie de nombres cardicaux.................. 118
51. Les exemples des séries infinies de nombres cardinaux................ 122
52. Extension de la notion d'une somme de nombres cardinavx........... 126
53. Le produit infini de nombres cardinaux...... ... et i e 126
54. L’extension du produit de nombres cardinaux...................... .. 130
55. Le théoréme de J. Konig..... ..., J 131
56

- Le principe général du choix. L'axiome de M. Hitbert............ vee. 136



65.

67.
68.

69.
70
1.

g
i

3.
74.

. Ensembles ordonnés. Exemples
. Ensembles semblables. Les types d'ordre...... e
. Les coupures. Les sauts, les lacunes; densité, continuité
. Les propriéiés caractéristiques du type ©
. Les propriétés caractéristiques du type m

TABLE DES MATIERES.

DEUXIEME PARTIE.

Nombres ordinaux.

CHAPITRE VIIL.

LES TYPES D'ORDRE.

Les types d’ordre dénombrables.............coiiiiiiiinn

. Remplissage des lacunes d'un ensemble ordonné...............coiuuts
. Les propriéiés caractéristiques du type Ao.oovviriiiiiiiniiniiieninne

CHAPITRE VIIL
OPERATIONS SUR LES TYPES D'ORDRE.

La somme de deux types d'ordre..cooviieniiiiiinieieiieiariianine.

. Les séries infinies de types d’ordre.....ovovvviiiiiinniiiiiieieannens

L.a somme d’un ensemble quelconque de types d'ordre................
Le produit de deux types d'ordre.......ooovveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiae

CHAPITRE IX.
LES ENSEMBLES BIEN ORDONNES.

Le principe d'induction transfinie. ... .....ovveieieiiiiaiiiiiiiiiies
L’application semblable d’ensembles bien ordonnés.............c.ovi

. Le théoréme fondamental sur les ensembles bien ordonnés............

Les nombres ordinaux transfinis.......ocoivriverivaniiinnanaaiiiianas
Les ensembles de nombres transfinis. ... o.ooiiiiiiiiiienriniiiiiais

CHAPITRE X.
L’ARITHMETIQUE DES NOMBRES ORDINAUX,

. La somme de deux nombres ordinaux.......ccoiiiuiiiiiiiiiia s

Les restes de nombres ordinaux........ ... TS PP

. Les nombres ordinaux indécomposables.........ooiviiiiiiaiiiiiiin,
. La décomposition de nombres ordinaux en termes indécomposables...

Les limites de suites transfinies de nombres ordipaux..........coo v

. La somme d’une série transfinie de nombres ordinaux.................
. Le produit de nombres ordinaux ........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieien
. Les propriétés du produit de denx nombres ordinaux.................

La division de nombres ordinauX........oivvvvnnioninns e,

. Quelques propriétés des nombres indécomposables... ................
. La décomposition d’un nombre ordinal en facteurs premiers..........

239

Pages.
139
i
143
143
145
147
148

151

162
163
165
167
170
X7X

174
156
178
180
184



240

86.
87.
88
89.

90
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.

100.

101.
102.

103.

TABLE DES MATIERES.
Pages.
La puissance des nombres ordinaux............... e veven. 106
Les puissances du nombre w et les nombres indécomposables......... 200
La forme normale de nombres ordinaux...... e fereaaenes .. 201
Les nombres ¢ de G. Cantor.................coouou.... PR TN 203
CHAPITRE XI.
LES CLASSES DE NOMBRES ORDINAUX ET LES ALEPHS.
Les nombres des classes I et IL........... e, N 205
Le nombre ¥, et ses propriétés............................. S 207
L’induction transfinie poar les nombres des classes I et IL......... ve.. 211
Les classes de nombres ordinaux. Les nombres initiaux. Les alephs... 213
La démonstration d’existence de nombres 8,................ e 214
La succession des alephs. ..., PR e e e, .. 216
Les propriétés de la somme et du produit des alephs................. 217
Les puissances des alephs.... .......... e et aea e, 219
La soustraction des alephs............. ... e e 272
Les nombres initiaux réguliers et singuliers............... e ceee. 224
CHAPITRE XII.
LE THEOREME DE M. ZERMELO ET SES APPLIGATIONS.

La construction d’un ensemble bien ordonné dont la puissance n’est ni
inférieure ni supérieure a celle de I'ensemble donné................ 228
La démonstration du théoréme de M. Zermelo. . ........ e, . 230

L’équivalence de I'axiome du choix, du théoréme de M. Zermelo et de
la trichotomie...................... .. ... .. e 232

L’application du théoréme de M. Zermelo i la théorie des nombres
cardinaux.. oo 233



