SOMMAIRE

DU TOME II.

CHAPITRE XIII.

LES GROUPES DISCONTINUS DE SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

Substitutions linéaires et géométries non euclidiennes.

Signification géomeétrique des substitutions linéaires effectuées sur une
variable complexe. Groupe anallagmatique du plan. Adjonction des
symétries, Points doubles et multiplicateurs. Substitutions ellipti-
ques, hyperboliques, paraboliques, loxodromiques. Trajectoires et
lignes de niveau d’une substitution. Les groupes cycliques discontinus

et leurs domaines fondamentaux..... et e

Etude spéciale des substitutions qui laissent fixe un cercle imaginaire
d’équation réelle. Leurs rapporls avec le groupe des déplacements
sur la sphére et dans le plan de la géométrie elliptique. Formules
d’Olinde Rodrigues. Le plan elliptique envisagé comme surface fermée
ad un seul coté.............. ettt et et eiei ettt

Etude spéciale des substitutions qui laissent fixe un cercle réel du plan.
Invariant différentiel. Rapports de ces substitutions avec le groupe
des déplacements de la géométrie de Bolyai. Formules de passage de
Ia métrique non euclidienne de Bolyai 4 la métrique de Cayley dans
le plan hyperbolique. Interprétations diverses. Etude des homogra-
phies qui transforment en elle-méme une conique réelle. Droites
perpendiculaires de la géométrie hyperbolique. Angles, distances,
aires. Expression de I'aire d'un triangle. ................... e

Propriétés communes & la géométrie elliptique et hyperbolique du
plan; la géométrie euclidienne comme cas limite........ e

Les substitutions linéaires générales; leur rapport avec les mouvements
de la géométrie hyperbolique de I’espace. Etude du groupe des mou-
vements dans cette géométrie : rotations elliptiques, hyperboliques,
paraboliques; mouvements hélicoidaux, symétries; trajectoires et
lignes de niveau. Angles et distances. Passage A la géométrie de
Bolyai de I'espace; le groupe des mouvements dans ce dernier espace;
les formules de Poincaré. Interprétations diverses.......... [

Composition des substitutions et des mouvements de I'espace hyper-

Pages.

1-14

14-25



VIII SOMMAIRE DU TOME II.

bolique. Condition pour que le produit de deux substitutions non
loxedromiques soit lui-méme non loxodromique. Classification des
groupes exempts de substitutions loxodromiques.........eceuvuu.n..

Les groupes discontinus de substitutions linéaires.
Régions de discontinuité propre.

Substitutions infinitésimales; définition, exemples; conditions suffi-
santes pour qu'un groupe renferme des substitutions infinitésimales.
Distinction entre les groupes exempts de substitutions infinitésimales et
les groupes proprement discontinus; exemples. Ktude des suites de
fonctions lingaires; familles normales de fonctions linéaires; leur
application & 1’étude des groupes discontinus; pour qu’un groupe de
substitutions soit proprement discontinu dans un domaine, il faut et
il suffit : 1° que le groupe soit exempt de substitutions infinitési-
males; 2° que les substitutions du groupe forment une famille nor-
male dans le domaine considéré. Conséquences diverses. Etude des
ensembles frontiéres des régions de discontinuité propre; cet ensemble
est parfait s’il comprend plus de deux points; s'il est continu, il ne
peut étre qu'un cercle, une droite ou une ligne non analytique. ....

Etude particuliére des groupes a cercle principal; cas ou le groupe est
discontinu sur certains arcs du cercle principal; cas ou les points
frontiéres remplissent toute la circonférence. Exemples........... .

Groupes discontinus dans le cas général. Un groupe de mouvements de
Pespace hyperbolique est proprement discontinu s’il est exempt de
transformations infinitésimales. Cas ol tous les points de la qua-
drique absolue sont des points frontiéres de la région de disconti-
nuité. Cas ol la discontinuité subsiste dans certaines régions de la
quadrique. Groupes kleinéens. Exemples. .... F N e

Invariant différentiel de Lagrange et Schwarz. Application A la cons-
truction des groupes discontinus de mouvements sur la sphére;
groupes des polyédres réguliers; invariants. .......... i .

CHAPITRE X1V.

CONSTRUGTION DES GROUPES FUCHSIENS ET KLEINKENS.

Morphologie du domaine fondamental.

Notion du domaine fondamental. Construction du domaine fondamental
d’vn groupe discontinu de mouvements du plan hyperbolique par la
méthode du rayonnement. Propriétés des polygones rayonnés. Groupes
fuchsiens et groupes fuchsoides.. ..... e e eeier e, ..

Un polygone rayonné n’a pas de sommets hyperboliques. Sommets
elliptiques, paraboliques, adventifs. Cycles de sommets de ces diverses
sortes. Toute classe de points fixes d’une substitution elliptique ou
parabolique du groupe admet un représentant sur le périmétre d’un

Pages.

55-64

83-86

86-96

g6-1071

102-106



SOMMAIRE DU TOME 11,

polygone rayonné; si le centre du polygone est pris au hasard, il
n’existe qu’un sommet elliptique ou parabolique dc chaque classe.
Sommets adventifs situés sur la conique, cycles ouverts; absence de
pointements sur la conique pour un polygone dont le centre est pris
au hasard. La présence de sommets adventifs sur la conique caracté-
rise les groupes fuchsiens de la seconde classe. ... ... e

Les modifications permises d’un polygone fuchsien et les propriétés
caractéristiques qu’elles conservent. Exemples. Absence de sommets
hyperboliques pour un polygone qaelconque. ... .............. e

Construction des groupes fuchsiens.

Construction d’un groupe fuchsien au moyen d’un polygone fondamental
donné a priori. Démonstration de la discontinuité d’aprés Poincaré.
Extension d’un groupe fuchsien par adjonction d’une symétrie ou d’'un
mouvement de deuxiéme eSPece.............veuerenrinninn..n... ...

Exemples de groupes fuchsiens; groupe de Schwarz; groupe modulaire;
groupes de la troisiéme famille. ............................. ... ...

Genre d’un polygone fuchsien. Application de la formule d’Euler aux
polygones de la premiére et de la deuxi¢me classe. Le genre d’un
polygone fuchsien est invariant par une modification permise. . ......

Relations fondamentales entre les substitutions génératrices; application
au groupe modulaire..................... e

Formation des polygones rayonnés d’un groupe de déplacements sur la
sphére ou dans le plan euclidien.............. P e

Construction des groupes kléinéens.

Les polyédreé rayonnés pour les groupes discontinus de mouvements de
lespace hyperbolique. Groupes polyédriques et groupes kleinéens.
Classification des arétes et des sommets. Cycles d’arétes. Sommets
réguliers et semi-réguliers. Existence d’une aréte parabolique de
chaque classe. Absence de points fixes de substitutions loxodromiques
hyperboliques sur la surface du polyédre........ e ieriiieeisaee,

Etude spéciale des groupes kleinéens ou polygonaux. Régions de
discontinuité; le nombre de ces régions ne peut étre qu’'un ou deux,
s'il n'est pas infini. Une région de discontinuité est simplement
connexe d'ordre de connexion infini. Adjonction de substitutions de
deuxiéme espéce......., e e N

Modifications permises. Propriétés du polyédre rayonné invarianles par
ces modifications. . ....... e et .

Démonstration de I'existence d’un groupe kleinéen ou polyédrique dont
le polyédre fondamental est donné a priori. Génération d’un groupe
klcinéen par un polygone ou un systéme de polygones donné a priori.
Condition d’existence d’une infinité de régions de discontinuité, équi-
valentes entre elles. Exemples. Etude de divers groupes dérivés des

1X

Pages .

106121

121-125

125-133

133-139

130-143

154-162

162-170

~o—g~h
170-174



X ’ SOMMAIRE DU TOME II.

' Pagos.
symétries par rapport aux quatre faces d'un tétraédre de l'espaee

hyperbolique........ ettt e e [ . 174188

Structure des groupes fuchsiens et kléineens.

Relations fondamentales entre les substitutions génératrices d’un groupe.
Relations primaires. Relations secondaires et sommets idéaux........ 188-192

Genre d’un polygone kleinéen. Exemples . .......... Cerieeieiaieaans 192-193

Structure d’un polygone fuchsien ou kleinéen provenant de P'applica-
tion sur un plan d’une surface de Riemann munie d’un systéme cano-
nique de coupures. Les substitutions génératrices; cas ou leur nombre
sabaisse........ ... ... . e N e eer. 193-203

Signature d’un polygone fuchsien de la premiére classe. Existence d’un
polygone de signature quelconque. Discussion des cas exceptionnels
conduisant & des polygones générateurs de groupes de mouvements du
plan euclidien ou du plan elliptique. Exemple de transformation
d’un polygone canonique par des modifications permises............. « 203-309

Principe de composition des groupes d’aprés Klein. Composition par
cmboitement. Applications.......... P, e e 209-215

Sous-groupes d’indice fini d’un groupe fuchsien. Relations entre les
polygones générateurs d'un groupe fuchsien de la premiére classe et
d'un sous-groupe d’indice fini. Construction de sous-groupes d’un
groupe donné. Sous-groupes d’indice 2 du groupe modulaire; ils sont
tous invariants. Un groupe fuchsien posséde en général an moins un
sous-groupe invariant et d’indice donné. Cas d’exception pour les
groupes de genre zéro. Exemples de sous-groupes non invariants. ... 215-228

Etude spéciale des SOUS-Groupes invariants..........ecuvue.. R v... 228-232

CHAPITRE XV.

LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET KLEINEENNES.

Les fonctions automorphes; leur formation par les séries théta de Poincaré.

Définitions générales et conséquences. Notion de la variable principale;
forme du développement de ces fonctions au voisinage d’'un sommet
elliptique ou parabolique, lorsqu'on emploie la variable principale. La
somme des ordres des zéros et des poles d’une fonction automorphe
(fuchsienne et kleinéenne), contenus dans un polygone fondamental,
est égale a zéro. Etude des fonctions automorphes et de leurs dérivées
au voisinage des points singuliers paraboliques. Deux fonctions appar-

tenant au méme groupe sont liées algébriquement..... N 233-245
Construction des fonctions automorphes. Lemmes de Poincaré. Conver-
. drT, z|? .
gence de la série Z ral i les deux démonstrations de Poincaré;




SOMMAIRE DU TOME II. X1

. . . ‘ . , Pages.
cas ou les substitutions dépendent de paramétres variables. Etude de

la série Z

séries théta de Poincaré; convergence; propriétés fonctionnelles,
changement linéaire de variables; étude des singularités aux sommelts
paraboliques. Sommets elliptiques. Construction de fonctions auto-
morphes au moyen des séries théta....... e et 245-268

ar,s| .
T[; elle peut étre convergente ou divergente. Les

Application d’'une surface de Riemann sur le domaine fondamental ;
équation différentielle des fonctions
linéairement polymorphes correspondantes.

On peut toujours trouver deux fonctions automorphes d’un groupe au
moyen desquelles toutes les aulres s'expriment rationnellement.
Correspondance entre le polygone générateur du groupe et la surface
de Riemann attachée 4 une relation algébrique d’une certaine classe.. 268-2-2

Les fonclions linéairement polymorphes qui font I'application de cette
surface sur ce polygone; la nature de leurs singularités et leur groupe
de monodromie; I'équation différentielle du troisiéme ordre qu’elles
vérifient......... ... il e e eeveiee.. 272-275

Formation effective de cette équation différentielle dans le cas du genre
zéro; points critiques et paramétres accessoires. Discussion du pro-
bléme de Vuniformisation au moyen d'une énumération de para-
métres. Exemple de Fuchs. Etude du cas de n = 3. L'¢quation diffe-
rentielle linéaire du second ordre a laquelle se raméne l'intégration
de Péquation du troisiéme ordre; application des théorémes de Fuchs. 275-282

Etude de Uéquation différentielle des fonctions linéairement polymorphes :
7 polymorp
paramétres accessoires et groupe de monodromie.

L'équation différentielle des fonctions linéairement polymorphes dans
le cas d’un genre quelconque; le nombre des paramétres accessoires
est donné par le théoréme de Riemann-Roch. Discussion du probléme
de l'uniformisation au moyen d’une énumération de paramétres. Cas
ou la fonction est dépourvue de points critiques sur la surface de
Riemann. Rappel de résultats concernant le probléme de V'uniformi-
sation dans le cas de p =1. Etude de ce méme probléme pour p = 2;
formation effective de I’équation différentielle du second ordre corres-
pondante; discussion géométrique des conditions exprimant que la
variable indépendante est une fonction uniforme du quotient de deux
intégrales. Les invariants des substitutions génératrices sont des fonc-
tions entiéres des paramétres accessoires; les conditions d’uniformité
sont des conditions d’inégalité entre ces paramétres. Nature des condi-
tions exprimant que la variable indépendante est une fonction fuch-
sienne du rapport des intégrales; les conditions transcendantes de
Poincaré. ..................oo... v PP 282-204

Suite de I’étude du groupe de monodromie de I’équation différentielle
des fonctions polymorphes. Théoréme de M. Picard. Etude particu-



X1 SOMMAIRE DU TOME II.

Pages.
lidre du cas de p =1; ce cas est un cas d’exception. Deuxiéme démons-
tration du théoréme de M. Picard; compléments et conséquences
relatives au groupe de monodromie étudié; les deux surfaces de
Riemann 2 une infinité de feuillets qui servent & Pinterprétation des
résultats analytiques de la discussion. ... oooiiiiin, e 294-310

A deux systémes distincts de valeurs des paramétres accessvires corres—
pondent deux groupes de monodromie distincts. Conséquences. Le
nombre des paramétres essentiels dont dépend le groupe de mono-
dromie est 3p — 3. Il existe toujours des valeurs des paramétres acces-
soires pour lesquelles le groupe de monodromie renferme. des substi-
tutions infinitésimales. Extension de ces divers résultats............. 310-320

Notions sur les fonctions zétafuchsiennes. Exemples. Quelques cas
particuliers d’un principe général d’uniformisation. ................. 320-324

Les fonctions fuchsiennes de la deuxiéme classe dont le domaine d’exis-
tence comprend des points voisins de tout peint du plan. Forme
particuliére de certaines séries théta. Propriété des surfaces de Rie-
mann correspondantes. Surfaces orthosymétriques. Surfaces diasymé-
triques. Démonstration d’une propriété des surfaces orthosymétriques.
Exemples des courbes hyperelliptiques. Cas out le polygone fuchsien
appartient 4 la troisiéme famille.............. s b cee. 324-332

Notions succinctes sur Papplication au probléme de l'uniformisation de
Pétude de I’équation de Riccati dans le domaine réel. .............. . 332-333

Les fonctions kleinéennes de la troisiéme famille et I'uniformisalion;
discussion du probléme au moyen d'une énumération de paramétres. 333-334

Les substitulions du groupe d’une fonction linéairement polymorphe
comme fonctions des modules de la surface de Riemann; contipuité;
3 deux systémes de modules distincts mais suffisamment voisins corres-
pondent deux groupes distincts. Représentation des substitutions géné-
ratrices par un point d’un hyperespace; ce point reste toujours exté-
rieur A certaines régions de ’hyperespace choisi; extension au domaine
complexe du groupe modulaire généralisé de Poincaré. Examen du
cas singulier correspondant au genre 1............. v veeeee. 334343

Les théorémes d’unicité pour la représentation d’'une surface de Riemann
sur un polygone fuchsien de la premiére ou de la deuxiéme classe.... 343-345

Propriétés diverses des séries théta et des fonctions automorphes.

Propriétés diverses des séries théta. Démonstration de P'existence de
séries théta dépourvues de podles A l'intérieur du cercle principal, pour
les groupes de genre zéro sans sommets paraboliques; toute fonction
fuchsienne est le quotient de deux séries théta de cette nature. Exis-
tence des séries théta identiquement nulles. Utilité de Fintreduction
de deux variables homogeénes........... ... cooiiiiiiiiiiiiiiiianns 345-356

Deux fonctions automorphes appartenant a des groupes commensurables
sont liées algébriquement ; réciproque de ce théoréme. Applications.
Fonctions fuchsiennes appartenant & un sous-groupe d'indice fini



SOMMAIRE DU TOME II.

d’un groupe donné. Théoréme de ramification de Klein. Surfaces de
Riemann 2 feuillets juxtaposés. Cas d’'un sous-groupe invariant; résol-
vantes de Galois et surfaces de Riemann réguliéres. Applications.
Sous-groupe de congruence du groupe modulaire; étude particuliére
du sous-groupe correspondant a la fonction modulaire d’Hermite;
formation de la relation algébrique qui en découle..................

Les fonctions algébriques n’ayant que trois points critiques sont unifor-
misables par les fonctions modulaires. Construction de surfaces de
Riemaan qui conduisent A la formation de sous-groupes d’un groupe
donné, par application du théoréme de Klein........................

CHAPITRE XVI.

LA REPRESENTATION GONFORME
ET L’UNIFORMISATION DES FONCTIONS ALGEBRIQUES.

Fonctions harmoniques et représentation conforme.
Applications ¢ la théorie des Sfonctions algébriques.

Le probléme de Dirichlet et la solution de Riemann, La méthode
d’Hilbert. Quelques lemmes de la théorie des fonctions harmoniques.

Existence de la solution du probléme de minimum d'Hilbert au moyen
des suites de fonctions minimisantes. Unicité de la solution. ........

La fonction harmonique v associée A la solution & du probléme d'Hilbert;
les propriétés de représentation de la fonction analytique u ~i¢.....

Solution du probléme de la représentation conforme des aires simplement
COMMEXES. .o etrtiintiiniienneanraninnen,

La représentation conforme d’une aire quasi simple et N-uplement
connexe sur un plan muni de fentes rectilignes......................

Cas d’un domaine d’ordre de connexion infini

Applications & la théorie des fonctions algébriques. Existence des inté-
grales abéliennes des diverses espéces sur une surface de Riemann
donnée a priori. Classe de courbes algébriques correspondant 3 une
surface de Riemann donnée

Quelques cas simples du probléme de la représentation conforme; cas
d'une aire simple limitée par des arcs de cercle; application 2 la cons-
truction des fonctions fuchsiennes pour les groupes syméltriques.....

Démonstration du principe de continuité de Poincaré dans un cas parti-
CULIEr. ..o

X

Pages.

356-30q

369-379

380-389
389-309
390-405
405410

fro-§13

413-419

432-433

L'uniformisation des fonctions algébriques par les Jonctions fuchsiennes

et par les fonctions kléinéennes.

Le probléme de V'uniformisation par les fonctions fuchsiennes de la
deuxiéme famille. Sa solution effective définie par une suite de subs-
titations algébriques. Extensions. ....................... :.

433-445



X1y SOMMAIRE DU TOME II.

Le probléme général de P'uniformisation des fonctions algébriques au
moyen des fonctions fuchsiennes de la premiére classe, de signature
donnée. La surface de superposition. Sa représentation conforme sur
un cercle. Etude directe des propriétés de la fonction de représenta-
tion au voisinage des points frontiéres de la surface. Démonstration
du théoréme du cercle limite. Examen des cas d’exception. .........

Les groupes fuchsiens de signature donnée et de la premiére classe
forment un continuum unique. Etude des cas de dégénérescence. Cas
ou le genre de la surface de Riemann associée s’abaisse par coincidence
de deux points de ramification. Cas ou deux points critiques de la
fonction linéairement polymorphe viennent coincider sur la surface
de Riemann................ Ceeeeereans D N .

La correspondance entre le continuum des groupes fuchsiens de signa-
ture donnée et celui des surfaces de Riemann signées est conlinue
dans les deux sens. Sa représentation géométrique. Le groupe modu-
laire généralisé. Etude particuliére du continuum des groupes de
signature (1, 1. J). ...l PR .

Le théoréme général d'uniformisation au moyen des functions fuchsiennes
de la seconde classe, quand la surface de Riemann donnée est ortho-
symétrique...... O L L e

Le théoréme général d’uniformisation au moyen des fonctions klei-
néennes de la troisiéme famille. Démonstration de M. Courant.......

Applications a Uétude des propriétés des fonctions analytiques
et des fonctions algébriques : Théorémes de M. Picard.

Application des théorémes d’uniformisation & I'étude des propriétés des
fonctions analytiques et des fonctions algébriques. Les théorémes de
M. Picard. Deux fonctions uniformes dans une région du plan ot elles
possédent un point singulier essentiel isolé ne peuvent étre lices
algébriquement que si le genre de la relation algébrique est zéro ou
un. Application A Dlétude de I'indétermination d’une fonction au
voisinage d’un point singulier essentiel isolé.......... e, .

Application des fonctions fuchsiennes A 1’étude des transformations
birationnelles d’une courbe en elle-méme; cette étude est liée a celle
des sous-groupes invariants d’un groupe fuchsien. Le nombre maximum
des transformations considérées est 84 (p — 1) si le genre p est 2 2. Le
nombre des points fixes d’une transformation ne dépasse pas 2p + 2,
et ce maximum n’est atteint que par les courbes hyperelliptiques...

Application 2 la représentation conforme des aires planes 4 connexion
multiple. Toute aire N-uplement connexe est applicable sur une demi-
surface de Riemann orthosymétrique. Le nombre des modules de la
représentation est 3N-6. Cas ol certains des continus frontiéres se
réduisent a des points........ .

Pages.

462482

482-484

Jg5-501

501-513

513-52r



