Inhaltsverzeichnis

Vorwort
I Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
1 Der Begriff des Korpers
1.1 1Y (1720 L PO
1.2 KOIperaxiome ..........ouiininniii i iin it ieeeineneeaanas,
1.3 Grundlegende Eigenschaften von Kérpern ...,
1.4 B U110 5 o7 oD
1.5 Aufgaben ... ... e
1.5.1 Grundlegende Aufgaben...........ooiiiiiii i
1.5.2 Weitergehende Aufgaben..........oo i
153 AT £ o
2 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
2.1 Lineare Gleichungssysteme. .........coovieeriiiiiiiiniiiiiiiniiinenn..
22 Matrizen, Transponierte, Zeilen- und Spaltenvektoren ...................
23 Losungen und Aquivalenz von Gleichungssystemen .....................
24 Aufgaben .. ..o
3 Der GauB-Algorithmus zur Lasung linearer Gleichungssysteme
3.1 Matrizen in Treppenform....... ..o i
32 Losungen eines Gleichungssystems in reduzierter Treppenform ..........
33 Elementare Zeilenumformungen ..................ooolilL e
34 Transformation auf reduzierte Treppenform ............... ...l
35 Die Struktur des Losungsraums. ........ooii vt iii e
3.5.1 Reduktion auf homogene Gleichungssysteme............... oo,
352 Homogene Gleichungssysteme ....... ... ioiiiiiiiiiiiiiiiiiiia.,
3.6 Eindeutig losbare Gleichungssysteme und invertierbare Matrizen ........

Bibliografische Informationen digitalisiert durch F

http://d-nb.info/990656969

.....

"

10
11
12

TS

G

HE’J
L
E


http://d-nb.info/990656969

X Inhaltsverzeichnis
3.7 AUTEAbEN . o e 23
3.7.1 Grundlegende Aufgaben. ....... ..ot 23
372 Weitergehende Aufgaben ... ... .o i 24
3.73 1Y ) [ 24
4 Multiplikation von Matrizen 25
4.1 Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor ......................... 25
4.2 Iterierte Multiplikationen und lineare Substitutionen.......................... 26
4.3 Allgemeine Definition der Matrizenmultiplikation ............................ 27
4.4 Die Inverse einer Matrix ........c.coiiureiiiiiiiiiiii ittt 28
4.5 Geometrische Interpretation .......... ...l 30
4.6 AUTZaDeI . ..ot e e 33
4.6.1 Grundlegende Aufgaben. ... .....ooiuii i s 33
462 Weitergehende Aufgaben ... 33
4.6.3 Maple o e 34
II Vektorraume und lineare Abbildungen 35
5 Gruppen, Ringe und Vektorriume 37
5.1 L5 (11313 o 1 P 37
5.2 RIDgE. oot e e e e e 38
5.3 AT <75 2111 ¢ U 40
54 Aufgaben . ... e 43
54.1 Grundlegende Aufgaben........ ... ..o i 43
542 Weitergehende Aufgaben ... ... 44
6 Lineare Unabhiingigkeit, Basis und Dimension 45
6.1 Lineare Unabhingigkeit und Basen fiir allgemeine Vektorriume .............. 45
6.2 Endlich-dimensionale Vektorrume ...............cooiivi it 47
6.3 AUTgabEn . . e 50
6.3.1 Grundlegende Aufgaben.. .. ... ... 50
6.3.2 Weitergehende Aufgaben. ... .. ... i 51
7 Unterriume von endlich-dimensionalen Vektorriumen 53
7.1 Summe und Durchschnitt von Unterréiumen ..................cooveeiinnann. 53
7.2 Geometrische INterpretation ..........o.veiiiieieiiine i, 57
7.2.1 Geometrische Interpretation der Unterrdume fiir K =R ...................... 57



Inhaltsverzeichnis X1
7.2.2 Veranschaulichung der Dimensionsformel......................oooiiviaal.. 57
7.2.3 Hoherdimensionale REUME ..........ooiiiiiii ittt eaeenns 57
7.3 Anwendungen in der Kodierungstheorie (im Fall |[K| < 00) ........cooueol.. 58
7.3.1 Codes, Fehlererkennung und Hamming-Abstand ............................. 58
7.3.2 Lineare Codes ......iuniniu i e e e 59
7.4 AUTabeN . e 61
74.1 Grundlegende Aufgaben......... ... i 61
74.2 Weitergehende Aufgaben......... ... i 61
743 11 23 G 62
8 Lineare Abbildungen 63
8.1 Abbildungen. ... ..o 63
8.2 Strukturerhaltende Abbildungen ... 65
83 Grundlegende Eigenschaften linearer Abbildungen ........................... 68
8.4 Beschreibung von linearen Abbildungen durch Matrizen...................... 70
8.5 Der Rang einer Matrix ... .....ooiiiiii i 74
8.6 Aufgaben ... ... . 76
8.6.1 Grundlegende Aufgaben............ovunriiimiiii i 76
8.6.2 Weitergehende Aufgaben.... ... ... 78
8.6.3 Maple .. e e i 79

HI

9.1
9.2
9.3

94

9.4.1
9.4.2
9.4.3

9.5
9.5.1
9.5.2

9.6
9.6.1
9.6.2
9.7

Determinanten und Eigenwerte

Determinanten

Vorbemerkungen iiber Invertierbarkeit von Matrizen .........................
Determinantenformen .........c..veuirrruiiiiiiiiia it eiiiiiaiiaaiaeraanans
Das Signum einer Permutation. ..........oooiiiiiiiiiii i

Allgemeine Definition der Determinante ............cooooiiiii i,
Existenz und Eindeutigkeit der Determinantenform...........................
Grundlegende Eigenschaften der Determinante ...,
Die Determinante eines Endomorphismus ...

Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte ...l
Die Adjungierte einer quadratischen MatriX ...
Laplace-Entwicklung und Cramer’sche Regel ............................ ..

Eine Anwendung:

Die Vandermonde’sche Determinante und Polynominterpolation ..............
Beweis der Formel fiir die Vandermonde’sche Determinante ..................
Anwendung auf Polynominterpolation ...

Eine Anwendung auf nicht-lineare algebraische Gleichungssysteme ...........



X1I Inhaltsverzeichnis
9.8 Aufgaben ... ... o e 100
9.8.1 Grundlegende Aufgaben. ... ......coooiiiiiiiiiiiii e 100
982 Weitergehende Aufgaben........ .o 102
9.8.3 Ml . e 102
10 Eigenwerte und Eigenvektoren 103
10.1 Vorbemerkungen und einfiihrende Beispiele.....................ooi 103
10.1.1  Potenzrechnung und Polynomauswertung im Matrixring M, (K) .............. 103
10.1.2  Die Gleichung x2 = 1 im Matrixring M (K) ...oooviiieiirieiiiiieaiaannnn. 104
10.1.3  Ausblick auf die Anwendung auf lineare Differentialgleichungen.............. 106
10.2 Eigenriume, Eigenvektoren, Eigenwerte und charakteristisches Polynom....... 107
10.2.1 Eigenriume und Diagonalisierbarkeit .............c..coiiiiiiiiiiiiii i, 108
10.2.2  Das charakteristische Polynom ....................... e, 109
10.2.3 Berechnung von Eigenwerten und Eigenrdumen, explizite Diagonalisierung ... 112
10.3 AU ADeI . L et 113
10.3.1 Grundlegende Aufgaben. ... ...t e 113
10.3.2  Weitergehende Aufgaben........ ... ool 114
|8 T T Y F: 3 - G 114
11 Die Jordan’sche Normalform einer quadratischen Matrix 117
11.1 Muitiplikation von Blockmatrizen ...........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiii i 117
112 Nilpotente Matrizen — die Gleichung x* = 0 im Matrixring M,(K)........... 118
113 Verallgemeinerte Eigenrdume und Triangulierbarkeit ................c.coe..e. 121
11.4 Die Jordan’sche Normalform ............ccoiiiiiiiiie i 125
11.4.1 Ein Beispiel zur Berechnung der Jordan’schen Normalform................... 126
11.5 Anwendung auf lineare Differentialgleichungen .............................. 129
11.5.1 Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung...................... 129
11.5.2  Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ...................coeeeen.... 130
11.6 Aufgaben . ... 131
11.6.1 Grundlegende Aufgaben. ... ... ... oot 131
11.6.2  Weitergehende Aufgaben....... ... oo 132
11.6.3 Ml . 132
IV~ Skalarprodukte und Bilinearformen 133
12 Skalarprodukte und orthogonale Matrizen 135
12.1 Vorbemerkungen iiber Langen- und Winkelmessung

im Anschauungsraum ... ... e 135
12.1.1 Die Lange eines VEKIOrS .. ... oottt e, 135
12.1.2  Von der Lange zur Orthogonalprojektion...........oooveiviininneenann... 135
12.1.3  Eigenschaften des Skalarprodukts in V3(R) .....ooovireenreieiiiaannns. 137



Inhaltsverzeichnis X1

12.2

123

12.3.1
12.3.2
12.33
12.3.4

124
12.4.1
12.4.2

1243
12.4.4

12.5

12.5.1
12.5.2
12.5.3

13
13.1

13.2
13.2.1
13.2.2

133
13.3.1
13.3.2

14
14.1

14.2
14.2.1
1422

14.3
144
14.5
14.6

Skalarprodukt, ON-Systeme und das Orthonormalisierungsverfahren von

Gram-Schmidt . ... o e 137
Orthogonale Matrizen ...........ooii ittt e neanees 140
Definition und wichtigste Eigenschaften orthogonaler Matrizen ............... 140
Orthogonale Matrizen in Dimension 2 ................covviiiiiieivinnnnnnnns. 142
Orthogonale Matrizen in Dimension 3 .............ciiiiiiiiiiieiiininnnn.. 142
Eine Matrix-Faktorisierung . ...........iiiiiiiii it 143
Beste Naherungslosung eines Gleichungssystems — die Methode der kleinsten

QUAadrate .....c.ieii i e e e e e 143
Die Orthogonalprojektion auf einen Unterraum..................oooiina... 144
Die Methode der kleinsten Quadrate .............cccviiiiiiiiiiiniinennenennns 144
Effektive Berechnung von xg durch das Gram-Schmidt-Verfahren............. 145
Die Anwendung auf Polynominterpolation ..................ooiiiiiiinaan.. 145
AUTZabeN . ..o e 145
Grundlegende Aufgaben. ... ..o e 145
Weitergehende Aufgaben . ... 147
1Y - o) L 147
Bilinearformen 149
Beschreibung einer Bilinearform durch eine Matrix..........o.ccoeiiiiian., 149
Symmetrische Bilinearformen und symmetrische Matrizen.................... 151
Orthogonales Komplement und Orthogonalbasis ..................ccocoiiiat 151
Symmetrische Bilinearformen und symmetrische Matrizen iiber den reellen

Zahlen. ... e 154
Aufgaben ... ..ot e 157
Grundlegende Aufgaben......... ..ol 157
Weitergehende Aufgaben...........ooooii i 158
Affine und projektive Geometrie 159
Affine Riume 161
Die Beziehung zwischen affinen Rdumen und Vektorrdumen ................. 161
Unterrdume eines affinen Raums. ...ttt eene, 164
Der Lésungsraum eines Gleichungssystems ist ein affiner Unterraum.......... 165
Der von einer Teilmenge aufgespannte Unterraum................ooooaiiaaee 165
Die Automorphismengruppe eines affinen Raums.................oooll 166
Affine Quadriken und Kegelschnitte ...t 168
Affine Riume mit Skalarprodukt und die euklidische Bewegungsgruppe....... 171

Aufpaben.. ... i 172



X1V Inhaltsverzeichnis
15 Projektive Riume 173
15.1 Die projektive Ebene Giber K .......ooiiiniiiiiiiiiiiiiiinii e 173
15.2 Der projektive Raum P(m, K) und seine Projektivititen...................... 175
15.3 Quadriken in P(m, K) «.oooenieiiie i i 176
15.3.1 Quadratische Formen ........ ... oo 176
1532 QuadriKen .......oooiiniiiiii i i i e 178
1533 Normalform von Quadriken fiber R ... i 180
154 AU gaben ... e 182
154.1 Grundlegende Aufgaben. ... ... ... e 182
1542  Weitergehende Aufgaben........ ... 183
A Die endlichen Primkorper 185
Al Losbarkeit von Gleichungen und das Schubfachprinzip ....................... 185
A2 Die endlichen Primkorper ....... ..o 185
A3 Der Kérper I, der Restklassen modulo p........oooooiiiiiiiiiiiiiiiiony 187
B Endliche projektive Ebenen und ihre Inzidenzmatrizen 191
B.1 Abstrakte projektive Ebenen. ... 191
B.2 Ordnung und Inzidenzmatrix einer endlichen projektiven Ebene............... 192
B3 Eine projektive Ebene der Ordnung 9, welche nicht von der Form P(2, K) ist. 194
B3.1 Verifizierung der Axiome (PED)und (PE2) ............ i iiiiiiiae.. 195
B.3.2 Vollstindige Vierecke in TT...... ... it 198
C Beispielrechnungen zu den behandelten Algorithmen 201
C.1 Losungen eines Gleichungssystems in reduzierter Treppenform ............... 201
C2 Transformation einer Matrix auf reduzierte Treppenform ..................... 202
C3 Berechnung der inversen MatrixX .........coiiniiiiiieii i, 204
C4 Berechnung der Determinante einer Matrix................cooiiievininnnn.. 205
C.5 Polynominterpolation ....... ... ...t e 207
C.6 Cramer’sche Regel ... ... i it 209
C7 Berechnung der Eigenwerte einer Matrix............ooooiiiiiiiiieeinnenn. 210
Cs8 Berechnung der Eigenrdume einer Matrix ..o ... 212
C9 Diagonalisierung einer Matrix ............ccooiii ittt 215
C.10 Berechnung der Jordan’schen Normalform einer Matrix ...................... 216
C.11 Systeme linearer Differentialgleichungen ................coiiiiiiiiiii .. 217
C.12 Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt ...................... 218



Inhaltsverzeichnis XV

C.13 Berechnung einer Matrix-Faktorisierung ..............ccoiiiiiiiiin ... 220
C.14 Beste Naherungslosung eines Gleichungssystems...............oocieiiniatn. 224
C.15 Quadratische Gleichungen in mehreren Variablen ............................ 226
C.16 Diagonalisierung symmetrischer Matrizen mittels orthogonaler Matrizen ...... 227

Index 229



	IDN:990656969 ONIX:04 [TOC]
	Inhalt
	Seite 1
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7

	Bibliografische Informationen
	http://d-nb.info/990656969



