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and Olkin’s Family) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.6 Gumbel–Hougaard Copula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.7 Plackett’s Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.8 Bivariate Lomax Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.8.1 The Special Case of c = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
2.8.2 Bivariate Pareto Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.9 Lomax Copula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.9.1 Pareto Copula (Clayton Copula) . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.9.2 Summary of the Relationship Between

Various Copulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
2.10 Gumbel’s Type I Bivariate Exponential Distribution . . . . . . 92
2.11 Gumbel–Barnett Copula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
2.12 Kimeldorf and Sampson’s Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
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13.6.2 Fréchet-Type Elliptical Distribution . . . . . . . . . . . . 604
13.6.3 Gumbel-Type Elliptical Distribution . . . . . . . . . . . . 605

13.7 Tests of Spherical and Elliptical Symmetry . . . . . . . . . . . . . . 607
13.8 Extreme Behavior of Bivariate Elliptical Distributions . . . . 607
13.9 Fields of Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608
13.10 Bivariate Symmetric Stable Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . 608

13.10.1 Explanations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608
13.10.2 Characteristic Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608
13.10.3 Probability Densities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 609
13.10.4 Association Parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 609
13.10.5 Correlation Coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 609
13.10.6 Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 610
13.10.7 Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 610

13.11 Generalized Bivariate Symmetric Stable Distributions . . . . . 611
13.11.1 Characteristic Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 611
13.11.2 de Silva and Griffith’s Class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 611
13.11.3 A Subclass of de Silva’s Stable Distribution . . . . . . 612

13.12 α-Symmetric Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612
13.13 Other Symmetric Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613

13.13.1 lp-Norm Symmetric Distributions . . . . . . . . . . . . . . . 613
13.13.2 Bivariate Liouville Family . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613
13.13.3 Bivariate Linnik Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613

13.14 Bivariate Hyperbolic Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614
13.14.1 Formula of the Joint Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614
13.14.2 Univariate Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614
13.14.3 Derivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615
13.14.4 References to Illustrations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615
13.14.5 Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615
13.14.6 Fields of Application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616

13.15 Skew-Elliptical Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616
13.15.1 Bivariate Skew-Normal Distributions . . . . . . . . . . . . 617
13.15.2 Bivariate Skew t-Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . 617
13.15.3 Bivariate Skew-Cauchy Distribution . . . . . . . . . . . . 618
13.15.4 Asymmetric Bivariate Laplace Distribution . . . . . . 618
13.15.5 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 618

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 619



Contents xxxv

14 Simulation of Bivariate Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623
14.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623
14.2 Common Approaches in the Univariate Case . . . . . . . . . . . . . 624

14.2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 624
14.2.2 Inverse Probability Integral Transform . . . . . . . . . . 625
14.2.3 Composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 625
14.2.4 Acceptance/Rejection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626
14.2.5 Ratio of Uniform Variates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 626
14.2.6 Transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 627
14.2.7 Markov Chain Monte Carlo—MCMC . . . . . . . . . . . 627

14.3 Simulation from Some Specific Univariate Distributions . . . 628
14.3.1 Normal Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 628
14.3.2 Gamma Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 629
14.3.3 Beta Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 630
14.3.4 t-Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 630
14.3.5 Weibull Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 631
14.3.6 Some Other Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 631

14.4 Software for Random Number Generation . . . . . . . . . . . . . . . 631
14.4.1 Random Number Generation in IMSL Libraries . . 632
14.4.2 Random Number Generation in S-Plus and R . . . . 632

14.5 General Approaches in the Bivariate Case . . . . . . . . . . . . . . . 632
14.5.1 Setting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 633
14.5.2 Conditional Distribution Method . . . . . . . . . . . . . . . 633
14.5.3 Transformation Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634
14.5.4 Gibbs’ Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634
14.5.5 Methods Reflecting the

Distribution’s Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 635
14.6 Bivariate Normal Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 635
14.7 Simulation of Copulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 637
14.8 Simulating Bivariate Distributions with

Simple Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 638
14.8.1 Bivariate Beta Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 638

14.9 Bivariate Exponential Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 639
14.9.1 Marshall and Olkin’s Bivariate

Exponential Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 639
14.9.2 Gumbel’s Type I Bivariate

Exponential Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 639
14.10 Bivariate Gamma Distributions and Their Extensions . . . . . 639

14.10.1 Cherian’s Bivariate Gamma Distribution . . . . . . . . 639
14.10.2 Kibble’s Bivariate Gamma Distribution . . . . . . . . . 640
14.10.3 Becker and Roux’s Bivariate Gamma . . . . . . . . . . . 640
14.10.4 Bivariate Gamma Mixture of Jones et al. . . . . . . . . 640

14.11 Simulation from Conditionally
Specified Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 640



xxxvi Contents

14.12 Simulation from Elliptically Contoured Bivariate
Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 641

14.13 Simulation of Bivariate Extreme-Value Distributions . . . . . . 642
14.13.1 Method of Shi et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 642
14.13.2 Method of Ghoudi et al. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 642
14.13.3 Method of Nadarajah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643

14.14 Generation of Bivariate and Multivariate
Skewed Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643

14.15 Generation of Bivariate Distributions with Given Marginals 643
14.15.1 Background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643
14.15.2 Weighted Linear Combination and

Trivariate Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 644
14.15.3 Schmeiser and Lal’s Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . 645
14.15.4 Cubic Transformation of Normals . . . . . . . . . . . . . . 646
14.15.5 Parrish’s Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 646

14.16 Simulating Bivariate Distributions with Specified
Correlations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 646
14.16.1 Li and Hammond’s Method for Distributions with

Specified Correlations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 646
14.16.2 Generating Bivariate Uniform Distributions with

Prescribed Correlation Coefficients . . . . . . . . . . . . . 647
14.16.3 The Mixture Approach for Simulating Bivariate

Distributions with Specified Correlations . . . . . . . . 647
References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 648

Author Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655

Subject Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 667


