Vorwort

A PREFACE gives the author his last chance of
disarming critics, or, at least, of anticipating them.
(T. Chaundy, The Differential Calculus. Ozford: at
the Clarendon Press 1935.)

Anfang der 80er Jahre begann der Springer-Verlag mit einer neuen Reihe,
,Grundwissen Mathematik®, deren Ziel es war, mathematische Theorien in
Zusammenhang mit ihrer historischen Entwicklung darzustellen. Den Band
,Partielle Differentialgleichungen® sollte Ernst Wienholtz schreiben, der nicht
nur die klassischen drei Typen, sondern auch symmetrisch hyperbolische Sy-
steme darstellen wollte, denen seine besondere Liebe und Aufmerksamkeit
galt. Uberdies schwebte ihm fiir den elliptischen Fall ein neuer Beweis der ein-
deutigen Fortsetzbarkeit der Losungen vor, bei dem Funktionen, die dem allge-
meinen Hauptteil angepaflt sind, die Kugelfunktionen verallgemeinern sollten.
Dieser Plan, seine duflerst sorgfiltige Arbeitsweise und seine Verpflichtungen
als Hochschullehrer lieflen die Fertigstellung des Buches leider mehr und mehr
in die Ferne riicken.

Bei seinem Tod 2003 hinterlief3 er ein mit einem selbst entwickelten Text-
verarbeitungssystem erstelltes und mit handschriftlichen Korrekturen und
Ergianzungen versehenes Manuskript, dessen genauer Umfang aufgrund di-
verser Versionen verschiedener Kapitel nicht leicht abzuschitzen war. Klar
war, daf} sich in einem einzelnen Band moderater Dicke nur das Material iiber
elliptische Gleichungen wiirde unterbringen lassen. Bald zeigte sich jedoch,
daf auch dieser Teil nicht ohne betréichtliche Verdnderungen wiirde vertffent-
licht werden kénnen. Durch die jahrelange Arbeit an dem Manuskript war ein
dichtes und nicht leicht zu durchschauendes Gewebe mit einer Fiille kompli-
zierter Querverweise entstanden. Zudem tendierte die Darstellung dazu, eher
Methoden als Resultate zu betonen. Ein Gutachter, dem Teile des Textes vor-
lagen, schrieb, der Stoff miisse ,fliissiggemacht® werden. Dies haben wir zu
erreichen versucht. Eine Auflistung der Verdnderungen, die wir vorgenommen
haben, erscheint uns unpassend, da dem Leser eine Bewertung derselben ohne
Kenntnis des Wienholtzschen Manuskripts ja unmoglich ist.

Der Leser wird primér wissen wollen, wie sich dieses Buch von anderen
Biichern iiber diesen Gegenstand, an denen ja kein Mangel herrscht, unter-
scheidet. Wie die berithmte Gaufische Arbeit [81] schon suggeriert, werden
die zentralen FEigenschaften harmonischer Funktionen (Liouville- und Har-
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nackeigenschaft, Maximum- und Minimumeigenschaft sowie Analytizitit) aus
der Mittelwerteigenschaft und nicht, wie in der Literatur vorherrschend, aus
der Poissonschen Integralformel erschlossen. Dies hat den Vorteil, dafl ana-
loge Aussagen fiir Losungen anderer Gleichungen hergeleitet werden kénnen,
wenn diese einer Mittelwertgleichung oder -ungleichung geniigen. Beispielhaft
vorgefiithrt wird dies anhand der Helmholtzschen Schwingungsgleichung, die
iiberhaupt detaillierter als gemeinhin iiblich betrachtet wird.

Die Gestalt der Poissonschen Integralformel wird zu Beginn von Kapitel 3
motiviert. Der dann folgende elementare Beweis beruht auf der Beobachtung,
dafl der Poissonkern fiir die Kugel die Eigenschaften einer J-Funktion hat.
Auch hier verfihrt das Gros der Literatur anders, nimlich iiber die Green-
sche Darstellungsformel und die Greensche Funktion fiir die Kugel, Dinge,
die hier erst spéter in Zusammenhang mit der Poissongleichung angesprochen
werden. Die Perronsche Methode zur Losung des Dirichletproblems fiir har-
monische Funktionen ist natiirlich klassischer Bestandteil der Literatur, aber
auch hier und beim sog. Zaremba-Kriterium gibt es Detailvereinfachungen im
Beweis. Der Lebesguesche Dorn, fiir den das Dirichletproblem klassisch nicht
16sbar ist, wird ausfiihrlicher als gemeinhin behandelt. Ungewohnlich fiir die
Lehrbuchliteratur ist die griindliche Behandlung unbeschréinkter Gebiete ohne
Verwendung der Kelvintransformation.

Vereinfachungen findet man fiir den Nachweis, da} das Newtonpotential
die Poissongleichung fiir holderstetige rechte Seite 16st, und es wird Petri-
nis Gegenbeispiel gebracht, dafl Stetigkeit alleine dafiir nicht ausreicht. Die
Losung des Dirichletproblems fiir die Poissongleichung durch das Greenpo-
tential wird auf den Holderschen Satz zuriickgefithrt und auf diese Weise be-
wiesen, dafl die Greensche Funktion fiir ein Gebiet genau dann existiert, wenn
jeder Randpunkt eine Barriere besitzt. Diese Vorgehensweise gestattet dann
auch eine relativ einfache Herleitung der Fredholmschen Alternative in Satz
6.2.5.

Besonders hervorheben moéchten wir Wienholtzens neuen und eleganten
Beweis der Symmetrie der Greenschen Funktion allein unter Verwendung der
Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen. Ublicherweise beruft man
sich hier auf den Gaufschen Satz, was eine gewisse Qualitdt des Randes und
des Gradienten der Greenschen Funktion voraussetzt. Kennzeichnend fiir die-
ses Buch ist, dal der Gauflsche Satz immer nur fiir Kugeln oder deren Komple-
mente angewendet wird, in welchem Fall er, wie in Anhang B dargelegt, eine
unmittelbare Folge der Transformationsformel fiir Gebietsintegrale ist. Die In-
tegralumformungen, die etwa im Rahmen der Fredholmschen Alternative oder
fiir den Zusammenhang zwischen klassischen und schwachen Losungen erfor-
derlich sind, werden durch den — vielleicht noch immer nicht genug bekann-
ten — Satz von Giesecke gedeckt, der einen sehr einfachen Beweis gestattet.
Unseres Wissens nach neu ist der die Symmetrie der Greenschen Funktion
verwendende Wienholtzsche Beweis fiir die Abschétzungen der Ableitungen
der Greenschen Funktion, wenn der Rand einer gleichméfligen dufleren Kugel-
bedingung geniigt.
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Daf3 das Greenpotential fiir die Kugel bei holderstetiger Dichte holdersteti-
ge 2. Ableitungen bis zum Rande besitzt, wird mit Hilfe eines wenig bekannten
Kunstgriffs von Simoda gezeigt. In Kombination mit dem Banachschen Fix-
punktsatz ergibt sich dann sofort die lokale Losbarkeit des Beltrami-Systems
sowie mit Hilfe der Bernsteinschen Kontinuitédtsmethode und einer aus ei-
nem Kompaktheitsargument folgenden A-Priori-Ungleichung die Losbarkeit
des Dirichletproblems fiir die Kugel bei kleiner Abweichung des Hauptteils
vom Laplaceoperator. Ferner 143t sich sodann die Leray-Schaudersche Metho-
de am Beispiel des semilinearen Dirichletproblems fiir die Kugel darstellen.

Die Untersuchung der Poissongleichung fiir ein Gebiet mit einem C2%°-
Rand geschieht nun in der Weise, dafl gezeigt wird, daf sich dieser lokal auf
einen Teil einer Sphére abbilden 1dt, wobei der Laplaceoperator in einen all-
gemeinen elliptischen Differentialoperator 2. Ordnung iiberfiihrt wird, dessen
Hauptteil sich wenig vom Laplaceoperator unterscheidet. Dies fithrt zu einem
neuen Beweis des Kelloggschen Satzes und in Kombination mit dem Banach-
schen Satz von der offenen Abbildung zu einer A-Priori-Abschéitzung, die dann
zu einer Herleitung der globalen A-Priori-Abschiitzung von Schauder verwen-
det wird. Mit dem Schauderschen Satz und der zugehérigen Fredholmschen
Alternative in Abschnitt 8.3 und mit Satz 9.1.2 ist dann ein abschlieflendes
Resultat tiber die klassische Losbarkeit des Dirichletproblems fiir lineare el-
liptische Gleichungen 2. Ordnung erreicht.

Nun ist nicht zu verkennen, dafl sich im Lauf der Zeit die Interessen und
Prioritdten in Forschung und Lehre stark gewandelt haben. In dem von uns
hinzugefiigten Kapitel 10 gehen wir daher kurz auf schwache Losungen ei-
ner Gleichung oder eines Randwertproblems ein, wobei der Leser auch hier
einiges anders als {iblich dargestellt finden wird. (Wienholtz selbst hatte die
Sétze 10.3.4 und 10.3.9 als Beweisvarianten in das klassische Material von
Kapitel 4 eingearbeitet.) Fiir eine einfithrende Vorlesung in die Theorie der
partiellen Differentialgleichungen, in der alle drei Typen angesprochen werden,
lassen sich unschwer kleine Teil aus den Kapiteln 2-4 und 10 herausgreifen.
Die Schaudersche Theorie kénnte aufgrund des hier gegebenen stufenweisen
Aufbaus zum Gegenstand einer Reihe von Seminarvortrigen gemacht werden.

Dem Konzept der Reihe ,, Grundwissen“ entsprechend, enthélt dieses Buch
eine Fiille historischer Bemerkungen. Gerade bei den partiellen Differential-
gleichungen hat ein Theorem — und erst recht ein Begriff oder eine Technik
— meist eine komplizierte Entwicklungslinie, die aus dem Blickwinkel der Ge-
genwart zu skizzieren versucht wird. Das Wienholtzsche Manuskript enthielt
mit Jahreszahlen versehene Autorennamen, so dafl eine Identifizierung der
Arbeiten, die er zitieren wollte, nahezu immer moglich war. Wir haben die
Anzahl der Literaturverweise um gut ein Drittel vermehrt.

Wir sind A. Hinz (Miinchen) und C.G. Simader (Bayreuth) fiir die Uber-
lassung eigener Vorlesungsskripte sowie fiir viele anregende Diskussionen iiber
lange Jahre hinweg zu Dank verpflichtet. Frau M. Wienholtz-Hatzidaki und
Herrn Dr. D. Wienholtz danken wir fiir die groBziigige Uberlassung aller
Rechte gegeniiber dem Springer-Verlag. Dem Springer-Verlag danken wir fiir
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die angenehme Zusammenarbeit und insbesondere fiir die Moglichkeit, dieses
Buch in alter Rechtschreibung erscheinen zu lassen. Ein besonders herzlicher

Dank gilt Frau Eberhardt (Bochum) fiir ihre hervorragende Arbeit und En-
gelsgeduld bei der Erstellung der Druckvorlage.

Miinchen und Bochum, im April 2009

Hubert Kalf und Thomas Kriecherbauer



