2 Funktionen

Dieses Kapitel vermittelt:

e wie die Abhéngigkeit quantitativer Grofien mit Funktionen
beschrieben wird

e die erforderlichen Grundkenntnisse elementarer Funktionen

e grundlegende Eigenschaften von Funktionen

e die Anwendung von Funktionen im Rahmen 6konomischer
Fragestellungen

e die Einfithrung des Grenzwertbegriffes

2.1 Definition und Darstellung von Funktionen

Sowohl in der Mathematik als auch in vielen Bereichen des téglichen Lebens
werden oftmals Zahlen oder quantitativ erfassbare Grofien zueinander in Be-
ziehung gesetzt, so dass eine Abhéngigkeit zwischen solchen Grofien entsteht.
Solche Zusammenhiinge werden auf unterschiedlicher Weise hergestellt:

e durch experimentelle oder heuristische Methoden
e durch theoretische Modelle

e oder einfach durch willkiirliche Festlegung.

Die folgenden Beispiele dienen einerseits der Illustration dieser Uberlegungen,
andererseits motivieren sie die Einfithrung des Konzeptes der Funktion.

Beispiele:

1. Die Abbildung einer Menge von Studenten auf ihre Mathematiknoten.
Betrachten wir in einem bestimmten Kurs mit n Studenten die Liste
der Noten der Mathematikklausur. Die Studenten bezeichnen wir mit
S1,59,...,5,. Jeder Student kann eine Note zwischen 1,0 und 5,0 erzie-
len, wobei Zehntelnoten iiblich sind. Es ergibt sich beispielsweise folgen-
des Klausurergebnis:
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Student ‘Sl ‘Sz ‘ 53 | . \Sn_1|Sn
Note [2,2[2,7[35]...] 2,2 [1.6°

Die Zuordnung Student — Note kann als Menge geordneter Paare dar-
gestellt werden:

(S17 2a 2)7 (527 27 7)a (537 37 5)a e (Sn—l; 27 2)a (SYM 17 6)
An dieser Zuordnung erkennt man folgende Sachverhalte, die fiir den
Begriff Funktion charakteristisch sind:

e Jeder Student erhilt genau eine Note zugeordnet.

e Im Allgemeinen kann der Fall auftreten, dass es mehrere Studenten
gibt, die die gleiche Note haben (z.B. 2,2).

e Nicht alle Noten des moglichen Notenspektrums miissen erzielt wer-
den. Das heifit, bei einem Klausurergebnis kann es vorkommen, dass
die Noten 4,5 und 5,0 nicht vergeben werden.

2. Das Volumen einer Kugel als Funktion des Radius.
Wie aus der Geometrie bekannt ist, berechnet sich das Volumen einer
Kugel Vi in Abhéngigkeit des Radius r zu
4 .
Vi = —mr.
k 37‘('7“

Hier wird jedem Wert r > 0 genau ein Wert V}, zugeordnet.

Mit diesen Voriiberlegungen betrachten wir die Definition einer Funktion.

Funktion

Seien M; und My zwei Mengen. Ordnet man jedem Element der
Menge M; eindeutig genau ein Element der Menge M, zu, so nennt
man die dadurch gegebene Zuordnung eine Funktion.

Es darf nach dieser Definition bei einer Funktion kein Element in M; ’iibrig
bleiben’ und die Abbildung muss eindeutig sein. Dies bedeutet nicht, dass
jedem Element aus M; ein anderes Element aus My zugeordnet ist, sondern
dass einem Element aus M7 nicht zwei oder mehrere Elemente aus My zu-
geordnet sind. Die Abbildung 2.1 zeigt die Zuordnung Student — Note in
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Abbildung 2.1. Darstellung der Funktion Student — Note in Form eines Venn-
Diagramms. Hierbei ist die Menge der Studenten eines Kurses M; = Dy und die
Menge der Noten ist Wy C M2

Form eines Venn-Diagramms. Die Menge M; wird von den Studenten gebil-
det, d.h.:
M, = {Sla Sz, ..y Snt, Sﬂ,}

und die Menge M> sind die erzielbaren Noten:

My ={1,0;1,1;1,2;...;4,9;5,0}.
Folgende Bezeichnungen sind im Zusammenhang mit der Definition einer
Funktion von Bedeutung:

e Die ’linke’ Menge M; aus der Abbildung 2.1, von der aus die Zuordnungs-
pfeile ausgehen, nennt man Urbildmenge oder Definitionsbereich D
der Funktion f.

e Die 'rechte’ Menge M, in der die Zuordnungspfeile enden, wird als Ziel-
menge oder Bildmenge bezeichnet.

o Die Teilmenge von Mo, deren Elemente tatséchlich einem Urbild zugeord-
net werden, nennt man Wertebereich W der Funktion f.

Funktionen kénnen in verschiedenen Formen dargestellt werden:
1. In Form eines Venn-Diagramms, wie in Abbildung 2.1.
2. Als Menge von geordneten Paaren:
f=1{(51:2,2),(52:2,7), (95 3,5), ... (Sn-132,2), (Sn; 1,6)}

wie im Beispiel 1.
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3. Funktionen iiber den reellen Zahlen R werden hiufig in Form einer Ab-
bildungsvorschrift dargestellt:

f Dy — Wy,
x —y= f(x).

Der mazimal zuldssige Definitionsbereich umfasst alle moglichen Werte
x, fiir die f(z) definiert ist.

4. Als Darstellung im Koordinatensystem:

Abbildung 2.2. Darstellung einer Funktion im Koordinatensystem

Die unabhéngige Variable wird auf der a-Achse (Abszisse) dargestellt,
die abhéngige Variable auf der y-Achse (Ordinate).

2.2 Einige elementare Funktionen

In diesem Abschnitt sehen wir uns eine Reihe elementarer Funktionen etwas
ndaher an und rekapitulieren die wesentlichen Eigenschaften.

2.2.1 Lineare Funktion

Die lineare Funktion ist eine Abbildung der Form
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fR — R,
frix— f(x)=ax+Db

mit den beiden Parametern a,b € R, die die Form der Geraden bestimmen.
a legt die Steigung der Geraden fest, der Parameter b den Abstand zur z-
Achse bei = 0. Der Graph dieser Funktion ist also eine Gerade durch
den Punkt z = 0,y = b, die im Fall a # 0 auch noch durch den Punkt
T = —%, y = 0 geht. Im Fall a = 0 verlduft die Gerade parallel zur z-Achse.
Fiir a # 0 erhélt man das Steigungsdreieck der Geraden, indem man von
einem beliebigen Punkt der Geraden um eine Einheit nach rechts geht und
um a Einheiten in y-Richtung.

fx)=ax+b

o|4
8

fl@) =V

Abbildung 2.3. Darstellung linearer Funktionen im Koordinatensystem

Im Fall b = 0 erhélt man eine Gerade, die durch den Nullpunkt des Koor-
dinatensystems verlduft. In diesem Fall sagt man, dass y proportional zu x
ist.

Im Fall a = 0 erhilt man die Funktion:
f(2) =b.

Sie wird auch als die konstante Funktion bezeichnet.



26 2 Funktionen

Anmerkung:

Geraden der Form x = ¢ = const. sind nicht durch die Geradengleichung
y=axr—+b

darstellbar. Sie charakterisieren Parallelen zur y-Achse und stellen keine

Funktionen dar, da die Eindeutigkeit der Zuordnung nicht gegeben ist.

2.2.2 Quadratische Funktion

Die quadratische Funktion wird auch Parabel genannt. Die allgemeinste Form
dieser Funktion lautet:

f R — R,
f iz flz)=az’> + bz +c

mit drei reellen Parametern a,b,c € R, die die Form der Parabel festlegen.
Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

N
8
]

O

Abbildung 2.4. Graph der quadratischen Funktion f(z) = az® + bz + ¢

Die Nullstellen dieser Funktion — das sind die Punkte, an denen der Graph
die z-Achse schneidet — sind durch

—b+ Vb2 — dac

2a

T1/2 =

gegeben. Hieraus erkennt man folgenden Sachverhalt:
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e Wenn b% > 4ac, dann existieren zwei reelle Losungen, das bedeutet, der
Graph hat zwei Schnittstellen mit der x-Achse.

e Wenn b? = 4ac, dann hat die Parabel genau eine Nullstelle, der Graph
der Funktion schneidet in diesem Fall die z-Achse genau einmal.

e Wenn b? < 4ac, dann hat die Funktion keine reellen Nullstellen, der Graph
schneidet die x-Achse nicht.

2.2.3 Ganze rationale Funktionen oder Polynome

Die oben bereits vorgestellten linearen und quadratischen Funktionen sind
Spezialfille einer weitaus grofleren Klasse von Funktionen, den sogenannten
ganzen rationalen Funktionen. Diese haben allgemein die Form:

f:R — R
mit:

fx) = apz™ + 12"+ .+ asx? + arzt + ag
n
= Z aixi.
i=0

Die festen Parameter ag, a1, . . . a,, heiflen Koeffizienten und sind reelle Zahlen.
In Abbildung 2.5 ist der Graph einer ganzen rationalen Funktion fiir ag =
1,a1 = —1,as = ag = 0 dargestellt.

Eine ganze rationale Funktion, deren Koeffizienten a,, der héchsten Potenz
2™ ungleich Null ist, nennt man auch Polynom vom Grad n.

2.2.4 Potenzfunktion
Potenzfunktionen sind ganze rationale Funktionen mit
flz)=2"; neN.

Sie werden auch als Parabeln n-ter Ordnung bezeichnet.

2.2.5 Gebrochen rationale Funktionen

Bildet man den Quotienten zweier Polynom-Funktionen, erhélt man die all-
gemeine Form der gebrochen rationalen Funktionen:
L pa" F ap—1 2™+ a2 +agz! +ag
fla) = Bn ™ 4 by 121+ ..+ box2 + byl + by
mit m,n € N. Diese Funktionen sind {iberall dort definiert, wo der Nenner
ungleich Null ist.
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Abbildung 2.5. Der Graph der ganzen rationalen Funktion 3. Grades f(z) = 2°—x

2.2.6 Hyperbelfunktion

Die einfachste gebrochen rationale Funktion ist die Hyperbelfunktion, sie ist
eine Abbildung der Form:

f R\ {0} — R,
iz — f(ac):g; a€R.
x

Uber die Erstellung einer Wertetabelle fiir diese Funktion kann man den
folgenden Sachverhalt feststellen: Wenn die x Werte fiir positive reelle Zahlen
gegen 0 gehen, wachsen die Funktionswerte a/x iiber alle (positiven) Grenzen.
Gehen die x Werte fiir negative reelle Zahlen gegen Null, dann wachsen die
Funktionswerte {iber alle (negativen) Grenzen.

Das Bild dieser Funktion (siehe Abbildung 2.6) ist eine zu den Winkelhalbie-
renden der Achsen symmetrisch liegende Kurve, eine Hyperbel. Diese Funk-
tion ist fiir den Punkt x = 0 nicht definiert, da die Division durch Null nicht
definiert ist.

Der Zusammenhang zwischen f(z) und z wird auch als umgekehrt propor-
tional bezeichnet.
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\

Abbildung 2.6. Die Funktion f(z) =1/z

2.2.7 Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion ist die Umkehrfunktion (vgl. Kap. 2.3) der Potenz-
funktion. Sie ist definiert durch:

f R — R{,
fiz— flx)=a" =Yz xR

Anmerkung: Fiir ungerades n € N lédsst sich der Definitionsbereich auf R
erweitern.

Fiir n = 2 ergibt sich: )
f(e) = vE =zt

Der Graph der Wurzelfunktion f(z) = /z ist in der Abbildung 2.7 darge-
stellt.

2.2.8 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist definiert durch die Abbildungsvorschrift:
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»
>
T

Abbildung 2.7. Die Wurzelfunktion f(z) = &

f:R — RT,

f iz — f&)=d", 2 €Ra>0; a#1.
Der Parameter a heif3t die Basis der Exponentialfunktion. Insbesondere spielt
die Exponentialfunktion mit der Basis a = e &~ 2,71828 eine grofie Rolle. Sie
wird kurz auch als e-Funktion bezeichnet. Wir verwenden gelegentlich auch

die Notation
e’ = exp(z).

Anmerkungen:

1. Die Exponentialfunktion hat die Eigenschaft

f(0) =a® =1 fiir alle a > 0.

2. Jede Exponentialfunktion ldsst sich auf die Basis e transformieren. Da

a = elna’

erhéilt man:
a® = (elna)w _ emlna.

3. Die Exponentialfunktionen spielen in den Anwendungen — sowohl bei
der Beschreibung technischer als auch wirtschaftlicher Vorgéange — eine
grofle Rolle, da mit diesen Funktionen Zerfalls— bzw. Wachstumsprozesse
modelliert werden kénnen.
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Abbildung 2.8. Die Exponentialfunktionen f(z) = €%, f(z) = 2%, f(z) = e "
und f(x) =277

J— T

Bei der Diskussion der Eigenschaften der Exponentialfunktion f(x)
unterscheidet man zwei Félle:

e Falll:a>1
Wie aus der Abbildung 2.8 zu erkennen ist, wachsen die Funktionswerte
fiir wachsende z-Werte iiber alle Grenzen. Der Funktionswert f(z) geht
gegen 0, wenn x immer grofere negative Werte annimmt.

a

e Fall 2: 0<ax<x1

Dieser Fall beschreibt Funktionen der Form
1 —x
fl@)=—=e

e.’l?

(vgl. Abbildung 2.8). Die Funktionswerte gehen fiir wachsende positive
z-Werte gegen 0, sie wachsen iiber alle Grenzen, wenn x grofle negative
Werte annimmt.

2.2.9 Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion (vgl. Abschnitt 2.3) der
Exponentialfunktion.

f Rt — R,
fix — f(x)=log,z, a>0,a#l.
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Der Parameter a bezeichnet die Basis der Logarithmusfunktion.

f(z)

flx)=Inz

—
8

Abbildung 2.9. Graph der beiden Logarithmusfunktionen f(x) = Inz und f(x) =
log,o

Héaufig verwendete Basen sind:

e Die natiirliche Logarithmusfunktion mit Basis e
flz) =Inz.
e Die dekadische Logarithmusfunktion mit Basis 10
f(z) =logpz =1gx.

Eigenschaften:

e Wie die Abbildung 2.9 zeigt, wichst der Funktionswert der Logarithmus-
funktion mit groBer werdenden xz-Werten an.

e Die Logarithmusfunktion ist nur fiir positive reelle Werte definiert.

e Der Graph der Logarithmusfunktion schneidet die z-Achse genau bei ei-
nem Punkt, bei x = 1. Das bedeutet, die Logarithmusfunktion hat — fiir
jede Basis a — die Nullstelle:

log, (1) = 0.

e Gehen die z-Werte gegen 0 (z > 0), dann nehmen die Werte der Loga-
rithmusfunktion beliebig grofle negative Werte an.
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2.2.10 Trigonometrische Funktionen
Die beiden trigonometrischen Funktionen
f(z) =sinz und g(z)=coszx
sind Abbildungen mit dem Definitionsbereich
Dgiyy = Deos = R.
Sinus und Cosinus sind fiir alle € R definiert und haben den Wertebereich:
Wiin = Weos = [-1,+1]={z e R| -1 < x < +1}.

Diese trigonometrischen Funktionen ergeben sich aus einer Erweiterung der
in Kapitel 1 gegebenen Definition von Sinus und Cosinus, die im Einheitskreis
wie in der Abbildung 2.10 dargestellt werden kénnen.

'l sinx

Abbildung 2.10. Darstellung der Sinus und Cosinusfunktion im Einheitskreis

Die beiden Funktionen erfiillen die Periodizitét:

sin(x + n27) =sinz, n € Z,

cos(x + n2w) = cosx, n €Z.
Die beiden Funktionen haben im Intervall
I={0<z<2n}

zwei Nullstellen, denn:
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Abbildung 2.11. Der Graph der Funktion f(x) =sinx

sin0 =sinm =0
s 37
cos — = cos — = 0.
2 2
Aufgrund der Periodizitdt haben Sinus— und Cosinusfunktion auf dem ge-
samten Definitionsbereich R unendlich viele Nullstellen x,,n € Z, die durch

sinxz, =0 = Tp,=n-m, NEZ”
s
cosxy, =0 — Ty = (2n—|—1)-§7 ne”z

gegeben sind.

Die allgemeine Form der Sinusfunktion lautet:
flx) = Asin[b (z+ c)]
mit drei reellen Parametern A, b, ¢. Ublicherweise nennt man
A die Amplitude
b die Kreisfrequenz
c die Phasenverschiebung.

Die Amplitude beschreibt die maximale Auslenkung der Sinusschwingung.
In der Abbildung 2.12 sind die drei Sinusfunktionen sin x, 2 sinz und %Sinx
gegeniibergestellt. Die Anderung der Amplituden von 1 auf 2 bzw. 1/2 hat
zur Folge, dass sich die maximale Auslenkung verdoppelt bzw. halbiert.
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=
\

[NIE]

f(z) =2sinz - flz) = gsinz —-—-

Abbildung 2.12. Die Sinus-Funktion mit verschiedenen Amplituden

f(x)

SN

f(x) =sinz/2 -—----

Abbildung 2.13. Die Sinus-Funktion mit verschiedenen Frequenzen

Der Parameter b — die Kreisfrequenz der Schwingung — ist ein Maf fiir die
Anzahl der Schwingungen pro Intervall. Wie die Abbildung 2.11 zeigt, fithrt
die Funktion sinz im Intervall [0,27] genau eine vollstindige Schwingung
aus. Die Funktion sin 2z fiithrt in diesem Intervall zwei Schwingungen aus.
Verallgemeinert man dies fiir beliebige b, dann fithrt die Funktion sin bz im
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Intervall [0, 27] b Schwingungen aus. Die Periodenléinge p einer Sinusschwin-
gung ergibt sich aus der Kreisfrequenz mit p = 27 /b. In der Abbildung 2.13
sind die drei Funktionen sin z, sin 2z und sinz/2 dargestellt.

Der dritte Parameter ¢ beschreibt eine Verschiebung der Kurve in Richtung
wachsender z fiir ¢ < 0 und in Richtung abnehmender z fiir ¢ > 0. Diese
Phasenverschiebung ist in der Abbildung 2.14 fiir Verschiebungen 7/2 und =
— dies entspricht einer Verschiebung um 90 bzw. 180 Grad — dargestellt.

Abbildung 2.14. Die Sinus-Funktion mit drei verschiedenen Phasen

2.2.11 Abschnittsweise definierte Funktionen

Wenn nicht {iber den gesamten Definitionsbereich eine einzige Abbildungsvor-
schrift anwendbar ist, so wird der Definitionsbereich in einzelne Abschnitte
aufgeteilt und jedem Bereich separat eine Abbildungsvorschrift zugeordnet.

Beispiele:

Die Staffelung der Guthabenzinsen auf einem Festgeldkonto fithrt zur folgen-
den, abschnittsweise definierten Funktion:
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2,0 fiir 0<a < 5000
2,2 fir 5000 <z < 7500

k(z)=4{ 2,5 fir 7500 < x < 10.000
2,75 fiir 10.000 < & < 20.000
2,95 fiir 20.000 < z.

Diese abschnittsweise definierte Funktion beschreibt die Zinsen k in Prozent
in Abhingigkeit vom Guthaben x in Euro (vgl. Abbildung 2.15).

3.0 1

2.8 T

2.6 T

24 1

Zinssatz in % —

22 1 _

2.0 1

5000 10000 20000
Guthaben in Euro —

x

Abbildung 2.15. Darstellung der abschnittsweise definierten Zinsfunktion

In Computern und bei der digitalen Dateniibertragung wird in der ASCII--
Codierung das Zeichen ’a’ durch die Bitfolge 01 100 001 dargestellt. Sendet
man also das Zeichen ’a’ iiber ein Datennetz, wird auf dem Ubertragungsme-
dium das Bitmuster 01 100 001 {ibertragen. Es werden dabei jedoch keine 1-en
oder 0-en iibertragen, sondern an den Ubertragungskanal wird eine bestimmte
Spannung (z. B. 5 Volt) gelegt oder nicht. Dieses Bitmuster wird in einem
bestimmten Zeitintervall T {ibertragen.

Ein solches Bitmuster ldsst sich mathematisch folgendermafien formulieren:
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0 fir tel0,27]

1 fir  tel[iT, 3T]
h(t) = ) S 3o -

0 fiir te[gT, {1

1 fir  tel[3T,T)

Diese abschnittsweise definierte Funktion ist in der Abbildung 2.16 darge-
stellt.

o0 0 1 1 0 0 0 0 1
=

g )

| :

< .

2 :

n .

= |

1 2 3 4 5 6 7
Zeit t —

Abbildung 2.16. Das 01 100 001 - Bitmuster des Zeichens ’a’ in der ASCII-
Codierung

2.3 Die Umkehrfunktion

Bei einer Funktion:
f : Df — Wf,
z — y=f(zx) e Wy
gehort zu jedem x-Wert der Definitionsmenge Dy genau ein y-Wert der Wer-
temenge W;. Die Eindeutigkeit ist eine charakteristische Eigenschaft einer

Funktion. Dies schlie3t aber nicht aus, dass verschiedenen x-Werten der glei-
che y-Wert zugeordnet wird, wie in dem Venn-Diagramm aus Abbildung 2.1
zu sehen ist.
Beispielsweise wird durch die quadratische Funktion
f: R — R,
v fa) =4

den beiden Elementen xz, —x € R der gleiche Wert y € R zugeordnet.
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Abbildung 2.17. Venn-Diagramm einer umkehrbaren Funktion. Die Funktion y =
f(z) ordnet unterschiedlichen z - Werten aus D auch stets verschiedenene y - Werte
aus Wy zu.

Ordnet aber die Funktion
f : Df e Wf,
z — y=f(zx) e Wy

unterschiedlichen z-Werten aus dem Definitionsbereich auch verschiedene y-
Werte zu, dann ist auch die umgekehrte Zuordnung = = ¢(y) eindeutig. Sie
entsteht durch Auflésung der Beziehung

y—f(z)=0

nach x.

Umkehrfunktion

Eine Funktion y = f(z) mit « € Dy und y € Wy heifit eindeutig
umkehrbar, wenn es zu jedem y € Wy genau ein x € Dy gibt.

Die Zuordnung g : y — g¢(y) mit y € Wy = D, heiit Umkehr-
funktion oder inverse Funktion zu f. Diese Funktion wird héufig
mit f~! bezeichnet.

Bemerkungen:

1. Fiir jede Funktion gilt:

r1 =122 = f(x1) = f(x2); fir alle x1, 22 € Dy.
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Fiir umkehrbare Funktionen gilt:

r1=x2 <= f(x1) = f(x2); fiir alle z1,22 € Dy.

2. Ist der Graph einer Funktion f gegeben, dann ist die Frage der Umkehr-
barkeit leicht entscheidbar. Die Funktion f ist genau dann umkehrbar,
wenn jede Waagrechte den Funktionsgraphen hochstens einmal schneidet.

Beispiele:

1. Sei
fry=f(x)=2zx+1, rzeR.

Um zu dieser Funktion die Umkehrfunktion zu erhalten, 16st man die
Gleichung
y=2xr+1

nach z auf

2. Die Funktion

fiRY — {y]1<y<oo},
r — flz)=2>+1

ist umkehrbar mit

fHx) = +Vo —1.
3. Die Funktion

fi{—o<z<0} — {y|l<y<oo},
r— f(r)=2>+1

ist umkehrbar mit
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flx)y=2z+1

Abbildung 2.18. Die Funktion f(z) = 2z + 1 und ihre Umkehrfunktion

4. Die Funktion
f(z) =sinz; =« € [0,47]

ist nicht umkehrbar. Wie aus der Abbildung 2.19 leicht zu erkennen ist,
schneiden waagrechte Geraden den Graphen dieser Funktion mehrfach.
Wesentlich dabei ist der Definitionsbereich. Betrachtet man die Sinus-
Funktion auf dem Intervall [—Z, +7], dann ldsst sich eine Umkehrfunkti-
on — das ist die arcsin-Funktion — definieren. Der Graph dieser Funktion
ist in Abbildung 2.20 dargestellt, sie ist folgendermafien definiert:

fo{1<z<+1} — [fg,%},

z +— f(x) = arcsinz.

Werden Funktion und Umkehrfunktion in einem gemeinsamen Koordinaten-
system dargestellt wie in der Abbildung 2.18, so wird die unabhéngige Varia-
ble stets auf der Abszisse abgetragen. Man vertauscht damit die z- und die
y-Koordinate. Dies wiederum entspricht graphisch der Spiegelung an der 1.
Winkelhalbierenden.
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Abbildung 2.19. Die Sinus-Funktion mit Definitionsbereich Dy = [0, 47|

NIE]

Abbildung 2.20. Der Graph der Arcussinus-Funktion f(z) = arcsinx

2.4 Verkettung von Funktionen

Funktionen der Form
g(x) = V% + 3z —12

oder
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k(x) = exp{—2?}

kann man sich entstanden denken durch die Hintereinanderausfiihrung zweier
elementarer Funktionen. Die resultierenden Funktionsterme entstehen durch
das Einsetzen des einen Funktionsterms in den anderen.

Die obigen Funktionen entstehen durch die Hintereinanderausfithrung von:
fz) = 2% + 32 — 12
W) =Vrf
h(f(x) =+ flz)=Va?2+3x—-12=

bzw.

fz) =
h(f) = eXp{f}
h(f(x)) = exp{f(2)} = exp{—2} = k(x).

Die Hintereinanderausfithrung von Funktionen nennt man Verkettung.

Beispiel:
Sei
flx)=2x+2
und
9(y) =y
dann ist:
9(f(@)) = (f(x))®

= (22 +2)°

= 42”4+ 4z + 4
Bemerkungen:

1. Im Allgemeinen ist die Verkettung von Funktionen nicht kommutativ,

das bedeutet:
g(f(x)) # fg(x)).

2. Damit eine Verkettung ¢(f(x)) zweier Funktionen
Dy — Wy

und
g: Dy — W,
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moglich ist, darf der Wertebereich der Funktion f nicht disjunkt zum
Definitionsbereich der Funktion ¢ sein:

WfﬂDg#(Z).

3. Es konnen auch mehr als zwei Funktionen verkettet werden.

4. Ist f~' die Umkehrfunktion von f, dann gilt:

f @) =2 wnd  fTH(f(2) =2

Das bedeutet, die Verkettung eine Funktion mit ihrer Umkehrfunktion
ist kommutativ und die Verkettung stellt die identische Abbildung dar:

Tr+—— .

2.5 Eigenschaften von Funktionen

Wir betrachten in diesem Abschnitt einige grundlegende Eigenschaften reeller
Funktionen wie:

e Beschranktheit
e Monotonie
e Symmetrie

e Injektivitdt, Surjektivitit und Bijektivitat.

2.5.1 Beschrinktheit

Beschrianktheit von Funktionen

Eine Funktion f mit Definitionsbereich D; heifit nach oben be-
schriankt, wenn es eine Zahl k € R gibt mit

f(z) <k firalle z € Dy.

Die Zahl k € R heiflit obere Schranke. Analog heifit f nach unten
beschrinkt, wenn es eine Zahl k' € R gibt mit

f(x) > k' fiir alle z € Dy.
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Die Zahl &’ heifit untere Schranke.

Eine Funktion
f : Df — Wf

heifit beschrankt, wenn f sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist.

Beispiele:
Die Funktion 1
ist nach oben beschrénkt, denn f iiberschreitet nie den Wert k& = 6, d.h.
f(z) <6 fiir alle z € Dy.
Die Funktion
f(z) = Aexp {—2%}
ist beschrénkt, denn f(z) < A und f(z) > 0 fir alle z € Dy = R.

2.5.2 Monotonie

Eine wichtige Eigenschaft von Funktionen liegt vor, wenn die Funktionswer-
te mit zunehmenden Argumentwerten stets zu- oder abnehmen. Beispiele
solcher Funktionen haben wir bereits gesehen, so wéchst die in Abschnitt
2.2.9 betrachtete Logarithmusfunktion mit wachsendem Argument zu immer
grofferen Werten. Solche Funktionen nennt man streng mononton stei-
gend bzw. streng monoton fallend.

Monotonie von Funktionen

Eine Funktion f heifit streng monoton steigend in einem Intervall
I C Dy, wenn fiir alle z1, 29 € I mit 21 < x4 gilt: f(z1) < f(z2).

Analog heiffit eine Funktion f streng monoton fallend in einem
Intervall I C Dy, wenn fiir alle 21,22 € I mit z1 < xg gilt: f(z1) >

f(z2).
|

Lésst man die Gleichheit der Funktionswerte zu, so entfillt das Attribut
‘streng’.
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Beispiel:
Die Funktion
f: R — R,
r— f(x) =23

ist streng monoton steigend auf Dy = R, denn wenn x; < x3, dann folgt

f(z1) < f(z2).

Fiir streng monotone Funktionen lésst sich zeigen, dass stets eine Umkehr-
funktion existiert.

2.5.3 Symmetrie

Wir betrachten in diesem Abschnitt zwei leicht erkennbare Symmetrien von
Funktionen, die Achsensymmetrie zur y-Achse und die Punktsymmetrie zum
Ursprung.

Eine Funktion f mit der Eigenschaft

heifit gerade. Der Funktionsgraph ist spiegelsymmetrisch zur y-Achse.
Beispiel:
Die Funktion

f:R—R,

r — f(z) = 2>
erfiillt f(—z) = f(z) und ist somit eine gerade Funktion.

Eine Funktion f mit der Eigenschaft

heiflt ungerade. Der Funktionsgraph ist punktsymmetrisch zum Ursprung
des Koordinatensystems.

Beispiel:
Die Funktion
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flx) =z —22% + 3

N Y :

Abbildung 2.21. Verlauf des Graphen der Funktion f(z) = z* — 222 + 3

erfiillt f(—z) = —f(z) und ist somit eine ungerade Funktion.

Ein Beispiel einer symmetrischen Funktion ist durch

f:R— R
r — f(z)=2*-22>+3

gegeben mit f(—xz) = f(x). Der Funktionsgraph ist in Abbildung 2.21 dar-
gestellt. Es gilt

f(=a) = (—2)" = 2(~2)* +3
(—1)*z* —2(=1)%22 + 3
xt — 227 +3
= f(=).

Koordinatentransformationen

Manche Funktionen kénnen durch eine einfache Koordinatentransformation,
die eine Verschiebung des Koordinatensystems bedeutet, in eine elementa-
re Funktion umgewandelt werden. Bei der Phasenverschiebung der Sinus-
Funktion haben wir davon bereits Gebrauch gemacht. An dieser Stelle wollen
wir dies nun allgemein betrachten.

Gegeben sei eine Funktion y = f(z), die sich in die Form
y = f(x—x0) + yo

bringen lasst. Mit der Koordinatentransformation
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=2

Xr —Xg =
Yy—yo =19
erhélt man § = f(2).

Im neuen Koordinatensystem lassen sich dann auch wieder die leicht erkenn-
baren Symmetrien zur Ordinatenachse und zum Ursprung untersuchen. Als
Beispiel betrachten wir die Funktion

S
y_:vfl
1

Mit x — 1 = & und y — 2 = ¢ ergibt sich die Hyperbelfunktion § =
Die Abbildung 2.22 zeigt den Graphen der Hyperbelfunktion in den beid
Koordinatensystemen.

B|=

@

n

2

\

(0,0) T

Abbildung 2.22. Zur Verschiebung des Koordinatensystems
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2.5.4 Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit

Definition:

Seien M7, Ms zwei Mengen und sei
fi+ M — M
eine Funktion.

1. Die Funktion f heif3t injektiv oder umkehrbar eindeutig oder
auch eineindeutig, wenn aus x1 # xo folgt f(x1) # f(x2) fiir alle
r1,To € Ml.

2. Die Funktion f heifit surjektiv, wenn zu jedem y € M, ein
x € My mit y = f(x) existiert.

3. Die Funktion f heifit bijektiv genau dann, wenn f injektiv und
surjektiv ist.

Bemerkungen:

a)

¢)

Ist eine Funktion f injektiv und ist &1 # x9, dann folgt f(x1) # f(x2),
d.h. verschiedene Bilder haben verschiedene Urbilder. Um zu zeigen, dass
eine Funktion injektiv ist, ist es oftmals einfacher, die folgende gleichbe-
deutende Aussage zu zeigen:

Wenn f(x1) = f(x2), dann folgt x1 = 5.

Um zu zeigen, dass eine Funktion nicht injektiv ist, geniigt es ein Gegen-
beispiel anzugeben.

Falls eine Funktion f surjektiv ist, sagt man auch, f ist eine Abbildung
von M, auf die Menge Ms. Bei einer surjektiven Funktion ist der poten-
tielle Bildbereich ausgeschopft.

Ist die Funktion f : M; —— M5 bijektiv, so existiert zu jedem y € Mo
genau ein x € My mit y = f(x).

2.6 Einige 6konomische Funktionen

In diesem Kapitel werden exemplarisch einige in der Okonomie verwendeten
Funktionen vorgestellt. Fithrt man eine unabhéngige Variable ein, die auch
Entscheidungsvariable genannt wird, so liasst sich die Abhéngigkeit einer
Grofle y von der Entscheidungsvariablen x hiufig als funktionaler Zusam-
menhang darstellen.

Der Formulierung eines solchen Zusammenhanges liegt immer ein Modell zu
Grunde, in dem eine Abbildung der Realitdt vorgenommen wird. Ein Modell
vereinfacht die Realitdt durch:
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e die Vernachlissigung von Einfliissen
e Annahmen iiber die Abhéngigkeit der Groflen

e Extrapolation des Giiltigkeitsbereiches.

Wie gut ein Modell die Realitdt beschreibt, muss daher immer im Nach-
hinein durch Plausibilitdtsbetrachtungen validiert werden. Im Folgenden be-
schranken wir uns auf Funktionen mit einer Variablen. Funktionen mit meh-
reren Verdnderlichen werden in Kapitel 6 untersucht.

2.6.1 Nachfragefunktion

Die Nachfragefunktion zy = xn(p) beschreibt die nachgefragte Menge
eines Gutes in Abhéngigkeit vom Preis des angebotenen Gutes oder die zu-
gehorige Umkehrfunktion, in der der Preis in Abhéngigkeit von der nachge-
fragten Menge p = p(x ) ausgedriickt wird. Die Nachfragefunktion wird auch
als Preis-Absatzfunktion bezeichnet. In einem monopolistischen Markt
(nur ein Anbieter) geht man davon aus, dass die Nachfragefunktion eine mo-
noton fallende Funktion ist. Das heifit, je hoher der Preis eines Gutes desto
geringer die nachgefragte Menge. In Abbildung 2.23 sind zwei monoton fal-
lende Kurvenverliufe dargestellt!.

1. Ein moglicher Verlauf ist durch die lineare Funktion
TN (p) =20 —c-p (2.1)

gegeben. xp und c sind reelle Konstanten. Der Parameter zy bezeichnet
die maximale Nachfrage bei p = 0, wenn das Gut also nichts kostet. Der
Punkt auf der p-Achse, durch den die fallende Gerade lduft, stellt den
Preis des Gutes dar, bei der keine Nachfrage mehr vorhanden ist.

2. Ein anderer Verlauf ist durch die Funktion
N (p) = zoe” P, a>0

mit den reellen Parametern xy und a gegeben. Hier wird ein exponentielles
Abfallen der Nachfrage mit steigendem Preis angenommen. An dieser
Stelle sei darauf hingewiesen, dass ein solches Modell nur fiir ein nach
oben begrenztes Preisintervall sinnvoll ist. Eine Extrapolation fiir beliebig
grofle Preise ist nicht moglich.

! In der volkswirtschaftlichen Betrachtungsweise werden solche Zusammenhiinge
auch dargestellt, indem der Preis auf der Ordinate (y-Achse) und die abgesetzte
Menge auf der Abszisse (z-Achse) aufgetragen werden.
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xn(p) Nachfragefunktion

Zo

Absatzmenge —

Preis — p

Abbildung 2.23. Verschiedene Formen der Nachfragefunktion.

3. Es gibt auch Modelle, bei denen die Nachfragefunktion nicht monoton
fallend ist. Man spricht vom Snob-Effekt, wenn eine Preiserhthung zu
einer grofleren Nachfrage fiithrt. Fiir Markenartikel gehobener Anspriiche
trifft dies unter Umsténden zu.

In einem homogenen Polypol (vollkommener Markt) ist der Preis unabhingig
von der Menge, und damit eine Konstante.

2.6.2 Angebotsfunktion

Die Angebotsfunktion gibt den funktionalen Zusammenhang zwischen dem
Marktpreis p eines Produktes und der am Markt angebotenen Menge x 4 an:
x = x4(p) oder p = p(xa). Da ein steigender Marktpreis die angebotene
Menge des Produzenten erhoht, wird hier in der Regel eine monoton steigende
Funktion angenommen. Das Marktgleichgewicht ergibt sich, indem man die
Angebotsfunktion gleich der Nachfragefunktion zx(p) setzt (siehe Abschnitt
2.6.1) und so den Marktpreis ermittelt.

2.6.3 Erlosfunktion

Die Erlosfunktion beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen dem
Umsatzerlos und dem Preis. Da zwischen dem Preis p, der abgesetzten Menge
z und dem zugehorigen Erlos E die Beziehung F = x - p besteht, kann je
nach Wahl der zu Grunde liegenden Preis-Absatz-Funktion der Umsatz F in
Abhéngigkeit vom Preis p dargestellt werden:
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Wird ein linearer Zusammenhang in der Preis-Absatz-Funktion angenommen
wie in Gleichung (2.1), so folgt:

E(p) =z(p)p
= (wo — cp)p
= —cp? + zop. (2.2)
E(p)
E(p) = —cp” + zop
Popt p

Abbildung 2.24. Die Erlésfunktion E(p) in Abhingigkeit vom Preis p

Da es sich um eine quadratische Funktion handelt, die im Scheitelpunkt ein
Maximum hat, gibt es einen optimalen Preis pop¢, bei dem der Erlos maximal
ist (vgl. Abbildung 2.24).

2.6.4 Produktionsfunktionen

Produktionsfunktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen dem:

e Input r einer Produktion (Maschinenzeit, Arbeitskriifte oder einer ande-
ren Ressource)

e und dem zugehorigen Output (Ertrag) x des erzeugten Produktes.

Dann ist
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z=ua(r); r>0

die Produktionsfunktion. Produktionsfunktionen werden auch als Ertrags-
funktionen bezeichnet.

Wir wollen hier eine Reihe von Modellen betrachten, die durch unterschied-
liche Produktionsfunktionen realisiert sind:

1. Der ertragsgesetzlichen Produktionsfunktion liegt ein Modell zu-
grunde, bei dem durch den Einsatz einer Ressource der Ertrag zunéchst
— bei Null beginnend — {iberproportinal ansteigt, dann ein Maximum
erreicht und danach abnimmt. Durch ein Polynom 3. Grades kann ein
solches Verhalten abgebildet werden. Wir betrachten zum Beispiel:

x(r) = —r3 + 72+ 12r; 7 >0.

Anmerkung:
Die Ausbringung von Saatgut auf einer festgelegten Anbaufliche ist ein
klassisches Beispiel fiir eine ertragsgesetzliche Produktionsfunktion.

Abbildung 2.25. Die ertragsgesetzliche Produktionsfunktion

2. Die neoklassische Produktionsfunktion mit de positiven Parametern
«a und c ist durch
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z(r)y=c-r* r>00<a<l

gegeben. Der Graph dieser Funktion mit o = 1/2 ist in der Abbildung
2.26 dargestellt.

a(r)

z(r) = c-r'/?

Abbildung 2.26. Die neoklassische Produktionsfunktion

3. Die limitationale Produktionsfunktion ist durch

c-r fir r < rg,
z(r) = )
To fir r > rg

definiert, mit den beiden Parametern ¢ und zo (siche Abbildung 2.27).
Hier liegt zuniichst ein linearer Anstieg des Outputs mit der Ressource
vor. Ab einem bestimmten Punkt rg ldsst sich der Output durch den
Einsatz der Ressource nicht mehr steigern.

2.6.5 Kostenfunktion

Die Kosten, die bei der Produktion eines erzeugten Outputs x entstehen,
werden durch die Kostenfunktion K(z) erfasst. Hiufig gibt es einen Kos-
tenanteil, der nicht von der Menge des Outputs x abhingt Kr (Fixkosten)
und einen von z abhingigen Teil (variable Kosten), Ky (z). Damit hat die
Kostenfunktion die Form



2.7 Grenzwerte von Funktionen 55

To T

Abbildung 2.27. Die limitationale Produktionsfunktion

Die durchschnittlichen Kosten pro Outputeinheit  nennt man Stiickkosten:

2.7 Grenzwerte von Funktionen

2.7.1 Der Grenzwertbegriff

Bei einigen Funktionen interessiert das Verhalten der Funktionswerte bei An-
ndherung der unabhéngigen Variablen an einen bestimmten Wert. Dies ist
insbesondere von Interesse, wenn die Funktion abschnittsweise definiert ist
oder an bestimmten Stellen nicht definiert ist.

Unter einem Grenzwert einer Funktion versteht man das Verhalten ei-
ner Funktion f(z), wenn sich die Variable z einem bestimmten Wert xo des
Definitionsbereichs nahert. Hierfiir schreibt man auch z — zo.

Der Funktionswert, dem sich die Funktion annéhert fiir + — x, bezeichnet
man als Grenzwert g und schreibt dafiir:

lim f(z) =g.

T—x0
Lies: 'Limes f(x) fiir x gegen x(’ .

In vielen Féllen bringt diese Betrachtung keine neue Erkenntnis.

Sei beispielsweise
fl@) =24 +1,

dann ist
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lim f(z)=2-1+1=3.

r—1

Hier kann man ohne weiteres den Wert x = 1 direkt einsetzen.

Betrachtet man hingegen die abschnittsweise erkléirte Funktion

202 + 1 fire <1
flx) = )
3r+1 fir x > 1,

dann muss die Nahtstelle g = 1 besonders untersucht werden.

1
T
ro =1 T

Abbildung 2.28. Zu links- und rechtsseitigem Grenzwert

Der Grenzwert dieser Funktion an der Stelle g = 1 héngt davon ab, ob man
sich von rechts oder von links der Stelle o = 1 néhert.

Es gilt:
lim f(z)=4 und lim f(z)=3.

r—xo+0 r—x0—0

Anmerkung:

Die Schreibweise

lim f(z) bzw. lim f(z)

x—xo+0 x—xog—0
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deutet an, dass man sich von rechts (z — xg + 0), bzw. von links (2 —
o — 0) an die Stelle zp = 1 annéhert.

Wir miissen also zwischen einem links— und rechtsseitigen Grenzwert in einem
Punkt z¢ unterscheiden. Erst wenn diese beiden Grenzwerte iibereinstimmen,
sprechen wir von der Existenz des Grenzwertes in z.

Grenzwert

Der Grenzwert limy_,., f(z) existiert und hat den Wert g, wenn
rechts- und linksseitiger Grenzwert iibereinstimmen:

lim f(z)= lim f(z)=g.

r—xo+0 r—x9—0

Die Ubereinstimmung von links- und rechtsseitigem Grenzwert als Kriterium
fiir die Existenz des Grenzwertes heranzuziehen ist ein sehr pragmatischer
Ansatz, der fiir die in den folgenden Kapiteln anstehenden Untersuchungen
von Stetigkeit und Differenzierbarkeit fiir elementare Funktionen und ab-
schnittsweise definierte Funktionen von groflem Nutzen ist. Eine mathema-
tisch tiefergehende Definition der Existenz eines Grenzwertes bietet das nach
dem franzosischen Mathematiker Augustin Cauchy (1789 - 1857) benannte
Kriterium, das im néchsten Abschnitt fiir den interessierten Leser vorgestellt,
dann aber im Laufe des Buches nicht weiter verwendet wird.

Neben den abschnittsweise definierten Funktionen gibt es auch noch andere
Funktionen, bei denen die Betrachtung von Grenzwerten z — xg interessant
sind. Ein Beispiel ist die Hyperbelfunktion (vgl. Kap. 2.2.6)

Bei dieser Funktion ist insbesondere die Stelle xg = 0 interessant, bei welcher
der Nenner Null wird. Es gilt:

lim — =o0
r—0+0 2
. 1
und lim — = —oc0.
x—0—-0 2

Das heifit, ndhert man sich von rechts dem kritischen Wert xg = 0, dann gilt
f(z) — oo. Néhert man sich von links dem kritischen Wert 2o = 0, dann
gilt f(z) — —oo. Obwohl oo keine Zahl darstellt und das Gleichheitszeichen
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nicht korrekt ist, wihlt man hiufig diese Schreibweise, um zum Ausdruck zu
bringen, dass die Funktionswerte iiber alle Grenzen wachsen.

Der Punkt ¢ heifit Polstelle der Funktion f(z) und man sagt, die Funktion
f(x) = 2~ ist an der Stelle zo = 0 divergent. Polstellen spielen bei den gebro-
chen rationalen Funktionen eine wichige Rolle, sie werden dort ausfiihrlicher
behandelt (sieche Abschnitt 2.7.5).

Der Grenzwertbegriff wird auch verwendet, um das Verhalten von Funktio-
nen fiir beliebig grofle oder kleine = zu untersuchen. Dies wird in folgender
Schreibweise zum Ausdruck gebracht:

lim f(z)=g
r—00

bzw.
lim f(z)=g.

Beispiele hierfiir sind:
lim e =0

Tr—00
bzw.
lim e % = .
r——00
Bemerkung:

Generell nennt man das Verhalten einer Funktion f(z) fiir © — oo auch
deren Asymptotik.

2.7.2 Die Cauchy-Definition des Grenzwerts von Funktionen

Um den im vorigen Abschnitt eingefiihrten Grenzwertbegriff mathematisch
prézise zu definieren, hat Cauchy folgende Definition fiir die Existenz eines
Grenzwertes einer Funktion eingefiihrt:

Grenzwert nach Cauchy

Der Grenzwert lim,_.,, f(z) existiert und hat den Wert g, wenn es
fiir alle € > 0 eine Zahl § > 0 gibt, so dass gilt:

| flz) —gl<e fir |xz—zo]|<d. (2.3)
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| fz) —gl<e
ks

X 0\ xT

|z —zo [< 0

Abbildung 2.29. Zum Cauchy-Kriterium

Anschaulich bedeutet dieses Kriterium, dass sich zu jedem noch so kleinen
Streifen der Breite € ein Streifen der Breite d finden lésst, aus dem die z-Werte
zu nehmen sind, so dass der Abstand der Funktionswerte vom Grenzwert
kleiner € ist, vgl. Abbildung 2.29.

Beispiel:

Sei
f(z) =22

Wir untersuchen mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums, ob der Grenzwert

lim f(z) = lim 22

z—0 z—0
existiert. Zu diesem Zweck miissen wir also ein geeignetes § finden, so dass
die Bedingung Gl. (2.3) fiir jedes € erfiillt ist.
| fz)—g|<e fir |ax—xo|<d
|22 —0|<e fir |2—0]|<d
— 2% |<e fir |z|<0
= |z|<Ve fir |z|<é.

Wiéhlen wir hier § < /€, dann ist die Bedingung fiir alle € > 0 erfiillt.

Betrachten wir als nichstes Beispiel die abschnittsweise definierte Funktion
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222 + 1 firx <1
fz) = .
3z 41 fiir x > 1.
Mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums zeigen wir nun, dass g = 3 nicht Grenzwert
ist fir z — 1. Betrachten wir z > 1, dann ist:
| f(z)—g|<e fir |axz—mxo|<d
|3z+1—-3|<e fur |z—1|<§

2L 3, 41-3<e fir 2—-1<96

1
= $<§(6+2) fir <140

Fiir jedes € > 0 muss es ein § > 0 geben, so dass diese Aussage erfiillt ist.
Wegen § > 0 ist dies fiir € < 1 nicht gegeben. Somit ist g = 3 nicht Grenzwert
der Funktion f(z) fiir x — 1.

2.7.3 Grenzwertbetrachtungen einiger elementarer Funktionen

In diesem Abschnitt sehen wir uns Grenzwerte einiger elementarer Funktio-
nen an.

1. Konstante
Eine konstante Funktion

flz)=¢ ceR
hat den Grenzwert
lim f(x)=-c

z—+o0

2. Potenzfunktionen
Fiir die Potenzfunktion gilt:

lim 2" = o0 neN
Tr— 00
und
lim g — 4% fiir n gerade (2.4)
T——00 —oo fiir n ungerade
und
lim a™ = 0; n € N.
x—0
3. Negative Potenzen
Fiir negative Potenzen hat man folgende Grenzwerte:
lim 27" =0; n € N. (2.5)

r—to0
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4. Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion

f(z) =a”
hat das folgende asymptotische Verhalten:

. . 0 fir 0<a<1
lim a” =
T—00 00 fir a>1.

Fiir a > 1 wéchst a® schneller als jede Potenz von z:
n

lim x—gc:O firn > 0,a > 1.

TrT—00 (4
Eine Erklarung hierfiir wird in Kapitel 3.6.1 gegeben.

5. Logarithmusfunktion
Die Logarithmusfunktion zeigt folgendes Grenzverhalten:

lim log, z = o0
Tr—00

und
lim o log, ©z = —o0.

z—0+

6. Weitere interessante Grenzwerte sind:

1
lim (14 =)" =
g, (L) =e
und )
lim (14+xz)= =e,

z—0

61

(2.8)

(2.9)

wobei e die Eulersche Zahl ist mit dem numerischen Wert e =~ 2, 7182.. ..

2.7.4 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Es seien die folgenden Grenzwerte gegeben:

lim fi(z)=¢

T—x

zhj;lo fa(x) = g2

Dann gilt fiir die:

1. Addition
Jim (fi(z) + fa(z)) = 91 + ga-

(2.10)
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2. Multiplikation
lim (fi(2) - f2(x)) = g1 - g2 (2.11)

T—x

3. Division

lim filz) @

== flir 0. 2.12
v fo(2) | g2 92 # ( )
AuBlerdem gilt fiir verkettete Funktionen
lim f(g(z)) = f( lim g(x)) (2.13)
T—x0 T—T0

Mit den Rechenregeln (2.10) bis (2.13) und einigen grundlegenden Grenzwer-
ten lassen sich viele Grenzwerte zusammengesetzter Funktionen leicht be-
stimmen. Im néchsten Abschnitt betrachten wir einige Beispiele hierzu.

2.7.5 Beispiele fiir Grenzwertbetrachtungen

1. Ganze rationale Funktionen
Zunéchst betrachten wir Grenzwerte ganzer rationaler Funktionen:

Fiir das Grenzverhalten, wenn x gegen oo geht, ist allein die héchste Po-
tenz von x ausschlaggebend. Alle kleineren Potenzen von x spielen keine
Rolle mehr, wenn x gro8 bzw. klein genug wird. Mit dem Vorzeichen des
Koeffizienten a,, ergibt sich, ob die Werte der ganzen rationalen Funktion
gegen 400 oder —oo gehen, wenn x gegen +oo geht.

2. Gebrochen rationale Funktionen
Bei den gebrochen rationalen Funktionen

@) anx”™ + ap_12" 1+ 4 asx? 4+ a1zt + ag
) =
b x™ 4+ b2+ box? + bl + by

ist das Grenzverhalten fiir  gegen +oo von Interesse, aber auch das Ver-
halten der Funktion, wenn man sich einer Liicke des Definitionsbereichs —
also einer Nullstelle des Nenners — annéhert. Betrachten wir zunéchst das
Verhalten fiir x gegen +00. Um den Grenzwert einer gebrochen rationalen
Funktion zu erhalten, klammert man die hochste Potenz von z, die im
Nenner vorkommt, im Zéahler und Nenner aus und wendet anschliefend
die Grenzwertregeln an. Es sind die folgenden Fille zu unterscheiden:
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a) Zahlerpotenz = Nennerpotenz (n=m)

Die Funktion konvergiert gegen den Wert: %—: .
b) Z#hlerpotenz < Nennerpotenz (n < m)

Die Funktion hat den Grenzwert Null.
¢) Zidhlerpotenz > Nennerpotenz (n > m)

Die Funktion divergiert, d.h. sie geht gegen 400 oder —oo.

Beispiele:
Sei
ot 327 41

20t — 143

f(@) (2.14)
Zunichst ist nicht klar, welchen Grenzwert die Funktion (2.14) fiir + — oo

hat, denn:
0

lim f(z)=—.

r—00 o0

Indem man 2* im Zihler und Nenner ausklammert, lassen sich folgende Um-
formungen vornehmen:

Y4+ 32741
lim f(z)= lim A

T—00 z—oo Qrd — §$3

= lim
T—00 - =

(2.12) lim, 0o (1+ 3$—12 + $—14)

limg oo (2 — 55)

(2.10) limy oo 1+ limy oo 39%2 + limg o 33—14

. . 1
limg oo 2 —limg oo 57

(2.5)

DN | =

Im Folgenden ein Beispiel, bei dem die Zdhlerpotenz grofier als die Nenner-
potenz ist:
2zt 4 2% — 2
=0 2.1
1@ = =355 (2.15)

Auch fiir die Funktion (2.15) gilt:

lim f(x) =

r—00

JE
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Nun klammert man 2? im Zahler und Nenner aus, auflerdem machen wir
wieder von den Rechengesetzen fiir Grenzwerte Gebrauch ohne dies explizit
zu vermerken:
—2t + 2% —x
li = lim ————
A f =
3 1 1
(24 - — =
= lim ( z ~ 57)

z—oco 73(3— 24 — &%)

Entsprechend ergibt sich fiir x — —oo

. . —22* + 2%~z
hm f(l’) = hm W

Tr——00 Tr——00

Bei der Grenzwertbetrachtung sind in aller Regel immer die Grenzwerte in-
teressant, die auf Ausdriicke der Form:

x oder -
00 0

fihren. Weitere Verfahren, solche Grenzwerte mit Hilfe der Differentialrech-
nung zu bestimmen, werden wir in Kap. 3.6.1 kennenlernen.

Betrachten wir nun das Verhalten gebrochen rationaler Funktionen bei An-
naherung an Liicken im Definitionsbereich, die durch die Nullstellen des Nen-
ners gegeben sind. Das Verhalten haben wir schon bei der Hyperbelfunktion
kennengelernt:

1 1
li = 1 - = li = 1 — = —00.
i fl@)= lim - =cound lim =~ fz)= lim - =-—oo

Hat eine gebrochen rationale Funktion eine Nullstelle g im Nenner, so lésst
sie sich in die Form bringen:

(z —20)"2()
(x — x0)™n(x)’

fz) =

Dabei sind z(x) und n(z) ganze rationale Funktionen, die in z¢ ungleich Null
sind, aulerdem ist m > 1 und n > 0.
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Fiir m > n liegt eine Polstelle in x¢ vor. Ist m — n ungerade, so findet ein
Vorzeichenwechsel an dieser Polstelle statt, wenn m — n gerade ist, liegt eine
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel vor.

Beispiel:
2, .
fl@) = T w1
-1 2
= f@=2t2
f(@)
T Zo I: 1 x

Abbildung 2.30. Graph der Funktion f(z) = (z 4 2)/(z — 1) mit Polstelle in
o = 1

Im Punkt 2y = 1 liegt eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vor.

Ist m < n, liegt keine Polstelle vor, sondern eine behebbare Liicke im Definiti-
onsbereich. Im Zusammenhang mit dem Begriff der Stetigkeit von Funktionen
kommen wir hierauf noch zuriick.

In der Okonomie spielen Wachstumsfunktionen eine grofie Rolle. Eine Funk-
tion, die ein Wachstum beschreibt, das bei einem Wert f; beginnt und dann



66 2 Funktionen

streng monoton steigend allméhlich in eine Sattigung iibergeht, wird als lo-
gistische Funktion bezeichnet:

a

) — : +
fx) Eyp— zeR

mit den positiven Parametern a, b, c € RT.

Séttigung

fo

Abbildung 2.31. Die logistische Funktion
Das Verhalten dieser Funktion fiir x+ — 0 und x — oo lésst sich durch An-
wendung der Grenzwertséitze folgendermaflen bestimmen:

li = lim —————
A, @)=l Ty

" limy o (I+b-ecx)

o a
140 limg e e
- a

1

Damit ist a der Sdttigungswert der logistischen Funktion.

Das Verhalten bei x = 0 ist:
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. . a
lim f(o) =l o=y
N a
T 14 b-e<0

o a
140

I
;ﬁ}—‘

In der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt die sogenannte Gauf-
Verteilung eine herausragende Rolle. Diese Funktion ist explizit gegeben

durch: 1 )
. _ (z—a)
r)= —e 262
1= bv2r

mit zwei reellen Parametern a, b (siche Abbildung 2.32).

Abbildung 2.32. Die GauB}-Verteilung

Fiir diese Funktion gilt:

. . 1
ml{riloo f(.%‘) o mll}lloo b\ 2 €

2.8 Stetigkeit von Funktionen

Unter der Stetigkeit einer Funktion versteht man anschaulich, dass sich der
Funktionsgraph ohne abzusetzen ’in einem Zug’ durchfahren liasst. Ein Knick
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im Graph ist also erlaubt, ein Sprung dagegen nicht. Nach dieser anschau-
lichen Betrachtung sind die in Abbildung 2.33 dargestellten Félle zu unter-
scheiden.

Zo xT

b) d)

Abbildung 2.33. Zum Begriff der Stetigkeit einer reellen Funktion

Die beiden Funktionsgraphen a und b auf der linken Seite in Abbildung 2.33
stellen stetige Funktionen dar. Die Graphen auf der rechten Seite ¢ und d,
konnen nicht 'in einem Zug’ durchfahren werden. Die Funktion 2.33c ist an
der Stelle x( nicht stetig, da dort ein Sprung auftritt. Im Bild 2.33d kann von
einer Stetigkeit an der Stelle xy nicht gesprochen werden, da die Funktion
dort nicht definiert ist. Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft einer Funktion,
d.h. die Eigenschaft der Stetigkeit setzt voraus, dass die Funktion definiert
ist. Die Funktion 2.33d ist zwar im ganzen Definitionsbereich stetig, hat aber
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eine Liicke im Definitionsbereich, die sich nicht so schlieffen ldsst, dass die
Funktion in x( stetig ist.

Mathematisch genauer formuliert:

Stetigkeit

Eine Funktion f(x) ist stetig an der Stelle zg, wenn der Grenzwert
an der Stelle zq existiert und mit dem Funktionswert in zq iiberein-
stimmt.

lim  f(z)= lm f(z)= f(zo). (2.16)

r—xo+0 r—xo—0

Bei dieser Definition haben wir von der Definition der Existenz eines Grenz-
wertes aus Kapitel 2.7.1 Gebrauch gemacht.

Mit dieser Definition der Stetigkeit greifen wir die Beispiele aus Abbildung
2.33 nochmals auf. Elementare Funktionen sind im Definitionsbereich stetig.
Eine Funktion, die den Graphen 2.33b beschreibt, ist z.B.:

flx)=vx z€eR

Fiir alle z € R ist diese Funktion stetig. Eine Funktion, die durch den Gra-
phen 2.33a beschrieben wird, kann als abschnittsweise definierte Funktion in
folgender Weise dargestellt werden:

fla) = {\/5 fir 2<1 (2.17)

T fir x> 1.

Fiir die Funktion (2.17) gilt:

lim f(z)=1 lim f(z)=1 f(1)=1.

r—1+0 x—1—0

Daher ist f(z) in o = 1 stetig.

Nicht stetig ist dagegen die Funktion rechts oben (Abbildung 2.33c). Sie kann
dargestellt werden durch:

fla) = (2.18)

xz+1 fir x> 1.

{\/E fiir x<1

Fiir die Funktion (2.18) gilt:
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Jim f@)=2  lm f@)=1 f1)=1

Somit ist sie in 9 = 1 nicht stetig. SchlieBlich betrachten wir noch das letzte
Beispiel aus Abbildung 2.33d rechts unten. Eine Funktion folgender Form
beschreibt den Kurvenverlauf:

1

Die Funktion (2.19) ist in g = 1 nicht definiert. Die Funktionswerte gehen
gegen oo, wenn man sich der Stelle zp = 1 von rechts oder links n#hert,
f(x =1) ist nicht definiert.

Manchmal gibt es eine Liicke im Definitionsbereich, die behoben werden kann.
Dazu betrachten wir die Funktion

x? —1

Ja)= 5= zeRr\{1}.

r—1"

Mit )
1 —1).
T :(x 1) ($+1):x+1
x—1 r—1

koénnen wir f(x) schreiben als:
flx)=z+1;zeR\{1}.

Fiir f(x) gelten die Grenzwerte an der Stelle zg = 1:

f(@)

2
1
Abbildung 2.34. Die Funktion f(z) = Z —

auf R\ {1}
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lim f(z)= lim f(x)=2.

r—1+4+0 x—1—0

Der Wert der Funktion an der Stelle g = 1, f(1), ist nicht definiert.

Eine zusitzliche Definition in der Form f(1) = 1 ist hier aber moglich. Damit
kann die Liicke im Definitionsbereich so geschlossen werden, dass die Funktion
stetig ist.

2.9 Ubungen

2.1. Bestimmen Sie den maximal mdoglichen Definitionsbereich der Funktio-
nen

1
b =—
) 10) = =y
2.2. Seien folgende Funktionen gegeben:

fiR — R, f(z) =225,

o
g[R\{72,+2} - Ra g(.’ﬂ): 2

—9
Bilden Sie die Verkettungen
fof, fog und  gof.
Berechnen Sie f(g(1)) und g(f(1)).
2.3. Skizzieren Sie die Funktion
f(z) =2sin(3rx — 1, 57).
2.4. Im Definitionsbereich Dy = {z € R | =1 < z < +2} bestehe die

Zuordnungsvorschrift y = 2z — 1. Welche Wertemenge ergibt sich?
2.5. Bestimmen Sie fiir die allgemeine quadratische Funktion
f(z) =az® + bz +c

mit a # 0 den maximal zuldssigen Definitions- und Wertebereich. Welche
Beziehung muss zwischen den Parametern a, b, ¢ bestehen, damit Wy = {y |
y=>1}p7

2.6. Zeichnen Sie die Graphen der folgenden abschnittsweise definierten
Funktionen:
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2
f%xQer fir 0<z<3.
(@) fir 1<x<2
€Tr) =
ver—1 fir x> 2.
2.7. Ein jahrliches prozentuales Wirtschaftswachstum bezogen auf das vor-

ausgehende Jahr bedeutet exponentielles Wachstum. Bestimmen Sie £ fiir die
Funktion

12 ¢ fir —3<x<0
f@)={ N

N[= 8 =

f(a) = f(0)- €™,

wenn das Wachstum 2,5% pro Jahr betrigt. In welchem Zeitraum verdoppelt
sich das Wirtschaftsaufkommen?

2.8. Zeigen Sie durch Bestimmung der umgekehrten Zuordnung, dass die
folgenden Funktionen eine umkehrbar eindeutige Abbildung von D¢ auf W
definieren:

a) f(z) = 3+ 3 mit Dy ={z € R | —10 <z < 10}.

b) f(z) =42* + 1 mit Dy ={x € R | = > 0}.

Welchen Definitionsbereich hat jeweils die Umkehrfunktion? Wie erkennt
man die umkehrbar eindeutige Zuordnung am Graphen der Funktion?

2.9. Welche der folgenden Funktionen sind nach oben, welche nach unten
beschrankt? Welche sind beschrankt?

a) f(z)=5-1; x>0.

b) flx)=7+1; z<0.

c) flx) =2% —oo <z <+o0.
2z

D j@)= 2 220

2.10. Betrachten Sie die Funktion
f 4,44 — [-3,8]

mit 1
flx) = 3% +4.

Untersuchen Sie, ob diese Funktion injektiv und surjektiv ist.
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2.11. Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Injektivitat, Surjektivitit und
Bijektivitit:

a)f: R — R, 2+ f(x) =22

f: R — RY 2+ f(x) =22

o

oL

)
Y f: RY — RT; o+ f(x) = 22
)k RTA\{0} — {2,0;2,2;2,5;2,75;2,95} mit:

fiir 0<xz < 5000
fiir 5001 < z < 7500

0
2
5  fiir 7501 < « < 10.000
7
9

)

k(x) = <
5 fir 10.001 < x < 20.000
5 fur 20.001 < z.

)

NN NN

9

2.12. Gegeben ist die abschnittsweise definierte Funktion

a-e” firx>1, a€R
fx) = )
20 +1 firz < 1.

Bestimmen Sie die Konstante a so, dass die Funktion f(z) stetig ist.

2.13. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Nullstellen folgender Funktionen:

b) f(z) = 3(e” +e77)

c) f(z) = 5(e* —e™™).

d) f(z) =322 e — 122"
e) f(z) =T-exp {3}

2.14. Ermitteln Sie Definitionsbereich, Nullstellen und Umkehrabbildungen
folgender Funktionen:

)=Ini.
z)=In(x+1)+Inz.

b) =Inb+1Invb% — 1.
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2.15. Zeigen Sie, dass die Funktion

eine gerade Funktion ist.
2.16. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Gleichung
Asin[b(:c+c)] =d, a,bc,deR
2.17. Bestimmen Sie die Parameter A, b, ¢, d einer Sinusfunktion
f(z) = A-sinfb(z + )] +d,

die periodische Umsatzschwankungen iiber ein Jahr beschreibt. Der Umsatz
schwankt zwischen 0 und dem Maximalwert Uy,.. Am 1. April ist der Umsatz
%Umax und steigt dann an. Die Variable x beschreibt die Monate, nehmen
Sie an, dass alle Monate gleich lang sind.

2.18. Untersuchen Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren und bestim-
men Sie diese gegebenenfalls:

522+ Tr —1
—323 + 52 + 25

a) lim, o

24 8
x+12

25 . 9
4+ 5+ 5

2
z2

+
8ot

¢) lim, o

8ot

3r—9

d) lim, 3 m

2.19. Gegeben sei die lineare Kostenfunktion
K(x)=Kp+c-z.

Bestimmen Sie die Fixkosten Kr und die Konstante ¢, wenn fiir 100 Stiick
Herstellkosten von 2000 € anfallen und fiir 300 Stiick Kosten von 4 000 €.

2.20. Die logistische Funktion

32

0=y

beschreibt einen Sattigungsvorgang.

a) Berechnen Sie das Séttigungsniveau.
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b) Bestimmen Sie die Zeitpunkte, bei denen 50%, 70% und 90% des S&tti-
gungsniveaus erreicht sind. Hingen diese von der Hohe der Séttigung
ab?

2.21. Bestimmen Sie die zur monoton fallenden Nachfragefunktion
zn(p) = xo — cp
gehorende Umkehrfunktion p(ay). Ist diese Funktion auch monoton fallend?
2.22. Bestimmen Sie das Marktgleichgewicht fiir die Nachfragefunktion
N (p) =xo —cp;  To,c>0
und die Angebotsfunktion
za(p) =ao+ bp%  ap,b> 0.

Unter welcher Bedingung stellt sich ein Marktgleichgewicht ein?





