2 Newtons Axiome

Als Grundgesetze der Mechanik werden die Newtonschen Axiome eingefiihrt. Das
2. Newtonsche Axiom ist eine Differenzialgleichung fiir die Bahnkurve eines Mas-
senpunkts. Es bestimmt die Dynamik, also die Zeitabhingigkeit der Bewegung.

Alle physikalischen Theorien gehen von gewissen unbewiesenen, grundlegenden
Gesetzen aus. Diese entstehen als Verallgemeinerung von (endlich vielen) Beob-
achtungen. Sie sollten von moglichst einfacher Form sein und es gestatten, eine
moglichst groe Klasse von Phinomenen zu beschreiben oder vorherzusagen. Diese
allgemeinen Gesetze werden Naturgesetze genannt. Die Beschreibung von Phino-
menen durch diese Gesetze ist in der Physik gleichbedeutend mit ihrer Erkldrung.
Ein Naturgesetz impliziert unendlich viele Vorhersagen. Die Bestitigung von Vor-
hersagen verifiziert das Gesetz, kann es aber nicht beweisen (da die Bestitigung
nur in endlich vielen Fillen erfolgen kann). Ein einmal aufgestelltes Naturgesetz
kann aber durch eine einzige Beobachtung oder ein einziges Experiment widerlegt
(falsifiziert) werden.

In der Mechanik konnen Newtons Axiome (mit einigen Ergédnzungen) als Natur-
gesetze aufgefasst werden. Spiter werden wir noch alternative Formulierungen der
Grundgesetze, insbesondere den Lagrangeformalismus, kennenlernen.

In seinem Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathematica formulierte
Isaac Newton 1687 drei Axiome. Newtons 1. Axiom (auch lex prima genannt) be-
zieht sich auf die Bezugssysteme (BS):

Es gibt BS, in denen die kriftefreie Bewegung

durch 7(t) = v = const. beschrieben wird. 2.1

1. Axiom:

Die so spezifizierten, bevorzugten BS heillen Inertialsysteme (IS). Am Beispiel ei-
nes Beobachters auf einem Karussell macht man sich klar, dass eine Aussage wie
(2.1) zwangsldufig vom BS abhéngt; man denke etwa an den Versuch, auf einem
Karussell Billard zu spielen. Experimentell stellt man fest, dass IS solche BS sind,
die gegeniiber dem Fixsternhimmel ruhen, oder die sich relativ zu den Fixsternen
mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.

In allen Gebieten der Physik formuliert man Gesetze, die ein Bezugssystem
voraussetzen. Dabei spielen die IS eine hervorgehobene Rolle; so gelten etwa die
Maxwellgleichungen nur in IS. Man kann die Gesetze aber auch in anderen BS
formulieren. Sie haben dann jedoch im Allgemeinen eine andere und komplizierte-
re Form; in den Bewegungsgesetzen der Mechanik treten zum Beispiel zusitzliche
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10 Teil I Elementare Newtonsche Mechanik

Tréagheitskrifte auf. Die IS sind dadurch ausgezeichnet, dass in ihnen die physika-
lischen Gesetze besonders einfach sind. Speziell ist wegen (2.1) Billard im Horsaal
einfacher als auf dem Karussell. Auf die Auszeichnung der IS und die Komplika-
tionen in anderen Bezugssystemen gehen wir in Kapitel 5 und 6 noch niher ein.

Gleichung (2.1) besagt, dass die gleichférmige Bewegung (oder Ruhe) ein Zu-
stand ist, in dem der Korper verharrt. So durchquert zum Beispiel ein Komet weitab
von anderen Massen den Weltraum mit konstanter Geschwindigkeit. Im Bereich
der alltiaglichen Erfahrung kann die gleichférmige Bewegung nur nidherungsweise
beobachtet werden, da praktisch immer Reibungskrifte vorhanden sind.

Ohne Krifte bewegen sich Korper gleichformig (1. Axiom). Kriifte fiihren dage-
gen zu einer nicht gleichformigen Bewegung. Der Begriff Kraft wird zunéchst der
Alltagssprache (Muskelkraft, Federkraft, Schwerkraft) entnommen; spiter wird er
durch eine Messvorschrift préizisiert. Newtons 2. Axiom (auch lex secunda genannt)
beschreibt die Bewegung unter dem Einfluss einer Kraft:

P _p imis 2.2)
dt

2. Axiom:

Dabei ist der Impuls p das Produkt aus der Masse m und der Geschwindigkeit:
p=mv (2.3)

Fast immer haben wir es mit konstanter Masse zu tun (auler etwa bei der Bewe-
gungsgleichung fiir eine Rakete), so dass das 2. Axiom auch als

mir=F (2. Axiom) 2.4)

geschrieben werden kann. Hierdurch wird die Masse als eine dem betrachteten Kor-
per zugeordnete Eigenschaft eingefiihrt. Newtons 2. Axiom beinhaltet folgende De-
finitionen und Aussagen:

1. Definition der Masse
2. Definition der Kraft
3. Physikalische Aussage iiber die Bahnbewegung

Wir erldutern zunichst, in welcher Weise das 2. Axiom die Masse und Kraft als
Messgrofien definiert. Dabei gehen wir davon aus, dass Lange und Zeit bereits defi-
niert sind. Damit ist insbesondere die Beschleunigung @ = # eine messbare Grofe.

Wir betrachten eine bestimmte, in ihrer Grofle unbekannte Kraft (zum Beispiel
eine Federkraft) und zwei Korper 1 und 2. Wir messen die Beschleunigungen a;
und ay, die durch die unbekannte Kraft hervorgerufen werden. Nach (2.4) ist das
Verhéltnis m/my durch ay/a; gegeben; damit ist m/m, als Messgrofe festgelegt.
Wir definieren nun willkiirlich die Masse eines bestimmten Korpers als 1 Massen-
einheit; dabei wird implizit vorausgesetzt, dass die Eigenschaft Masse eine unver-
dnderliche Eigenschaft des Korpers ist. Der Name der Masseneinheit ist ebenso
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willkiirlich wie die Wahl des Referenzkorpers; bekanntlich wihlt man das Kilo-
gramm (kg) als Masseneinheit. Hierdurch und durch die Messvorschrift fiir m/m2
ist dann die Masse jedes Korpers als Messgrof3e definiert.

Nachdem die Masse und die Beschleunigung Messgroflen sind, legt (2.4) die
Kraft als Messgrofe fest. Die Einheit der Kraft ist

Ikg ) = IN = I Newton 2.5)
S

Wir halten fest: Die Messung von Massen und Kriften erfolgt auf der Grundlage
des 2. Axioms.

Nach dem 2. Axiom ist die Masse ein Ma8 fiir den Widerstand, den ein Korper
der Anderung seiner Geschwindigkeit entgegensetzt. Je groBer m ist, umso kleiner
ist — bei gegebener Kraft — die Anderung der Geschwindigkeit. Die GroBe m heifit
daher auch trige Masse.

Ein anderer Begriff ist die schwere Masse, die proportional zur Stirke der
Gravitationskraft auf einen Korper ist; diese schwere Masse wird experimentell
durch eine Kraftmessung festgelegt. In dieser Form eingefiihrt, ist die schwere Mas-
se als Eigenschaft eines Korpers mit der Ladung vergleichbar; die Ladung ist durch
die Stirke der Kraft auf einen Korper in einem elektromagnetischen Feld bestimmt.
So wie die Ladung konnte die schwere Masse eine von der trigen Masse unab-
hingige Eigenschaft eines Korpers sein. Experimentell stellt sich aber heraus, dass
das Verhiltnis von triger zu schwerer Masse immer gleich grof3 ist (mit einer rela-
tiven Genauigkeit bis zu 107!2). Daher fiihrt man keine neue MessgroBe ,,schwere
Masse* ein; vielmehr verzichtet man in den Gleichungen zumeist auf eine Unter-
scheidung und setzt beide Massen gleich m. Im Rahmen der Newtonschen Me-
chanik und Gravitationstheorie ist die Gleichheit von triger und schwerer Masse
zufillig. Dagegen nimmt sie die Allgemeine Relativititstheorie zum zentralen Aus-
gangspunkt (Kapitel 6).

Das 2. Axiom ist nicht nur eine Definitionsgleichung fiir die Masse und die
Kraft. Vielmehr ist es auch ein physikalisches Gesetz iiber die Dynamik; es bein-
haltet physikalische Aussagen. Zum Beispiel ergibt sich bei konstanter Kraft die
nichttriviale Aussage x o< ¢2 fiir eine eindimensionale Bewegung. Diese Aussage
kann durch Messung iiberpriift werden; damit wird das 2. Axiom verifiziert oder
falsifiziert. Die aus dem 2. Axiom folgenden Aussagen werden durch Experimen-
te bestitigt, solange die vorkommenden Geschwindigkeiten klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.

Fiir mit ¢ vergleichbare Geschwindigkeiten sind die Aussagen des 2. Axioms
(wie etwa x o 72 fiir konstante Kraft) aber falsch. Damit ist das Gesetz im Prin-
zip falsifiziert und daher zu verwerfen. Da das 2. Axiom aber in weiten Bereichen
korrekte Vorhersagen macht, geht man nicht soweit. Vielmehr versieht man das
2. Axiom mit der Einschrinkung, dass es nur auf Geschwindigkeiten anzuwenden
ist, die klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind.

Newtons 3. Axiom (auch lex tertia genannt) lautet: Der Kraft, mit der die Um-
gebung auf einen Massenpunkt wirkt, entspricht stets eine gleich grof3e, entgegen-
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2 F21[2

Vereinbar mit 3. Axiom,
aber durch 1. Zusatz aus- / Vereinbar mit 3. Axiom
1 e F |,  geschlossen. 16 Fp» und 1. Zusatz.

Abbildung 2.1 Die Krifte zwischen zwei Massenpunkten miissen nach dem 3. Axiom
entgegengesetzt gleich grof sein. Zusitzlich beschrinken wir uns auf Krifte, die parallel
(oder antiparallel) zum Relativvektor sind.

gesetzte Kraft, mit der der Massenpunkt auf seine Umgebung wirkt, oder
3. Axiom: F yctio = — Freactio (26)

Dies bedeutet konkret fiir die Krifte, die zwei Massenpunkte aufeinander ausiiben
(Abbildung 2.1),
F12 = —F21 (3 Axiom) (2.7)

Die Aussage (2.6) gilt im allgemeineren Sinn in allen Teilen der Physik: Jede Wir-
kung, die die Umgebung auf einen Korper ausiibt, ruft eine entsprechende Gegen-
wirkung hervor.

Die Axiome werden auch als Newtons Gesetze (oder lex prima, secunda und
tertia) bezeichnet. Sie sind keine Axiome in dem Sinn, dass aus ihnen alle Aus-
sagen der Theorie folgen; insofern kann man die Bezeichnung als ,,Axiome* auch
kritisieren.

Fiir einige Ableitungen in einem System von Massenpunkten bendtigen wir An-
nahmen iiber die auftretenden Krifte, die wir als 1. und 2. Zusatz bezeichnen. Im
ersten Zusatz nehmen wir an, dass die Krifte, die zwei Massenpunkte aufeinander
ausiiben (Abbildung 2.1), in Richtung der Verbindungslinie wirken, also

(ri—ro)xFpp=0 (1. Zusatz) (2.8)

Der 2. Zusatz lautet: Wirken mehrere Krifte F; auf einen Massenpunkt, so ist die
Gesamtkraft F die Summe der Einzelkrifte

F = Z F; (2. Zusatz) (2.9)

Dies wird auch als Superpositionsprinzip der Krifte bezeichnet.

Die beiden Zusitze sind zum Beispiel fiir die Newtonschen Gravitationskréfte
zwischen massiven Teilchen oder fiir die Coulombkrifte zwischen geladenen Teil-
chen erfiillt. Sie stellen jedoch eine Einschriankung an die zugelassenen Krifte dar
und sind von weniger grundlegender Bedeutung als die Axiome selbst. Ein Gegen-
beispiel zum 1. Zusatz sind die magnetischen Krifte zwischen bewegten Ladungen;
hierzu sei auf die Diskussion im Anschluss an (4.15) verwiesen. In einem Medium
konnen nichtlineare elektromagnetische Feldeffekte auftreten; dann wiirde der 2.
Zusatz nicht fiir die Coulombkrifte zwischen geladenen Teilchen in diesem Medi-
um gelten.
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Anwendungen

Wir werden uns in der Mechanik durchweg auf Kriéfte beschrianken, die nur von
dem Ort und der Geschwindigkeit des Teilchens und von der Zeit abhéngen,

F=F®), i), 1) (2.10)

Wir schlieBen damit zum Beispiel aus, dass F' von der Beschleunigung, von hohe-
ren Ableitungen oder von der Bewegung des Teilchens zu fritheren Zeiten abhéngt.
Geschwindigkeitsabhingige Krifte sind zum Beispiel die Reibungskraft oder die
Lorentzkraft.

Bei der Losung von Problemen mit Hilfe der Newtonschen Axiome treten typi-
scherweise folgende Schritte auf:

1. Aufstellen des Kraftgesetzes.
2. Mathematische Losung der Differenzialgleichung:

mit) = F(r(t), #(t), 1) @2.11)

3. Bestimmung der Integrationskonstanten der Losung: Sie werden durch die
Anfangsbedingungen fiir Ort und Geschwindigkeit zu einer bestimmten Zeit
(etwa r(0) und 7(0)) festgelegt.

4. Diskussion der Losung: Die Losung konnte graphisch dargestellt werden,
oder es konnte die Frage nach Erhaltungsgroflen (etwa der Energie) unter-
sucht werden.

Gegenliber dem so definierten Problem sind viele Verallgemeinerungen moglich.
Insbesondere treten oft anstelle der Koordinaten x, y und z allgemeinere Koordina-
ten ¢; (miti = 1, 2,..., f). Die Dynamik solcher Systeme (also ihr zeitabhingiges
Verhalten) wird dann durch die Funktionen ¢; () beschrieben. Fiir diese Funktionen
sind die (2.11) entsprechenden Bewegungsgleichungen aufzustellen und zu 16sen.

Eindimensionale Bewegung

Als Spezialisierung von (2.11) kommt insbesondere die Beschrinkung auf zwei
oder eine Dimension, oder ein einfacher Ansatz fiir die Kraft in Frage. Wir betrach-
ten zunichst die Spezialisierung auf eine Dimension,

mi(t) = F(x(t), (1), 1) (2.12)

Die Losung folgender spezieller Bewegungsgleichungen sollte dem Leser vertraut
sein:

Keine Kriifte: mx =0 2.13)
Homogenes Schwerefeld: mi =—mg 2.14)



14 Teil I Elementare Newtonsche Mechanik
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Abbildung 2.2 Die eindimensionale Bewegung in einem Potenzial U (x) kann mit Hilfe
des Energieerhaltungssatzes, E = mx%/2 + U(x) = const., graphisch diskutiert werden.
Der Abstand zwischen U (x) und der Horizontalen bei E gibt die kinetische Energie %2 /2
an.

Schwerefeld mit Reibung: mi =—-mg—yx (2.15)
Freie geddmpfte Schwingung: mx = —kx —2mAx (2.16)
Erzwungene Schwingung: X+ a)ozx 4+ 21x = f cos(wt) 2.17)

Der letzte Fall wird in Kapitel 24 noch einmal ausfiihrlich behandelt.
Wir untersuchen die Losung fiir eine Kraft, die nur vom Ort abhingt:

mix(t) = F(x(t)) (2.18)

Multiplizieren wir beide Seiten mit X (¢), so ldsst sich die entstehende Gleichung in
der Form

md ot =-4 vam) (2.19)
2 dt dt
mit dem Potenzial
Ux) = — / dx F(x) + const. (2.20)

schreiben; es gilt F(x) = —U’(x). Die GroBe U (x) wird auch die potenzielle Ener-
gie genannt. Die Konstante in (2.20) ist fiir (2.19) ohne Bedeutung. Die Integration
von (2.19) ergibt

"21 i) =FE —Ux()) 2.21)

Die Integrationskonstante E ist die Summe aus der potenziellen Energie U und aus
der kinetischen Energie m x2/2; diese Begriffe werden im niichsten Kapitel noch
niher diskutiert. Wegen (2.20) ist E nur bis auf eine additive Konstante festgelegt.
Wir I6sen (2.21) nach X = dx/dt auf und erhalten

dx

dt =
V20IE —U@)l/m

(2.22)
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Die Integration dieser Gleichung ergibt
X d x/

(2.23)
v 2[E = U)]/m

r—1)=

Die Anfangsbedingungen fiir x (f9) und x (7o) legen die beiden Integrationskonstan-
ten E und xq fest. Die Losung (2.23) bestimmt ¢ = ¢(x) und damit implizit die
gesuchte Funktion x = x ().

In speziellen Fillen, wie etwa dem Oszillator mit U (x) = kx2/2, kann das
Integral (2.23) analytisch gelost werden. In jedem Fall ldsst sich die Losung aber
qualitativ anhand des Graphen von U (x) diskutieren (Abbildung 2.2): Der vertikale
Abstand zwischen U (x) und der Horizontalen E gibt m%%/2 an. Wihlt man noch
eine Bewegungsrichtung (X > 0 oder X < 0) aus, so kann die Anderung von %2
aus der des vertikalen Abstands abgelesen werden. Nihert man sich einem Schnitt-
punkt von U (x) mit der Horizontalen E, so geht dort x — 0. Diese Punkte werden
Umkehrpunkte genannt, da sich dort die Bewegungsrichtung umkehrt. Verlduft die
Bewegung zwischen zwei Umkehrpunkten (x; < x < xp in Abbildung 2.2), so
ergibt sich eine Schwingung mit der Periode 7':

/XZ dx
T=2 (2.24)
w V20E—-U@)]/m

Dagegen ist der Bereich x; < x < x3 in Abbildung 2.2 unzugénglich. An den
Stellen xg mit dU /dx = 0 hat (2.18) die statische Losung x = xo; nach (2.21) muss
hierfiir £ = U (x¢) gelten. Diese Gleichgewichtslosung ist bei einem Minimum des
Potenzials stabil, bei einem Maximum aber labil.

Die hier auftretenden Strukturen (Integration zu einer Differenzialgleichung
1. Ordnung wegen Energieerhaltung, graphische Diskussion der Losung) werden
uns spiter bei allgemeineren Problemen wiederholt begegnen.
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Aufgaben
2.1 Abstiirzender Satellit

Ein Erdsatellit (Masse m) bewegt sich unter dem Einfluss der Gravitationskraft und
einer Reibungskraft:

o
F = Fgay + Fgiss = —m 2 e, —my(r)v

Dabei ist r der Abstand zum Erdmittelpunkt, « = G M mit der Erdmasse M und
y(r) > 0. Stellen Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus Aufgabe 1.1 die Bewegungs-
gleichungen in Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) auf. Wie miissen y (r), f und € gewihlt
werden, damit

r@) =ro(1-p1)">, 9(t)=—iln(l—,3t)2/3, é(t) = const.  (2.25)

die Bewegungsgleichungen 16st? Welche Form hat die Bahnkurve? Bestimmen Sie
den Betrag der Geschwindigkeit |v| als Funktion von r.

2.2 Regentropfen im Schwerefeld

Ein kugelformiger Wassertropfen (Radius R, Volumen V, Masse m) fillt in der
mit Wasserdampf gesittigten Atmosphire senkrecht nach unten. Auf ihn wirken die
Schwerkraft und eine Reibungskraft,

F=Fgrav+Fdiss=mg_)»R2U r>0)

Der Wassertropfen startet mit der Geschwindigkeit v(0) = 0. Durch Kondensation
wichst das Volumen des Wassertropfens proportional zu seiner Oberfliache an; Ra-
dius und Masse des Tropfens sind also zeitabhingig. Stellen Sie die Bewegungsglei-
chung auf, und integrieren Sie sie, indem Sie R anstelle der Zeit ¢ als unabhingige
Variable einfiihren.

2.3 Schwingungsperiode eines anharmonischen Oszillators

Ein Korper der Masse m bewege sich im Potenzial
Ux) = ]2Cx2+ax4

Berechnen Sie die Periode T der Schwingung fiir den leicht anharmonischen Fall
(fir « E < f2, wobei E die Energie ist).

Anleitung: Verwenden Sie die Substitution sin’¢ = U (x)/E und driicken Sie x
und dx in Abhéngigkeit von ¢ bis zur 1. Ordnung in « aus.
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2.4 Einfluss der Zeitdefinition auf die Bewegungsgleichung

In einem Inertialsystem werde durch eine ungenaue Uhr die Zeit T definiert; fiir 7’
setze man einen bestimmten Zusammenhang 7 = 7T (¢) zur (wahren) IS-Zeit ¢ an.
Mit dieser Uhr misst man fiir die kriftefreie, eindimensionale Bewegung eines Kor-
pers d’x /dT? = ag = F/m im Gegensatz zu Newtons Axiomen. Dies demonstriert
die Abhingigkeit physikalischer Gesetze von der Zeitdefinition.

Bestimmen Sie die scheinbare Kraft F. Fiir eine konkrete Uhr mit schwécher
werdender Feder gelte speziell T (t) = A~! In(1 + At). Was ergibt sich dann fiir die
scheinbare Kraft F'?





