Vorwort

Alle Wege fiithren nach Rom! Und welcher ist der beste? Was heifit ,,der beste®
und wie findet mein Navi einen solchen? Diese Fragen bilden nur einen kleinen
Teilaspekt dessen, was in diesem Buch behandelt wird. Andere Fragestellungen
betreffen das Farben von Landkarten, die Analyse von Abwassersystemen oder
die Planung von Massenhochzeiten.

Historisch gesehen begann die Graphentheorie im Jahr 1736, als Leonhard Eu-
ler sein Konigsberger Briickenproblem vorstellte: Kann man den wochentlichen
Sonntagsspaziergang durch die Stadt so planen, dass man jede der sieben Briicken
genau einmal tiberquert und am Ende wieder zu Hause ankommt (Abb. 1, links)?
Beim Losen dieses Problems schuf Euler die Graphen. Hierbei handelt es sich nicht
etwa um Funktionsgraphen, wie man diese aus der Kurvendiskussion kennt; ein
Graph in unserem Sinn besteht aus Knoten und Kanten, die diese Knoten verbin-
den (Abb. 1, rechts). Mit einem solchen Konzept ldsst sich das Briickenproblem
in Konigsberg und auch in jeder anderen Stadt einfach 16sen. Darin besteht auch
heute noch ein Reiz der Graphentheorie: Viele Probleme aus der Praxis lassen sich
leicht in ihre Sprache iibersetzen. Héufig treten schon dadurch die Problemstruk-
tur und die Hauptschwierigkeit deutlich zutage.
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Abb. 1: Links sehen Sie Konigsberg zu Eulers Zeiten und rechts eine Darstellung als
Graph.
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Heute stellt die Graphentheorie eines der wichtigsten Teilgebiete der Diskreten Ma-
thematik dar. Thre Anwendungsfelder wurden in den letzten Jahrzehnten vielfalti-
ger und fiir die moderne Welt immer entscheidender. Konnten sich Unternehmen
frither noch durch den Erwerb besserer Produktionsmittel voneinander absetzen,
so ist heute die optimale Nutzung der vorhandenen Ausstattung entscheidend.
FEine moderne Fluggesellschaft etwa muss mit den vorhandenen Flugzeugen und
Flughafenzeiten moglichst viele Fluggéste befordern. Dieses Problem lésst sich bei-
spielsweise mit der Graphentheorie als spezielles Multi-Commodity-Flow-Problem
formulieren und optimal 16sen. Auch beim Lotsen von Automatic Guided Vehic-
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les durch den Hamburger Hafen kommt die Graphentheorie zum Tragen und hilft
dabei die Schiffe so schnell wie méglich zu entladen.

Welche Fragestellungen beschéftigen einen Mathematiker, wenn er ein Problem
untersucht? Als erstes muss natiirlich die Problemstellung in die Sprache der Gra-
phentheorie iibersetzt werden. Betrachtet man das Konigsberger Briickenproblem,
so bilden die Landmassen die Knoten und die Briicken die Kanten. In diesem Gra-
phen wird anstelle eines Spaziergangs eine so genannte Euler-Tour gesucht, die
jede Kante genau einmal durchlauft. Des Weiteren stellt sich die Frage, welche Ei-
genschaft ein Graph besitzen muss, damit eine Euler-Tour existiert; und ob man
diese Eigenschaft nutzen kann, um effiziente Algorithmen zu konstruieren, die ei-
ne solche Tour bestimmen. Diese beiden Fragen nach einer Charakterisierung und
einer Losungsmoglichkeit werden uns bei allen Problemstellungen begegnen. Die
Antworten fallen jedoch sehr unterschiedlich aus. Beim Konigsberger Briickenpro-
blem kénnen sie positiv beantwortet werden, bei anderen Problemen ist hingegen
sowohl eine Charakterisierung als auch die Konstruktion von Lésungsverfahren
schwierig. Einige Losungsverfahren sind nur fiir kleine Probleminstanzen geeignet,
wohingegen bei grofien Problemen sogar ein Supercomputer Jahre zur Berechnung
der Losung bendtigen wiirde.

Aufbau des Buches

Jedes Kapitel dieses Buchs behandelt ein Themengebiet aus der Graphentheorie
bzw. der Netzwerkoptimierung. Den Ausgangspunkt bildet immer ein Problem
aus der Praxis, anhand dessen die graphentheoretischen Begriffe und Definitio-
nen eingefiihrt werden. An Beispielen und ersten Beobachtungen werden dann
die Charakteristika eines Problems und die géngigen Losungsverfahren erarbei-
tet. Der Text ist dabei in Definitionen, Sétze, Beispiele und Beweise gegliedert.
Diese Form erlaubt einen schnellen Uberblick iiber die Themen und erleichtert
die Arbeit mit diesem Buch. Eine kurze Einfithrung in diese Struktur bietet der
Anhang A Satz, Beweis, Definition. Wichtig beim Lesen des Textes ist es, sich
neue Begriffe, Aussagen oder Algorithmen iiber Beispiele zu verdeutlichen und zu
iiberpriifen. Deswegen finden Sie im Text immer wieder kleine Aufgaben, die mit
einem Ubungssymbol am Rand des Textes gekennzeichnet sind. Einige dieser
Fragen sind mit einer Nurmmer versehen. Eine Losung befindet sich dann am Ende
des jeweiligen Kapitels nach dem Aufgabenteil.

Das Buch richtet sich an interessierte Schiiler der Oberstufe, Studenten der Ma-
thematik und Informatik im ersten und zweiten Semester sowie Praktiker. Es wird
neben den mathematischen Grundkenntnissen aus der Schule kein weiteres Wis-
sen vorausgesetzt. In dem schon erwéhnten Anhang A finden Sie eine Einfithrung
in die wichtigsten Beweismethoden; gerade die Beweise im ersten Kapitel sind
gut versténdlich und lassen sich anhand eines Beispiels leicht nachvollziehen. Die
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grundlegenden Inhalte eines Kapitel konnen Sie allerdings auch ohne die Beweise
verstehen. Ebenfalls im Anhang enthalten ist ein Kapitel B tiber die in diesem
Buch verwendeten Symbole. Falls Thnen die Zeichen €, ), [[, und ¥ unbekannt
sind, sollten Sie einen kurzen Blick in diesen Abschnitt werfen.

Inhalt

Im ersten Kapitel werden grundlegende Begriffe wie Graph, Grad, Weg und Kon-
zepte der Graphentheorie wie der Zusammenhang eingefithrt. Aulerdem wird die
spezielle Graphenklasse der Bédume untersucht. Das zweite Kapitel handelt von
der Breiten- und Tiefensuche, mit deren Hilfe sich ein gegebener Graph auf sein
Grundgeriist, einen Baum, reduzieren lésst. Die Algorithmen kénnen ebenso dafiir
Verwendet werden, einen Gegenstand in einem Labyrinth zu finden, einen kiirzes-
ten Weg von einem Startknoten beziiglich der Anzahl der Kanten zu berechnen
oder einen Graphen auf Bipartitheit zu iiberpriifen.

Auch im ndachsten Kapitel beschéftigen wir uns mit Badumen. Dabei werden wir
das Minimal-Spannende-Baum-Problem 16sen, d.h. zu einem gegebenen Graphen
mit Kantengewichten einen giinstigsten spannenden Baum in diesem Graphen
finden. Mit dem Algorithmus von Prim oder dem Algorithmus von Kruskal, kann
ein solcher spannender Baum schnell berechnet werden. Anwendung findet das
Problem beispielsweise bei der Verlegung von Kabeln in einem Server-Raum.

Im vierten Kapitel wenden wir uns dem Reisen zu und behandeln das schon be-
schriebene Kénigsberger Briickenproblem. Neben der Modellierung durch Graphen
hat Euler schon damals eine einfache Charakterisierung aller Graphen gefunden,
die eine Euler-Tour enthalten. Ein Algorithmus zur Berechnung einer solchen Tour
wurde allerdings erst von Hierholzer 1873 veroffentlicht. Als Alternative zu diesem
Algorithmus wird noch der Algorithmus von Fleury vorgestellt. Beide Algorithmen
kénnen auch dazu verwendet werden einen Euler-Weg zu berechnen.

Nach den Euler-Graphen behandeln wir ein weiteres Reise-Problem, bei dem eine
Rundreise gesucht ist, die anstelle aller Kanten, alle Knoten genau einmal durch-
lauft. Ein solcher Graph heiffit hamiltonsch und schon hier sei vorweggenommen,
dass eine einfache Charakterisierung hamiltonscher Graphen noch nicht bekannt
ist. Der Satz von Dirac bietet lediglich eine hinreichende Bedingung tiber den Mi-
nimalgrad eines Graphen. Erweitert man das Problem auf vollstandige Graphen
mit Kantengewichten, so erhélt man das berithmte Travelling-Salesman-Problem,
flir das noch keinen effizienten Algorithmus existiert. Wieso vermutlich auch nie
einer gefunden wird und was genau ,effizient* bedeutet, wird im Abschnitt iiber
die Komplexitatstheorie erklart.

Im sechsten Kapitel beschéftigt uns die Frage, ob ein Graph so gezeichnet werden
kann, dass sich keine Kanten iiberkreuzen. Solche planaren Graphen haben viele
schone Eigenschaften und erfiillen vor allem die Euler-Formel, welche einen Zu-



viii

sammenhang zwischen der Anzahl an Knoten, Kanten und Flédchen eines planaren
Graphen herstellt. Des Weiteren wird diese Klasse durch den Satz von Kuratowski
vollstdndig charakterisiert.

Das siebte Kapitel behandelt das Farben von Graphen. Darunter féllt insbesondere
das berithmte Vier-Farben-Problem, das die Mathematiker iiber 100 Jahre in Atem
hielt. Dabei sollte die Vermutung bewiesen werden, jede Landkarte kénne mit vier
Farben gefarbt werden, ohne dass benachbarte Lander dieselbe Farbe erhalten.
Den Vier-Farben-Satz werden wir nicht beweisen, dafiir den etwas schwécheren
Fiinf-Farben-Satz.

Im ndchsten Kapitel betrachten wir gerichtete Graphen und erweitern viele schon
behandelte Problemstellungen auf diese. Im Anschluss (Kapitel 9) beschéftigen
wir uns mit der Berechnung eines kiirzesten Wegs zwischen zwei gegebenen Or-
ten. Neben einem Optimalitdtskriterium lernen wir den Algorithmus von Dijkstra
und den Algorithmus von Moore-Bellman-Ford kennen, der auch bei Graphen mit
negativen Kantengewichten einen kiirzesten Weg berechnet.

Kapitel 10 behandelt die Fragestellung, wieviel Wasser in einem Wassersystem
an einer bestimmten Stelle maximal zur Verfiigung stehen kann. Dazu entwickeln
wir zuerst eine sinnvolle Modellierung der gegebenen Problemstellung iiber (maxi-
male) Fliisse. Der Algorithmus von Ford-Fulkerson berechnet dazu eine optimale
Losung, deren Maximalitdt mit Hilfe des Max-Fluss-Min-Schnitt-Satzes bewiesen
wird.

In Kapitel 11 untersuchen wir das Problem, Gliter moglichst kostengiinstig in
einem Netzwerk zu transportieren. Dazu erweitern wir die Definition eines Flusses
aus dem vorherigen Kapitel, lernen ein neues Optimalitdtskriterium {iber negative
Zykel kennen, und berechnen anschlieffend einen solchen kostenminimalen Fluss
mit dem Cycle-Canceling- oder dem Successive-Shortest-Path-Algorithmus.

Das letzte Kapitel behandelt das Problem Paare zu bilden, wie es zum Beispiel
bei der Zuordnung von Bewerbern zu Jobs auftreten kann. Fiir bipartite Graphen
beweisen wir hier den Satz von Koénig und den Satz von Hall und lernen dabei
einen Algorithmus zur Berechnung einer maximalen Paarung bzw. eines maxima-
len Matchings kennen.

Literatur

Drei Biicher sollen hier kurz vorgestellt werden, die gut als weiterfithrende Litera-
tur geeignet sind. Das Buch von Douglas West . Introduction to Graph Theory“
wurde als Begleitbuch einer Vorlesung zur Graphentheorie geschrieben. Das Buch
enthélt anschauliche Beispiele und behandelt alle Themen bis auf das der Fliisse
(Kapitel 10 und 11) auf einem mathematisch abstrakterem Niveau als dies hier in
diesem Buch geschieht. Allerdings wird von dem Leser ein hohes Mafl an mathe-
matischem Verstédndnis vorausgesetzt. Als Ergénzung zu dem Thema der Fliisse



sei das Buch ,,Network Flows“ von Ravindra Ahuja, Thomas Magnanti und Ja-
mes Orlin empfohlen. Das letzte Buch ,Kombinatorische Optimierung erleben®,
auf das hier verwiesen werden soll, stammt von Stephan Hufimann und Brigitte
Lutz-Westphal. Ein grofler Schwerpunkt des Buches liegt in der didaktischen Auf-
bereitung der Kombinatorischen Optimierung und seiner Anwendung in Schulen.
Der Leser wird zum Mitarbeiten ermutigt und lernt so die Arbeitsweise von Mathe-
matikern — insbesondere auch die vielen Irrwege bis zur Losungen eines Problems
— kennen.

Das hier vorliegende Buch soll den Leser in die grundlegenden Themengebieten
der Graphentheorie und Netzwerkoptimierung einfiihren. Alle Sétze, Beweise und
Algorithmen entsprechen dem Standardwissen in diesem Gebiet und werden hier
mit vielen Beispielen und Anwendungen vorgestellt.
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