Kapitel 8

Haftung und Reibung
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Haftung (Haftreibung)

Aufgrund der Oberflichenrauhig-
keit bleibt ein Kérper im Gleichge-

wicht, solange die Haftkraft H klei- G .F
ner ist als der Grenzwert Hy. Der
Wert Hj ist proportional zur Nor-
malkraft N: + G -
—
‘H|<H0, H():/J()N ’ H
N [an,

o = Haftungskoeffizient.

Die Haftungskraft ist eine Reaktionskraft; sie kann bei statisch be-
stimmten Systemen aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt wer-
den.

Haftungswinkel: Fiir die Richtung der Resultierenden aus N und Hy
(Grenzhaftkraft) gilt

tan po = po = po = Haftungswinkel .

0
N )

Reibung (Gleitreibung)

Auf den bewegten Korper wirkt in-
folge der Oberfléchenrauhigkeit die
Reibkraft R. Die Reibkraft ist ei- a ~

ne eingepraigte Kraft und propor-
tional zur Normalkraft N (Cou-
LOMBsches Reibungsgesetz):

Bewegungsrichtung
—

1 = Reibungskoeffizient.
Reibungswinkel: Fiir die Richtung der Resultierenden aus N und R
gilt:

tanp = pu = p = Reibungswinkel .

R
N )
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Problemtypen:
1. Haftung: H < poN
2. Haftgrenzfall: H = puoN
3. Reibung: R = uN

Anmerkungen:

o Die Reibkraft (Haftkraft) wirkt in der Berithrungsebene der Korper.

e Die Richtung der Reibkraft (Haftkraft) ist entgegengesetzt zur Rich-
tung der Relativbewegung (die entstéinde, wenn diese nicht durch
Haftung verhindert wiirde).

e Die Grofle der Reibkraft (Haftkraft) ist unabhéngig von der Beriih-
rungsfléche.

e Bei Haftung liegt die Resultierende aus N und H innerhalb des
Haftungskegels mit dem Offnungswinkel po (v < po).

e Der Haftungskoeffizient ist in der Regel grofler als der Reibungsko-
effizient.

e Haftungs-und Reibungskoeffizienten (ungefihr) fiir trockene Mate-

rialien:
Material Lo m
Stahl auf Stahl 0,15-0,5 0,1-04
Stahl auf Teflon 0,04 0,04
Holz auf Holz 0,5 0,3
Leder auf Metall 0,4 0,3

Autoreifen auf Strae 0,7-0,9 0,5-0,8

Seilhaftung und Seilreibung:

Haftung: S1 < Speto?

Reibung: S1 = Saeh?
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Aufgabe 8.1 Ein Koérper vom Gewicht
G befindet sich auf einer rauhen schie-
fen Ebene. F

In welchen Grenzen muss die angreifen- Ho
de Kraft F liegen, damit der Kérper in
Ruhe bleibt?

L6sung Aus den Gleichgewichtsbedingungen

“
/'t Fcosa—Gsina—H =0, F H
LIRS

N: —Fsina—Gcosa+ N =0 \N
folgen
H=F cosa—Gsina, N =F sina+ G cosa.

Eine Aufwdirtsbewegung wird verhindert, wenn
H < poN

ist. Einsetzen liefert

FeG sin a + o cos «

cos . — o sin
oder mit po = tan pp und den Additionstheoremen
F < G tan(a+ po) .

Bei verhinderter Abwdrtsbewegung kehrt sich die Richtung von H um.
In diesem Fall lautet die Haftbedingung

—H</.LON.

Hieraus ergibt sich

F>GSIna7MOC?Sa ~ F > G tan(a — po) -
COS & + Mo SIn

Damit erhilt man das Ergebnis

F
tan(a — po) <

a < tan(a + po) -

Anmerkung: Die beiden Haftbedingungen lassen sich zu |H| < po N
zusammenfassen.



Aufgabe 8.2 Die Walze vom Gewicht G
soll auf der unter dem Winkel « geneig-
ten Ebene ruhen.

Wie grofi miissen die Kraft F und der
Haftungskoeffizient po sein?

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen
N: N—(G+F)cosa=0,
/'t H—(G+ F)sina=0,
>
A: Fr—Hr=0
und der Haftbedingung
H < poN
ergeben sich
sin o

F=d . to > tan .
1 —-sina

Aufgabe 8.3 Wie grofl muss die Kraft F' sein
sein, damit die Walze vom Gewicht GG in Be-
wegung gesetzt wird? Der Haftungskoeffizient
1o sei an beiden Berithrungspunkten gleich.

Losung Die Gleichgewichtsbedingungen
No— Hy =0,
Ni+Hs+F—-G=0,

=0 |

Hiyr+ Hor — Fr =0

und die Haftgrenzbedingungen

Hy = poNy, Hs = poN2
liefern
_ o Ho(14 po)
1+ po +2u3

Beachte: -Das System ist statisch unbestimmt,
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A8.2

Ho

-Im Haftgrenzfall miissen die Krifte Hi, H2 entgegen
der einsetzenden Bewegung eingezeichnet werden.
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Aufgabe 8.4 Ein Spannexzenter mit I
den Abmessungen [ und r wird in der /\
Lage mit der Neigung a durch die l

Kraft I belastet.

Wie gro3 muss bei gegebener Haf-
tungszahl po die Exzentrizitit e sein,
damit im Beriihrungspunkt B die
Anprefkraft N erreicht wird?

Losung Wir skizzieren das Freikorperbild:

F
Ay C
AH ]
A
"
N

Aus den Gleichgewichtsbedingungen
—: Ag+H+ Fsina=0,

T: —Av+ N —Fcosa=0,

~
C: F(l—e)— Agesina— Ayecosa — Hr =0

ergibt sich durch Elimination von Ax und Ay

- FlfNe‘cosa‘
r—esina
Durch Einsetzen in die Haftbedingung
|H| < poN
folgt
Fl—Necosa<puN(r—esina).
Auflésen nach e liefert

lF
—por

e> N . .

COs o — o Sin o
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Aufgabe 8.5 Ein Keil vom Gewicht
und dem Offnungswinkel o ruht auf
einer horizontalen Ebene. Auf dem
Keil befindet sich eine kreiszylindri-
sche Walze vom Gewicht G2, die
durch das Seil S gehalten wird.

Wie grofl miissen die Haftungskoeffi- T a
zienten po1 (zwischen Keil und Ebe- a !

201

.

ne) und po2 (zwischen Walze und A

Keil) sein, damit an keiner Stelle Ho1
Rutschen eintritt?

Lésung Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Walze

M | ;T

R
R
=

—: S+ Hycosa— Naysina =0, g
T: —G2+4 Hasina+ Nacosa =0,
Hy
~
A: Sr—Hyr=0
N,
und den Keil
N. 1,
1: —Gi1+ N1 — Hasina— Nacosa =0, Py
—: —H; — Hscosa+ Nasina =0 -
folgen die Kréfte an den Beriihrstellen M
sin «v
2 2 ? *14cosa’
N1 =G1+Ga, Hy = G2 sua .
1+ cosa

Einsetzen in die Haftbedingungen
Hi < poi1 Ny, Hy < po2 N2
liefert die erforderlichen Haftungskoeffizienten:

Gosina sin av

> s > .
fon (G1 4+ G2)(1 + cos ) Ho2 = 4 cosa

A8.5
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Aufgabe 8.6 Eine Kiste vom Gewicht
G2 wird auf einer glatten schiefen Ebe-
ne durch ein Seil gehalten. Zwischen
Kiste und Ebene ist ein rauher Keil
geschoben (Haftungskoeffizient ).

a) Wie grof§ sind die Seilkraft S und
die Kraft N; auf die schiefe Ebene?
b) Wie grofl muss der Haftungskoeffizi-

ent po sein, damit das System in Ruhe
bleibt?

Losung a) Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Gesamtsystem lie-
fern

S0 S=(Gi1+Gy)sina,

N: N =(Gi+Gz)cosa.

b) Aus den Gleichgewichtsbedingungen K Gy
fir den Keil Ny
/"t Hy—Gisin2a+ Nysina =0, \‘NQ
N : —N2—Gicos2a+ Nicosa=0 HV
folgt durch Einsetzen von Ni: “ k NlGl

1
H; = Gysin2a — (G1 + G2) sinacosa = 2(G’1 — G2)sin 2«

No = (G1 + G2) cos® o — G1 cos 2a = ;(Gl +G2) — ;(Gl — G2) cos 2a.

Aus der Haftbedingung
|Ha| < proN2
ergibt sich damit der erforderliche Haftungskoeffizient

= |G1 —G2|Sin2a
HoZ G+ Go - (G1 — G2)cos2a

Anmerkung: Je nach Werten von G1, G2 und « rutscht bei Verletzung
dieser Bedingung der Keil nach unten oder nach oben.
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Aufgabe 8.7 Eine Klemmvorrich- A8.7
tung besteht aus zwei festen, unter

dem Winkel a geneigten Klemmba-

cken, zwei losen Klemmrollen vom , /LK
Gewicht G1 und dem Klemmgut. "
Alle Oberfléchen seien rauh und ha-
ben den Haftungskoeffizient po.

Wie grof§ darf das Gewicht G2 des G
Klemmgutes sein, damit kein Rut-
schen eintritt?

Loésung Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Klemmgut

T: 2Hy—G2=0

und fiir eine Klemmrolle N ¢G2 Ny
T: Nicosa— Hy— Hisina—G1 =0, H, THQ
—: Nisina+ Hicosa— Ny =0,
~
A: Hor— Hir=0 H, G ¢H2
liefern A<_
G d e
Hi=H,= 2, M
2
G2(1+ sina) + 2G
Ny = ,
2cos o
G2(1+sina) + 2G: sina
Ny = .
2cosa
Einsetzen in die Haftbedingungen
Hy < poNy, Hy < poN2
ergibt
2 2110 Si
Ga < Ho s G2 < posin a

cosa — po(1 + sin @) cosa — po(l + sin @)

Wegen sin a < 1 folgt daraus

2p0 sin o
. G1.
cosa — po(1 + sin @)

Anmerkung: Fiiv po = cosa/(1 + sina) geht die rechte Seite gegen
Unendlich. Uberschreitet puo diesen Wert, so liegt Selbsthemmung vor.
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Aufgabe 8.8 Eine in A gelagerte
Stange (Lénge [, Gewicht Q) lehnt
unter dem Winkel o gegen eine
Walze (Gewicht G, Radius r).

Wie groff miissen die Haftungsko-
effizienten po1 und po2 sein, damit
das System im Gleichgewicht ist?

L6sung Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Walze

A
—: —H; 4+ Nosina— Hacosa =0, /
T: Ni1—G— Nacosa— Hasina=0, P Y
N /
B: Hyr—Hyr=0 X
und fiir den Stab
e l «
A: Q _ cosa— Narcot _ =0
2 2
liefern
l COoS «
N =G A
! e 2r cot (a/2)’
l COoS «
Ny =
? Q2rcot(o¢/2)7
Hy = Hy = Q l sin o $ H,
P ¥ o cot (00/2) (14 cosa) | Ny

Einsetzen in die Haftbedingungen

Hy < poi1 Ny, H> < po2 N2
ergibt mit
a 1+ cosa
cot = .
2 sin «

die Ergebnisse

1 1

Ho1 > ) Ho2 > .
g 2; cot? (a/2) 4 cos o cot (r/2) cot (a/2) cos
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Aufgabe 8.9 Durch einen Hebel vom A8.9
Gewicht Gy wird ein rauher Klotz
an einer Wand eingeklemmt. Die
Haftungskoeffizienten an den Beriih-
rungsstellen seien o1 bzw. po2.

Wie grof3 darf das Gewicht G des
Klotzes sein, damit er nicht rutscht?

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Hebel und fiir
den Klotz

~
A N1lsina—H1lcosoz—GHlcosa=0, N, NQ
2 - —>+<—
1: Hi+Ho—G=0, M T T
H, H,y Hy

— N1*N2:0 A a
H

und den Haftbedingungen
Hy < po1 Ny, Hs < o2 N2

ergeben sich durch Eliminieren von H;, H2 und N2 und der Annahme
o1 < tan « die beiden Ungleichungen

Gu 2G4+ Gy

Ny < ,
! 2(tan o — po1) 2(tan a + poz)

< Nj.

Hieraus folgt

2G +Gu < Gu
2(tana + po2)  2(tana — po1)

bzw.
G
G < H Mol + o2 .
2 tana — po1
Anmerkungen:

e Fiir o1 = tana verschwindet der Nenner. Dann kann G beliebig
grofl werden. Allgemein liegt fiir po1 > tan o unabhéngig von Gu
Selbsthemmung vor.

e Das System ist statisch unbestimmt. Daher kénnen die Kréfte H;,
N; nicht bestimmt werden.

e Setzt man den Haftgrenzfall mit Hi = po1 N1 und H2 = po2 N2 vor-
aus, so ist im Endergebnis das ,,<“-Zeichen durch das ,,=“-Zeichen
zu ersetzen.
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Aufgabe 8.10 Ein homogener Qua- —
der vom Gewicht G ruht auf einer — a
rauhen schiefen Ebene. T\

Wie grofl miissen die Kraft F und F b
der Haftungskoeffizient po sein, da-
mit die Bewegung in Form von Rut-
schen bzw. in Form von Kippen ein-
setzt? Ho

L6sung Aus den Gleichgewichtsbedingungen

Yacosa — bsina)

/'t H—F—-Gsina=0,

N: N—-Gcosa=0,

H
N G A
A (acosa —bsina) — Fb— Ne =0 cj\N
2 =
ergibt sich fiir die Krifte in der Kontaktfliche und fiir die Lage von N

1 F

H=F+Gsinae, N=Gcosa, c=_(a—btana)— b .
2 G cos o

Damit Rutschen einsetzt, muss gelten
H:HOZ/J,ON7 c>0.

Daraus folgen

1
F = G(pocosa —sina) ,u0<2((;+tana).

Damit Kippen um den Punkt A einsetzt, muss gelten
c=0, H < poN .

Dies liefert

acos a — bsin « 1,a
= t .
F=a 2% » o Ho> () tana)

D.h. Kippen erfolgt nur bei hinreichend rauher Unterlage.
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Aufgabe 8.11 Zwischen zwei schiefen A8.11
Ebenen ruhen zwei Wiirfel und eine
Walze jeweils vom Gewicht G. An al-
len Beriithrungsflichen herrsche der Haf-
tungskoeffizient po.

Wie grof} ist die erforderliche Kraft F',
um die Walze nach oben herauszuziehen?
Welcher Bedingung muss po geniigen, da-
mit die Wiirfel dabei nicht kippen?

Loésung Die Gleichgewichtsbedingun-
gen lauten mit sina = cosa = \/2/2 B
unter Beachtung der Symmetrie

_ V2 V2, VOGN
@ T: F=G=2 N =2 "Hi=0, b>p, /\H1
V2. V2 V2 2 Hl

: _ _ ®
@ — 2N2+ 2H2+ 2Hl 2N1 0,
V2 V2 V2 V2
T 2N7 2H2+2H1+2N1*G—0,
~
A: Nob— Nia=0.

Um die Haftung zu {iberwinden, muss gelten
Hi = poN1, H> = poN> .
Damit ergibt sich aus den ersten drei Gleichgewichtsbedingungen

1+ po + pd

F=2G
1+ 43

Die vierte Gleichgewichtsbedingung liefert
1
b=a + Ho .
1-— Mo

Damit kein Kippen um den Punkt B eintritt, muss
b < 2a

sein. Daraus folgt
14 po

1
<2~ Ho <
1—/.t0

3
Beachte: Beim Anheben verschwinden die Kontaktkrafte zwischen der

Walze und den schiefen Ebenen. Die Haftkrifte miissen richtig (der
einsetzenden Bewegung entgegengerichtet) eingezeichnet werden.



A8.12

208 Haftung

Aufgabe 8.12 Wie grofi muss bei
der Steinzange der Haftungskoeffi-
zient o sein, damit die Last G ge-
halten werden kann?

e e o o

L6sung Die Gleichgewichtsbedingungen
am Gesamtsystem

1: F-G=0,
am Punkt A
1: F—-2Sy=0,

den Korper (1)

Tt 2H-G=0

und den Kérper (2)

C: Nd+H(f—e)—Sv(f—a)—Sulb+c)=0

ergeben mit

Su _a
Sy b
fir die Krafte H und N:
G G ac+ be
H_2’ N_2 bd

FEinsetzen in die Haftbedingung

H < poN
liefert
bd
Ho >

ac + be



Haftung 209

Aufgabe 8.13  Ein Steigeisen A8.13
ist an einem Mast eingeklemmt i a

und wird durch die Kraft F' be- Ho \

1

astet. T F

Wie grof muss po sein, damit z

das Steigeisen nicht rutscht? N

Ho

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen
—: Na—N; =0,

7: Hi+Hx—F =0, N F
- o\ ;
A: Fa+Hic— Nib=0 —

folgen

Ny = Ny, leNlbea, H2:F(1+a)fN1b
c c c c

Einsetzen in die Haftbedingungen

Hy < poNy, H> < poN2
liefert
NOTHM p ound < NPT RO
a c+a
bzw.

b — cuo < b+ cuo
a ct+a

Auflgsen ergibt fiir den erforderlichen Haftkoeffizienten

b

Ho = c+2a’

Anmerkungen:

e Die Krifte N1, N2, H1, H2 kénnen nicht bestimmt werden, da das
System statisch unbestimmt ist!

e Die Aufgabe kann auch gelost werden, indem man den Haftgrenzfall
betrachtet. Die Ungleichungen werden dann zu Gleichungen, und die
Losung pg ist die untere Grenze fiir den Haftkoeffizient.
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A8.14 Aufgabe 8.14 Ein Stab der Linge [
und vom Gewicht G lehnt unter dem
Winkel « gegen eine rauhe Wand.
Am unteren Ende wird er durch ein
Seil, das iiber einen rauhen Zapfen
lauft, gehalten.

In welchen Grenzen muss die Kraft
F liegen, damit das System im
Gleichgewicht ist?

L6sung Aus den Gleichgewichtsbedingungen
G -
—: S—=Ny=0, ?HZ

T: ]\/v1+f12*GV=07

~
A NllcosafSlsinafG;cosazo L
S
ergeben sich N $ i I

szczlfStana, No = S.

FEinsetzen in die Haftbedingung
|Hz| < po1 N2

liefert je nach Richtung von Ha

C;fStana<p01S bzw. f§+Stana<umS.
Hieraus folgt
G G
< 8 < .
2 (tan v + po1) 2 (tan o — po1)

Seilhaftung am Zapfen liegt vor, wenn gilt
Se H02m/2 B getHo2T/2

Durch Einsetzen der unteren (oberen) Schranke von S in die linke (rech-
te) Seite folgt

e H027/2 F etro2m/2

2 (tan a + po1) < G < 2 (tana — po1)
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Aufgabe 8.15 Der Korper vom Gewicht G
wird durch ein Seil gehalten. Zwischen dem
Korper bzw. dem Seil und der Fléche herr-
sche der Haftungskoeffizient pg.

In welchen Grenzen muss F' liegen, damit
der Korper in Ruhe bleibt?

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen
N: N—-Gcosa=0,
/S0 H+S—-Gsina=0

ergeben sich

N =Gcosa, H=Gsina—S.
Einsetzen in die Haftbedingung
|H| < poN
liefert
G(sina—pocosa) < S < G(sina+ pocosa) .
Mit der Haftbedingung fiir das Seil
Se M0 < F < Seto”
folgt

ﬂtoa( uoa(

F
e Sil’lOé*/LoCOS&) < a < e sinonr,uocosa).

Aufgabe 8.16 Welche Strecke x darf das schwe-
re Seil der Lange [ herunterhdngen, ohne dass Ho
es rutscht?

—

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich

l—x x gl-e
G ;o S=G ! i - *
Einsetzen in die Haftbedingung H < poN H N
liefert |
T Mo
< .

A8.15

A8.16



A8.17

A8.18

212 Haftung

Aufgabe 8.17 Ein zwischen glatten Wianden
befindlicher Block vom Gewicht G wird durch
ein Seil gehalten, das iiber drei rauhe Bolzen
gefiihrt ist.

Wie grofl muss die Kraft F' sein, damit der
Block nicht rutscht? Wie grof} sind die Kréfte,
die von den Winden auf den Block ausgeiibt
werden?

Losung Gleichgewicht am Gesamtsystem
1: S35—G—-—F=0,
—: N1 —N2=0.
s>

A G;aJchngchzb:O

und die Haftbedingungen

]

b N

N

S < Fe“oﬂ/4, So < Sleuoﬂ/Q, S3 < SQ@HOT(/4

liefern

-2
F> ¢ ) N1=N2=Ga ‘.

erom™ — 1

Aufgabe 8.18 Wie grofl muss die Kraft
F sein, damit der Kérper vom Gewicht G
mit gleichférmiger Geschwindigkeit em-
porgezogen werden kann? Die Ebene und
der Umlenkzapfen seien rauh.

Losung Aus den Gleichgewichtsbedingungen
N: N—-Gcosa=0,

/0 S—R—-—Gsina=0 ¢
S l VS
und den Reibgesetzen

-~
R=muN = Seu2(0t+7r/2) R

folgt

F = Ge"2 ™/ (sin o + pua cos ) .

Ly

S

v
st 9
1F
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Aufgabe 8.19 Durch die Bandbrem- A8.19
se soll auf eine sich drehende Wel- 1

le das Bremsmoment Mp ausgeiibt

werden. v O\ .

Wie grof3 ist die dazu erforderliche r

Kraft F', wenn sich die Welle bei be-

kanntem Reibungskoeffizient p y

a) rechtsherum oder A I ‘

b) linksherum dreht? 1 |

Losung Gleichgewicht fiir den Hebel

~
A: =S2r+FIl=0
liefert
Sl 52

l
Se=F _ .
2 2r
) S1 Sy F
Fiir Rechtsdrehung lautet das Rei- v
bungsgesetz iy
Sy = Sy et T 4

und das Bremsmoment wird
Mp =S1r—Sar=_8r(e"—1).
Einsetzen von Sz ergibt

2Mp

FR= 1)

Fiir Linksdrehung folgt aus dem Reibungsgesetz
So = Spe”

und dem Bremsmoment
Mp =Sor—5Sir=5r(l—e*")

durch Einsetzen von Ss

2MB e’MT

Fu= 1)

Anmerkung: Wegen e*™ > 1 gilt bei gleichem Mp fiir die Krifte
Fr, > Fgr!
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A8.20 Aufgabe 8.20  Durch Vorschieben
des gewichtslosen Keils soll der
Korper vom Gewicht G mit
gleichférmiger Geschwindigkeit
angehoben werden.

Wie grof3 ist die dafiir bendtigte
Kraft F', wenn an den Beriithrungs-
flichen des Keils der Reibungskoefti-
zient w1, an den Berithrungspunkten
des Stabes der Reibungskoeffizient
w2 herrscht?

L6sung Aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir den Keil und den Stab

@O —: F—Ri—Racosa— Nasina=0,
T: Ni— Nacosa+ Rasina=0,
@ —: Nasina + Racosa — N3+ Ny =0,

T: Nacosa— Resina— R3— Rs—G =0,

~ Ia Ry
Ao dermero=o Doty

. -
und den Reibungsgesetzen R, * N,
Ri = pa Ny, Ry = paN2, R3 = 2 N3, Ry = p2Ny

ergibt sich durch Auflésen nach F' die benéttigte Kraft

p1(cos @ — pi sin a) + (sina + p1 cos @)
I+ 2a
l

F=a

(cosa — pysina) — p2 (sina + 1 cos )

Anmerkungen:

e Die Reibkréfte miissen entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung ein-
gezeichnet werden.

e Wenn der Nenner Null wird (F' — o0), ist das System selbsthem-
mend.
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