Kapitel 2: Lineare Optimierung

Wir beginnen mit Definitionen und beschiftigen uns anschlieBend mit der graphischen Losung
von linearen Optimierungsproblemen mit zwei Variablen. Neben verschiedenen Schreibweisen
werden in Kap. 2.3 Eigenschaften von linearen Optimierungsproblemen behandelt; in Kap. 2.4
beschreiben wir das nach wie vor wichtigste Verfahren zu deren Losung, den Simplex-
Algorithmus, in verschiedenen Varianten. In Kap. 2.5 folgen Aussagen zur Dualitét in der
linearen Optimierung und zur Sensitivitdtsanalyse. Kap. 2.6 behandelt Modifikationen des
Simplex-Algorithmus (implizite Beriicksichtigung unterer Schranken fiir Variablen, revidierter
Simplex-Algorithmus). Probleme und Losungsmoglichkeiten bei mehrfacher Zielsetzung
werden in Kap. 2.7 dargestellt. Kap. 2 schliefit mit Problemen der Spieltheorie, bei deren
Losung die Dualitétstheorie von Nutzen ist.

2.1 Definitionen

Definition 2.1: Unter einem linearen Optimierungs- oder Programmierungsproblem (LP-
Problem oder kiirzer LP) versteht man die Aufgabe, eine lineare (Ziel-) Funktion
F(Xp,Xp) = €1 X + .+ Cp Xy (2.1)

zu maximieren (oder zu minimieren) unter Beachtung von linearen Nebenbedingungen
(= Restriktionen) der Form

a1 Xy + ...+ aip Xp < bi fiiri= l,...,ml (22)
a4 X + ...+ aip Xp > bi fiiri = m1+1,...,m2 (23)
a1 Xy + ...+ aipo = bi fﬁri=m2+1,...,m (24)

und zumeist unter Beriicksichtigung der Nichtnegativitditsbedingungen

Xj 20 fiir (einige oder alle) j = 1,...,p 2.5)

Definition 2.2:

a) Einen Punkt (oder Vektor) x = (xl,...,xp) des R? , der alle Nebenbedingungen (2.2) — (2.4)
erfiillt, nennt man Loésung des LP.

b) Erfiillt x auBerdem (2.5), so heilit x zuliissige Losung (zulédssiger Punkt).

¢) Eine zulissige Losung x* = (x*, ..., x;) heif3t optimale Losung (optimaler Punkt) des LP,
wenn es kein zuldssiges x mit groferem (bei einem Maximierungsproblem) bzw. mit
kleinerem (bei einem Minimierungsproblem) Zielfunktionswert als F(x*) gibt.

d) Mit X bezeichnen wir die Menge der zuldssigen Losungen, mit X" die Menge der optimalen
Losungen eines LP.
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2.2 Graphische Losung von linearen Optimierungsproblemen

Wir betrachten das folgende Produktionsplanungsproblem, das als LP formuliert und gelost
werden kann.

Ein Unternehmen kann aufgrund seiner Ausstattung mit Personal, Betriebsmitteln und Roh-
stoffen in einer Planperiode zwei Produkte P; und P, herstellen. Die realisierbaren Mengen-
einheiten (ME) der Produkte werden durch drei Inputfaktoren begrenzt:

1. Eine zur Herstellung aller Produkte gemeinsam genutzte Maschine, fiir die lediglich zeitli-
che Abschreibungen zu tétigen sind. Thre Nutzung fiir die Produktion verursacht somit keine
Einzelkosten.

2. Einen verderblichen! Rohstoff, von dem sich 720 ME auf Lager befinden; ein am Ende der
Periode verbleibender Rest ist nicht verwertbar.

3. Knappe Kapazitdten in der Montageabteilung fiir P,.

Die pro Periode verfiigbaren Kapazititseinheiten (KE) und Bedarfe je hergestellter ME

(Produktionskoeffizienten) sowie die Deckungsbeitrdge db; sind Tab. 2.1 zu entnehmen.

Py P, verfiigbare Kapazitét
Maschine 1 1 100
Rohstoff 6 9 720
Montageabteilung 0 1 60
db; 10 20 Tab. 2.1

Wie viele ME soll das Unternehmen pro Periode von jedem Produkt herstellen, damit es einen
groBtmoglichen Gesamtdeckungsbeitrag (DB) erzielt?

Zur mathematischen Formulierung des Problems wéhlen wir folgende Variablen:

x; : von Py herzustellende ME
X, : von P, herzustellende ME

Damit erhalten wir das folgende Modell:

Maximiere F(x{,X;) = 10x; +20x, (2.6)
unter den Nebenbedingungen

X] + Xy < 100  Maschinenrestriktion 2.7

6X; + 9x; < 720  Rohstoffrestriktion (2.83)

X, < 60  Montagerestriktion (2.9)

XpXa > 0 (2.10)

1 Die Annahmen ,lediglich zeitliche Abschreibungen und ,,verderblicher Rohstoff fiir die beiden ersten
Engpassfaktoren sind im Rahmen der Bewertung optimaler Losungen in Kap. 2.5.3 von Bedeutung; siehe
dort v.a. Bem. 2.11.
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Wir wollen das Problem graphisch 16sen. Dazu iiberlegen wir uns, welche Punkte x
hinsichtlich jeder einzelnen Nebenbedingung (siehe den schraffierten Bereich in Abb. 2.1 fiir
die Nebenbedingung (2.7)) und hinsichtlich aller Nebenbedingungen (siehe X in Abb. 2.2))
zuldssig sind.

Den zuldssigen Bereich bzgl. Nebenbedingung (2.7) etwa erhalten wir, indem wir uns zunéchst
iiberlegen, welche Punkte die Bedingung als Gleichung erfiillen; es handelt sich um alle
Punkte auf der Geraden, die durch x = (100,0) und x = (0,100) verlduft. Ferner erfiillt der
Ursprung die gegebene Ungleichung, so dass wir den schraffierten Halbraum erhalten. Die
Menge X in Abb. 2.2 ist der Durchschnitt der fiir alle Nebenbedingungen einschlielich der
Nichtnegativitidtsbedingungen ermittelbaren zuldssigen Losungen.

Danach zeichnen wir eine Gerade gleichen Gesamtdeckungsbeitrags (eine Iso-DB-Linie), z.B.
fiir F = 800.

Gesucht ist ein Punkt, fiir den ein maximaler DB erzielt wird. Daher ist die Zielfunktionsge-
rade so lange parallel (in diesem Fall nach oben) zu verschieben, bis der zuldssige Bereich
gerade noch bertihrt wird. Wir erhalten die optimale Losung x* = (x% =30,x% = 60) mit
F(x*) = 1500 GE als zugehorigem DB.

Als zweites Beispiel wollen wir das folgende (stark vereinfachte — Agrarwissenschaftler
mogen uns verzeihen!) Mischungsproblem betrachten und graphisch losen:

Ein Viehzuchtbetrieb fiittert Rinder mit Sorte | Sorte | Mindest-
zwei tiermehlfreien Futtersorten S| und S, S S,

menge
(z.B. Riiben und Heu). Die Tagesration -
eines Rindes muss Nihrstoffe I, II bzw. III Nahrstoff I 2 1 6
im Umfang von mindestens 6, 12 bzw. 4 | Nihrstoff II 12
4

Gramm pro kg und Preise in GE pro kg der

2
Gramm enthalten. Die Nahrstoffgehalte in | \sihrstoff 1T 0
beiden Sorten zeigt Tab. 2.2. 3

_ | A~

Preis in GE/kg

Tab. 2.2
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Wie viele kg von Sorte S| bzw. S, muss jede Tagesration enthalten, wenn sie unter Einhaltung
der Néhrstoffbedingungen kostenminimal sein soll?
Mit den Variablen

x; : kg von Sorte S| pro Tagesration

X, : kg von Sorte S, pro Tagesration
lautet das Optimierungsproblem:

Minimiere F(x,X5) =5%x1 +7xy

unter den Nebenbedingungen

2X;1 + X =2 6 Nihrstoff I
2x; + 4xp =2 12 Nihrstoft 1T
4%y > 4 Nihrstoff III 111
XpX =2 0 -
X1
Auf graphische Weise (sieche Abb. 2.3) erhalten
L. . . . Abb. 2.3
wir die optimale Losung x* = (x%,x%) mit
X’ = x% = 2. Eine Tagesration kostet damit F(x*) =24 GE.
2.3 Formen und Eigenschaften von LPs
2.3.1 Optimierungsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen
Jedes beliebige LP lésst sich in der folgenden Form aufschreiben:
. . p
Maximiere F(xl,...,xp) = .zlcj X;
J =
unter den Nebenbedingungen
b (2.11)
z aij Xj < bi firi=1,..,m
j=1
X >0 firj=1,....p
Jedes beliebige LP lésst sich auch wie folgt darstellen:
. . . p
Minimiere F(xl,...,xp) = 'zl ¢ X;
J =
unter den Nebenbedingungen
p (2.12)
Z aij Xj > bi firi=1,..,m
j=1
x. >0 firj=1,...p
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Die Aussagen gelten aufgrund folgender Uberlegungen:

e FEine zu minimierende Zielfunktion z = F(x) ldsst sich durch die zu maximierende Ziel-
funktion — z = — F(x) ersetzen und umgekehrt. Eine < - Nebenbedingung lésst sich durch
Multiplikation beider Seiten mit — 1 in eine > - Restriktion transformieren.

¢ Eine Gleichung aj; X; + ... + ajp X, = b; kann durch zwei Ungleichungen

a4 X;+...+3,X,<b; und —a;;x;—..-23,Xx,<-b; ersetzt werden.

1p P 1p=p—

e Falls eine Variable Xj beliebige Werte aus R annehmen darf, so kann man sie durch zwei
Variablen xJY >0 und xJY' 2 0 substituieren; dabei gilt x; := xJY—xJY' . Vgl. hierzu Aufgabe 2.6
im Ubungsbuch Domschke et al. (2011).

2.3.2 Die Normalform eines linearen Optimierungsproblems

Erweitert man die Nebenbedingungen (2.2) und (2.3) um Schlupfvariablen Xp41>--Xp» die in
der Zielfunktion (2.1) mit 0 bewertet werden, so entsteht aus (2.1) — (2.5) das folgende Modell:

p n
Maximiere F(xl,...,xp,xp+1,...,xn) = z Cij+ Z O-Xj

. j=1 j=p+l1
unter den Nebenbedingungen
< b firi=1
X = b, iri=1,..,m
Z a;; X; + Xp+i i 1
j=1
. b fiir i 1
X — = b iri=my+1,....m
2% T Xy i ! 2
i=1
p .o .
3 2 X = b fiiri =my+1,....m
j=1
Xj 2 0 firj=1,...n

Die urspriinglichen Variablen xj....,x, des Problems bezeichnet man als Strukturvariablen.
Wiedergegeben in der Form (2.13), spricht man von der Normalform eines LP.

n
Maximiere F(xy,....x,) = .Zlcj xj

J =

unter den Nebenbedingungen
(2.13)
> aj;X; = b. firi=1,...m

x. >0 firj=1,..,n

Im Folgenden verwenden wir fiir LPs auch die Matrixschreibweise; fiir ein Problem in der
Normalform (2.13) sieht sie wie folgt aus:



18 Kapitel 2: Lineare Optimierung

Maximiere F(x) = c'x
unter den Nebenbedingungen (2.14)
Ax=Db
x>0

Dabei sind ¢ und x jeweils n-dimensionale Vektoren; b ist ein m-dimensionaler Vektor und A
eine (m X n)-Matrix. Im Allgemeinen gilt n = m und oft n>>m siehe auch Kap. 2.6.2.

Definition 2.3: Gelten in (2.14) fiir die Vektoren b und ¢ sowie die Matrix A die Eigenschaften

¢ _ -
ajp - - -8 4, 1 0
c . . .
b>0, c¢=| "™ und A=| ) ) ,
0
Ani am,n—m 0 1
0 L i

so sagt man, das LP besitze kanonische Form.

2.3.3 Eigenschaften von linearen Optimierungsproblemen

Wir beschiftigen uns im Folgenden vor allem mit Eigenschaften der Menge aller zuldssigen
Losungen X und aller optimalen Losungen X* eines LP. Dabei setzen wir die Begriffe
,beschrinkte Menge®, ,,unbeschrinkte Menge* sowie ,lineare Abhingigkeit bzw. Unabhin-
gigkeit von Vektoren als bekannt voraus; siehe dazu etwa Biining et al. (2000), Rommelfan-
ger (2001, Kap. 3) sowie Opitz (2002). Wir definieren aber zu Beginn, was man unter einer
konvexen Linearkombination von Vektoren im R" und einem Eckpunkt oder Extrempunkt
(einer Menge) versteht.

Definition 2.4: Eine Menge KcR" heift konvex, wenn mit je zwei Punkten x' e K und
x2e K auch jeder Punkt y = A-x' +(1-4)-x% mit 0<A<1 zu K gehort.

Die konvexe Hiille H einer beliebigen Menge K ¢ R" ist die kleinste K enthaltende konvexe
Menge.

Beispiele: Man betrachte die in den Abbildungen 2.4 und 2.5 dargestellten Mengen K.

Abb. 2.4 Abb. 2.5
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Def. 2.4 besagt, dass mit zwei beliebigen Punkten x! und x? einer konvexen Menge K auch alle
Punkte auf der Strecke zwischen x! und x* zu K gehoren. Die in Abb. 2.4 dargestellte Menge
ist daher konvex. Die in Abb. 2.5 dargestellte Menge ist dagegen nicht konvex, da z.B. die
Punkte der x! und x> verbindenden Strecke nicht zu ihr gehoren. Die konvexe Hiille H besteht
hier aus der Vereinigung von K mit allen Punkten des von x!, x* und x° aufgespannten

Dreiecks.

Definition 2.5: Seien xl,xz,...,xr Punkte des R" und 7»1, 7»2,..., kr nichtnegative reelle

r _ . T i
Zahlen (also Werte aus R ). Setzt man Yo A;=1 voraus, so wird y := Zi=1}”i -x als
konvexe Linearkombination oder Konvexkombination der Punkte xl, xz,..., x" bezeichnet.
Eine echte konvexe Linearkombination liegt vor, wenn auflerdem }‘i> 0 firallei=1,....r
gilt.

Definition 2.6: Die Menge aller konvexen Linearkombinationen endlich vieler Punkte xl, x>

und x" des R" wird (durch diese Punkte aufgespanntes) konvexes Polyeder genannt.

Bemerkung 2.1: Das durch r Punkte aufgespannte konvexe Polyeder ist identisch mit der
konvexen Hiille der aus diesen Punkten bestehenden Menge.

Definition 2.7: Ein Punkt y einer konvexen Menge K heifit Eckpunkt oder Extrempunkt von
K, wenn er sich nicht als echte konvexe Linearkombination zweier verschiedener Punkte x!
und x% von K darstellen ldsst.

Bemerkung 2.2: Ein konvexes Polyeder enthilt endlich viele Eckpunkte.
Beispiele:

a) Man betrachte Abb. 2.6. Das Dreieck zwischen den Eckpunkten x!, x? und x> 1st das durch
diese Punkte aufgespannte konvexe Polyeder. Jeder Punkt x = (x,Xx,) im R” mit den
Koordinaten x; = A;-0+2A,-4+A;-0 und x5 = ;- 0+2A,-0+Ay 3 (mit A, >0 fiir alle

i=1,2,3und A + k +Ay=1)ist konvexe Lmearkombmatlon von x1 x2 und x>

b) Die in Abb. 2.7 dargestellte Menge K ist konvex; wegen ihrer Unbeschrinktheit ist sie
jedoch kein konvexes Polyeder.

X2

o
X = (A, 4;25-3)

- X1
= (0:0) = (4;0)
Abb. 2.6 Abb. 2.7
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Wir formulieren nun einige wichtige Sitze. Beweise hierzu findet man beispielsweise in
Neumann und Morlock (2002, S. 43 ff.).

Satz 2.1: Gegeben sei ein LP, z.B. in der Normalform (2.13). Es gilt:

a) Die Menge der hinsichtlich jeder einzelnen der Nebenbedingungen zuldssigen Losungen ist
konvex.

b) Die Menge X aller zuldssigen Losungen des Problems ist als Durchschnitt konvexer
Mengen ebenfalls konvex mit endlich vielen Eckpunkten.

Satz 2.2: Eine lineare Funktion F, die auf einem konvexen Polyeder X definiert ist, nimmt ihr
Optimum in mindestens einem Eckpunkt des Polyeders an.

Bemerkung 2.3: Man kann zeigen, dass auch bei einem unbeschrinkten zulidssigen Bereich X
eines LPs mindestens eine Ecke von X optimale Losung ist, falls iiberhaupt eine optimale
Losung des Problems existiert. Daher kann man sich bei der Losung von LPs auf die Untersu-
chung der Eckpunkte des zuldssigen Bereichs beschrinken.

Satz 2.3: Die Menge X" aller optimalen Losungen eines LPs ist konvex.

In Def. 2.8 geben wir eine prizise, aber fiir die meisten Leser sicher nicht sehr anschauliche
Definition des Begriffs ,,Basislosung“. Anschaulicher, aber nicht ganz zutreffend gilt:

Eine Basislosung fiir ein (m xXn)-Problem in Normalform erhélt man, indem man n-m
Variablen (wir bezeichnen sie unten als Nichtbasisvariablen) gleich O setzt und mit den
restlichen m Variablen (Basisvariablen) das verbleibende Gleichungssystem I0st.

Definition 2.8:

a) Gegeben sei ein LP in der Normalform (2.13) mit m' als Rang der (m Xn)-Matrix A
(Anzahl der linear unabhédngigen Zeilen- bzw. Spaltenvektoren) mit n=m=m'. Eine
Losung x heilit Basislosung des Problems, wenn n—m' der Variablen x; gleich null und die
zu den restlichen Variablen gehdrenden Spaltenvektoren a; linear unabhéngig sind.

b) Eine Basislosung, die alle Nichtnegativititsbedingungen erfiillt, heiit zuléssige Basis-
losung.

¢) Die m' (ausgewdhlten) linear unabhingigen Spaltenvektoren a; einer (zuléssigen) Basis-
16sung heien Basisvektoren; die zugehdrigen x; nennt man Basisvariablen. Alle iibrigen
Spaltenvektoren a; heilen Nichtbasisvektoren; die zugehdrigen x; nennt man Nichtbasis-

variablen.

d) Die Menge aller Basisvariablen x; einer Basislosung bezeichnet man kurz als Basis.

Bemerkung 2.4: Bei den meisten der von uns betrachteten Probleme gilt m' = m. Insbeson-
dere der in Kap. 2.5.2 behandelte Sonderfall 4 sowie das klassische Transportproblem in Kap.
4.1 bilden Ausnahmen von dieser Regel.

Satz 2.4: Ein Vektor x ist genau dann zulédssige Basislosung eines LP, wenn er einen Eckpunkt
von X darstellt.
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Beispiel: Das Problem (2.6) — (2.10) besitzt, in Normalform gebracht, folgendes Aussehen:
Maximiere F(xi,....x5) = 10x; + 20x,

unter den Nebenbedingungen

Xl + X2 + X3 = 100
6X1 + 9X2 + X4 = 720 X2
X + X5 = 60
2 3 100
X{seenX5 2> 0 2.7)
80
Eckpunkt | BV | NBV | BL (X},...X5) (2.9)
60 '
A=(0,00 |X3,X4,X5/| X1, X |(0,0,100,720,60) B

B =(0,60) | X5, X3, X4 | X1, X5 | (0,60,40,180,0) | 40
C = (30,60) X1, X2, X3 | X4, X5 | (30,60,10,0,0) 20
D = (60,40)| X1, Xo, X5 | X3, X4 | (60,40,0,0,20) J . . .
E = (100,0) X, X4 X5 | X3, X3 | (100,0,0,120,60) A 20 40 60 80 100 2

Tab. 2.3 Abb. 2.8

Alle zuldssigen Basislosungen (BL) sind aus Tab. 2.3 ersichtlich (vgl. hierzu auch Abb. 2.8).
Jeder Eckpunkt wird dabei durch die Basisvariablen (BV) und die Nichtbasisvariablen (NBV)
beschrieben.

2.4 Der Simplex-Algorithmus

Wir beschreiben im Folgenden den Simplex—Algorithmus.2 Er wird zumeist G.B. Dantzig
zugeschrieben, der die Vorgehensweise im Jahre 1947 veroffentlichte. Erste Arbeiten dazu
stammen jedoch von dem russischen Mathematiker L.V. Kantorovich aus dem Jahre 1939.

Der Simplex-Algorithmus untersucht, wie unten deutlich wird, den Rand des zuldssigen
Bereichs nach einer optimalen Losung und zdhlt nach wie vor zu den leistungsfidhigsten
Verfahren zur Losung von LPs der Praxis. Im Gegensatz dazu suchen so genannte
Interior Point - Methoden, ausgehend von einer im Inneren des zuldssigen Bereichs
liegenden Losung, nach einer optimalen Losung. Zu den bekanntesten Vorgehensweisen dieser
Art gehoren die Ellipsoid-Methode von Khachijan (1979) und die projektive Methode von
Karmarkar (1984). Sie sind zwar hinsichtlich des Rechenzeitbedarfs im ungiinstigsten Fall,?

2 Der Name Simplex-Algorithmus ist von der Bezeichnung Simplex fiir ein durch n+1 Punkte des R" aufge-
spanntes konvexes Polyeder abgeleitet.

3 Zur Abschitzung des Rechenaufwands des Simplex-Algorithmus vgl. z.B. Papadimitriou und Steiglitz
(1982, S. 166 ft.) oder Borgwardt (2001, Kap. 9). In Klee und Minty (1972) findet sich ein Beispiel, fiir das
der Simplex-Algorithmus nichtpolynomialen Rechenaufwand erfordert. Zur Komplexitit allgemein siehe
auch Kap. 6.2.1.
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im Allgemeinen aber nicht im durchschnittlichen Laufzeitverhalten dem Simplex-Algorithmus
tiberlegen. Interior Point - Methoden werden z.B. in Beisel und Mendel (1987), Bazaraa et al.
(1990), Dantzig und Thapa (1997, 2003) sowie Schrijver (1998) ausfiihrlich dargestellt.

Wir beschreiben im Folgenden verschiedene Varianten des Simplex-Algorithmus, jeweils fiir
Maximierungsprobleme. Wir beginnen mit dem primalen Simplex-Algorithmus, der von
einer bekannten zuldssigen Basislosung ausgeht. In Kap. 2.4.2 beschéftigen wir uns mit Vorge-
hensweisen zur Bestimmung einer zuldssigen Basislosung. Neben der M-Methode beschreiben
wir hier den dualen Simplex-Algorithmus. In Kap. 2.5.2 behandeln wir Sonderfille, die bei
LPs auftreten konnen, und Moglichkeiten zu deren Identifizierung.

2.4.1 Der Simplex-Algorithmus bei bekannter zuléssiger Basislosung

2.4.1.1 Darstellung des Losungsprinzips anhand eines Beispiels

Wir gehen von dem soeben in Normalform angegebenen Produktionsplanungsproblem (2.6) —
(2.10) aus. Wihlen wir die Schlupfvariablen als Basisvariablen und die Variablen x; und x,
(die Strukturvariablen des Problems) als Nichtbasisvariablen, so erhalten wir als erste
zuldssige Basislosung:

x3=100,x4=720,x5=60,x1=x2=0mitF=0

Sie ist durch Isolierung der Basisvariablen in den jeweiligen Nebenbedingungen auch wie
unten angegeben darstellbar.

Daraus wird ersichtlich: Der Deckungsbeitrag F wichst

X3 = 100 —_ Xl - X2
um 10 GE, wenn x; um 1 ME erhoht wird, und um 20 GE, 6 9
wenn x, um 1 ME erhoht wird. X¢ = 720 - 0% - 9%
. . 2 L . . X5 = 60 - X
Als neue Basisvariable wihlt man diejenige bisherige
Nichtbasisvariable, die pro ME die grofite Verbesserung F = 0+ 10x; + 20x;

des Zielfunktionswertes erbringt. In unserem Beispiel wird

i ) 1. zuldssige Basislosung
daher x, neue Basisvariable.

X, kann maximal den Wert 60 annehmen, wenn keine andere Variable negativ werden soll
(damit bleibt Xy = 40>0, Xy = 180>0; x5 wird O und neue Nichtbasisvariable; X| = 0
bleibt Nichtbasisvariable).

Zweite zuldssige Basislosung: Man erhidlt sie durch

Einsetzen von x, = 60 -X; in die Gleichungen der ersten X30= 40 - X+ X
zuldssigen Basislosung. Sie ist wie rechts ausgefiihrt | X4 = 180 — 6x; + 9%s
darstellbar. X, = 60 - X5

F wichst um 10 GE, wenn x; um 1 ME erhoht wird, und F
fillt um 20 GE, wenn x5 um 1 ME erhoht wird.

1200 + 10x; — 20xs

2. zulédssige Basislosung
x; wird neue Basisvariable mit Wert 30 (damit ergibt sich

x3 = 10, X, = 60; x4 = 0 und Nichtbasisvariable; x5 = 0 bleibt Nichtbasisvariable).
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Dritte zuldissige Basislosung: Man erhilt sie durch Ein-

- 1 L
setzen von x| = 30—% . x4+%-x5 in die Gleichungen X3 = 10 + 6 %4 27 %s
der zweiten Basislosung. Sie ist wie rechts ausgefiihrt | x, = 30 - l.x4 + §.X5
6 2

darstellbar.

X2 = 60 — XS
Diese Basislosung mit x; = 30, X, = 60, x3 = 10, x4 =
x5 =0 und F = 1500 ist optimal (eine Erhohung von x4 F = 1500 - g-x4 - 5-x5

bzw. x5 wiirde zu einer Verminderung des Deckungs-

beitrags fiihren). 3. zulédssige Basislosung

Man vergleiche den von Ecke zu Ecke (A — B — C) fortschreitenden Losungsgang anhand
von Abb. 2.8.

2.4.1.2 Der primale Simplex-Algorithmus

Er schreitet von Ecke zu (benachbarter) Ecke fort, indem jeweils genau eine Nichtbasisvariable
neu in die Basis kommt und dafiir genau eine bisherige Basisvariable diese verlésst.

Zur Veranschaulichung des Verfahrens und fiir ,,Handrechnungen® benutzt man ein Simplex-
tableau. Fiir ein in kanonischer Form vorliegendes Problem besitzt es das in Tab. 2.4 wieder-
gegebene Aussehen.

Die letzte Zeile des Tableaus, die so genannte Ergebniszeile oder F-Zeile, kann wie folgt als
Gleichung geschrieben werden:

—C1X] —Cp Xy — ... — Cpm Xp-m + F = aktueller Zielfunktionswert

F wird als Basisvariable interpretiert. Da sie die Basis nie verlédsst, kann auf die F-Spalte
verzichtet werden:

Nichtbasisvariable Basisvariable

X1 - Xp-m Xn-m+1 - Xn F b;

Xp-m+1 aqq ce al,n-m 1 Ce 0 0 bl
<L
2
g
<
>
2]
RZ)
<
m

Xn am1 am’n_m 0 R 1 0 bm

akt.

Y R —Chom 0 s 0 1 Zfw

Tab. 2.4: Simplextableau

Die anfingliche FEintragung der Zielfunktionskoeffizienten fiir die Nichtbasisvariablen mit
negativem Vorzeichen fiihrt dazu, dass (im Gegensatz zu unserer Darstellung in Kap. 2.4.1.1)
eine Losung stets dann verbessert werden kann, wenn eine Nichtbasisvariable mit negativer
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Eintragung in der F-Zeile vorliegt. Diese Schreibweise fiir die F-Zeile entspricht der in der
Literatur tiblichen.

[ Eine Iteration des primalen Simplex-Algorithmus ]

Voraussetzung: Eine zulédssige Basislosung in der in Tab. 2.4 dargestellten Form; die aktuel-
len Eintragungen im Simplextableau seien jeweils mit a; i b} und CJY bezeichnet.

Durchfiihrung: Jede Iteration des Simplex-Algorithmus besteht aus folgenden drei Schritten.

Schritt 1 (Wahl der Pivotspalte t):

Enthilt die F-Zeile nur nichtnegative Werte, so ist die aktuelle Basislosung optimal,
Abbruch des Verfahrens.

Sonst suche diejenige Spalte t mit dem kleinsten (negativen) Wert in der F-Zeile (stehen
mehrere Spalten mit kleinstem Wert zur Auswahl, so wihle unter diesen eine beliebige).
Die zugehorige Nichtbasisvariable x; wird neu in die Basis aufgenommen. Die Spalte t
nennt man Pivotspalte.4

Schritt 2 (Wahl der Pivotzeile s):

Sind in der Pivotspalte alle a} <0, so kann fiir das betrachtete Problem keine optimale
Losung angegeben werden (vgl. Sonderfall 2 in Kap. 2.5.2); Abbruch des Verfahrens.

1 b[
Sonst bestimme eine Zeile s, fiir die gilt: '—S = min {,—1

i=1,....m mit a! >0}
a' it
st 1t

Die zu Zeile s gehorende Basisvariable verldsst die Basis. Die Zeile s nennt man Pivot-
zeile, das Element aét heil3t Pivotelement.

Schritt 3 (Berechnung der neuen Basislosung, des neuen Simplextableaus):

a) Durch lineare Transformation des Nebenbedingungssystems wird unter der neuen Basisva-
riablen ein Einheitsvektor mit aét = 1 geschaffen (GauB-Jordan-Verfahren).

b) Durch Vertauschen der Spalten der beiden beim Basistausch beteiligten Variablen ein-
schlieflich der Variablenbezeichnung konnte ein neues Tableau in kanonischer Form
(gemil Tab. 2.4) ermittelt werden.

Wie unten ersichtlich wird, kann auf Schritt 3b verzichtet werden.
sk ok osk ok ok

Als Beispiel betrachten wir wiederum unser Produktionsplanungsproblem. Der Verfahrensab-

lauf kann anhand von Tab. 2.5 nachvollzogen werden. Das jeweilige Pivotelement ist durch

eckige Klammern hervorgehoben. Fehlende Eintragungen besitzen den Wert 0.

Auf die Bedeutung der Eintrige in der Ergebniszeile gehen wir in Kap. 2.5.3 ausfiihrlich ein.
In Kap. 11.1 I6sen wir das Problem mit Hilfe des Tabellenkalkulationsprogramms Excel.

4 Der franzosisch ausgesprochene Begriff ,,Pivot™ ist abgeleitet von pivoter = drehen, schwenken. In jeder
Iteration des Simplex-Algorithmus erfolgt in der Basis der Austausch von genau einer Variablen.
Das Wort pivot existiert auch im Englischen; die deutsche Ubersetzung lautet Dreh- und Angelpunkt.
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BV | x X) X3 X4 X5 b;
X3 1 1 1 100  Erste Basislosung:
X4 6 9 1 720 x5 =100, x4 = 720, x5 = 60;
Xs (1] 1 60 x;=x,=0;F=0
F -10  -20 0 0 0 0
X3 1 1 -1 40  Zweite Basislbsung:5
X4 [6] 1 -9 180 X, =60, x3=40, x4 = 180;
X2 1 1 60 x;=x5=0;F=1200
F -10 0 0 0 20 | 1200
X3 1 -1/6 172 10 Optimale Basislosung:
X1 1 1/6 =372 30  x;=30,x,=060,x3=10;
Xo 1 1 60 x4=x5=0;F=1500
F 0 0 0 5/3 5 1500 Tup 25

2.4.2 Verfahren zur Bestimmung einer zuliissigen Basislosung

Wir beschreiben zwei verschiedene Vorgehensweisen zur Bestimmung einer (ersten) zulés-
sigen Basislosung, den dualen Simplex-Algorithmus und die so genannte M-Methode. Ein
Verfahren dieser Art ist erforderlich, wenn ein LP nicht in kanonischer Form gegeben und
nicht leicht in diese transformierbar ist.

2.4.2.1 Der duale Simplex-Algorithmus

Das Ausgangsproblem wird v.a. durch Hinzunahme von Schlupfvariablen so umgeformt, dass
der Zielfunktionsvektor ¢ und die Koeffizientenmatrix A die in Def. 2.3 geforderten Eigen-
schaften der kanonischen Form erfiillen, der Vektor b jedoch negative Elemente aufweist.
Gestartet wird mit einer Basislosung, die aber wegen negativer b; nicht zuldissig ist. Im Laufe
der Anwendung des dualen Simplex-Algorithmus wird sie in eine zuldssige Basislosung iiber-
fiihrt.

Beispiel: Wir betrachten das folgende Problem (vgl. auch Abb. 2.9):
Maximiere F(x{,X;) = 2X; + X,
unter den Nebenbedingungen
X] + X3 2 8
3] + X = 12

5 Das zweite Tableau entsteht aus dem ersten, indem man die Pivotzeile 3 von der ersten Zeile subtrahiert, sie
mit 9 multipliziert von der zweiten Zeile subtrahiert und mit 20 multipliziert zur Ergebniszeile addiert. Zu
weiteren Hinweisen zur Transformation von Simplextableaus sei auf das Ubungsbuch Domschke et al.
(2011) verwiesen.
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X1 + X <10
X,Xp 2 0

Jede >-Bedingung transformieren wir zunédchst durch Multiplikation mit —1 in eine <-
Bedingung.6 Ergénzen wir nun jede dieser Ungleichungen durch Hinzunahme einer (in der
Zielfunktion mit O bewerteten) Schlupfvariablen zu einer Gleichung, so erhalten wir das in
Tab. 2.6 angegebene Starttableau und die dort ausgewiesene unzuldssige Basislosung.

BV | X X3 X3 X4 X5 b;
X3 -1 -1 1 -8 Basislosung:
Xy -3 [-1] 1 -12 Xx3=-8,x4=—-12,x5=10;
X5 1 1 1 10 X;=%X,=0;F=0
F -2 -1 0 0 0 0 Tab. 2.6

Im Gegensatz zum primalen beginnt der duale Simplex-Algorithmus mit der Wahl der Pivot-
zeile. Daran schlieBen sich die Spaltenwahl und die Tableautransformation an. Wir geben im
Folgenden eine detaillierte Beschreibung.

[ Eine Iteration des dualen Simplex-Algorithmus J

Voraussetzung: Eine Basislosung eines LP; die aktuellen Eintragungen im Simplextableau
seien jeweils mit a'ij, b; und cJY bezeichnet.

Schritt 1 (Wahl der Pivotzeile s):

Gibt es kein b} <0, so liegt bereits eine zuldssige Basislosung vor; Abbruch des dualen
Simplex-Algorithmus.

Sonst wihle diejenige Zeile s mit dem kleinsten by <0 als Pivotzeile (stehen mehrere
Zeilen mit kleinstem Wert zur Auswahl, so wihle man unter diesen eine beliebige).

Schritt 2 (Wahl der Pivotspalte t):
Findet man in der Pivotzeile s kein Element aéj <0, so besitzt das Problem keine zulédssige
Basislosung (vgl. Sonderfall 1 in Kap. 2.5.2); Abbruch des (gesamten) Verfahrens.

Sonst wihle eine Spalte t mit

c c!
t j
— = max{ -

a

gt sj

als Pivotspalte. a}; ist Pivotelement.

j=1,...,nmit a;j <0}

Schritt 3 (Tableautransformation): Wie beim primalen Simplex-Algorithmus, Kap. 2.4.1.2.

sk ok ook sk ok

6 Eine Gleichung Zj ax; = b entspricht den beiden Ungleichungen Zj X <b und —zj X, <-b.
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Beispiel: Wir wenden den dualen Simplex-Algorithmus auf die obige Probleminstanz an. Im
Ausgangstableau (Tab. 2.6) wihlen wir s = 2 als Pivotzeile und t = 2. Nach der Transformation
ergibt sich das obere Tableau von Tab. 2.7, nach einer weiteren Iteration des dualen Simplex-
Algorithmus das untere Tableau.

BV X1 Xy X3 X4 X5 b; Unzulissige Basislosung:
X3 2 1 -1 4 Xo=12,x3=4, x5=-2;
X2 3 1 -1 12 X1=x4=0;F=12

X5 [-2] 1 1 -2 s=3,t=1

F 1 0 0 -1 0 12

X3 1 1 2 Zuléssige Basislosung:
Xp 1 172 32 9 x1=1,x=9,x3=2;

X] 1 -12 -112 1 X4=Xx5=0;F=11

F 0 0 0 -12 12 11 Tab. 2.7

Die vorliegende zuldssige Losung ist noch nicht optimal, so dass sich ein Schritt mittels des
primalen Simplex-Algorithmus anschlieft. Dieser fiihrt zur optimalen Losung in Tab. 2.8.
Verfolgt man den Losungsgang anhand von Abb. 2.9, so wird ersichtlich, dass beginnend im
Ursprung (Punkt A) zunichst die unzulédssige Basislosung B erreicht wird. Danach gelangt
man iiber C in den optimalen Eckpunkt D.

BV | x; X) X3 X4 X5 b;

X3 1 1 2 Optimale Basislosung:
X4 2 1 3 18 x1=10,x3=2,x4=18;
X1 1 1 1 10 Xp=X5=0;F=20

F 0 1 0 0 2 20 Tab. 2.8

X2

Abb. 2.10
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Bemerkung 2.5: Falls man mit einer dual zuldissigen Losung (alle Eintragungen in der F-Zeile
2 0) startet, so ist die erste primal zuldssige Basislosung (alle b} 2 0) zugleich optimal; vgl. die
Losung des Mischungsproblems aus Kap. 2.2 am Ende von Kap. 2.5.3.

Der duale Simplex-Algorithmus ist insbesondere auch dann geeignet, wenn fiir ein LP mit
bereits bekannter optimaler Basislosung durch Ergidnzen einer weiteren Restriktion diese
Basislosung unzulédssig wird. Nach einer (oder mehreren) Iteration(en) des dualen Simplex-
Algorithmus erhilt man dann erneut eine optimale Basislosung (Reoptimierung).

Beispiel: Wir nehmen an, dass der zulédssige Bereich X unseres oben betrachteten LPs durch
die Nebenbedingung x; —x, <6 weiter eingeschrdnkt werden soll. Die neue optimale Losung
ist (x; =8, x,=2); siche Punkt H in Abb. 2.10.

Um die Optimallosung mit dem dualen Simplex-Algorithmus zu ermitteln, erweitern wir das
bisherige Optimaltableau in Tab. 2.8 um die zusitzliche Restriktion, durch die Schlupfvariable
X6 erweitert zur Gleichung X|—Xy+Xg = 6; siehe Tab. 2.9.

BV | x X) X3 X4 Xs X6 b;
X3 1 1 2
X4 2 1 3 18
X1 1 1 1 10
Xg 1 -1 1 6
F 0 1 0 0 2 0 20 Tab. 2.9

Schaffen wir unter den Basisvariablen jeweils einen Einheitsvektor (durch Subtraktion der x;-
Zeile von der neuen Nebenbedingung), so erhalten wir die nicht zuldssige Basislosung fiir das
erweiterte Problem im Punkt D; siehe Tab. 2.10. Nach einer Iteration mit dem dualen Simplex-
Algorithmus ergibt sich die (neue) optimale Losung in Tab. 2.11.

BV | x4 X) X3 Xg o Xs X6 b;
X3 1 1 2
X4 2 1 3 18
X, 1 1 1 10
Xg [-2] -1 4
F 0 1 0 0 2 0 | 20 Tab. 2.10
X3 1 1 2
X, 1 2 1 14
G L
X) 1 % - % 2
F 0 1 0 0 : ! 18 Tab. 2.11
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2.4.2.2 Die M-Methode

Die M-Methode entspricht formal der Anwendung des primalen Simplex-Algorithmus auf ein
erweitertes Problem. Sie ldsst sich fiir Maximierungsprobleme wie folgt beschreiben:

Wir gehen von einem LP in der Normalform (2.13) aus. Zu jeder Nebenbedingung i, die keine
Schlupfvariable mit positivem Vorzeichen besitzt, fiigen wir auf der linken Seite eine kiinst-
liche (= fiktive) Variable y; mit positivem Vorzeichen hinzu.” y; ist auf den nichtnegativen
reellen Bereich beschrinkt. In einer zu maximierenden Zielfunktion wird sie mit —M bewertet,
wobei M hinreichend grofl zu wéhlen ist. Auf das so erweiterte Problem wird der primale
Simplex-Algorithmus angewendet, bis alle y;, die sich zu Beginn in der Basis befinden, diese
verlassen haben. Sobald ein y; die Basis verlassen hat, kann es von weiteren Betrachtungen
ausgeschlossen werden (in Tab. 2.13 durch B angedeutet).

In der Literatur wird die M-Methode bei gleichzeitiger Anwendung des primalen Simplex-
Algorithmus auch als 2-Phasen-Methode bezeichnet.

Beispiel: Wir erldutern die M-Methode anhand des Problems von Kap. 2.4.2.1. Durch
Schlupfvariablen x3, x4 und x5 sowie kiinstliche Variablen y; und y, erweitert, hat es folgendes
Aussehen:

Maximiere F(xi,....Xs5,¥1,y2) = 2X; + X - My, -My,

unter den Nebenbedingungen

X| + Xp — X3 + Y1 = 8
3%+ X - X4 +Y = 12
X1 + X + X5 = 10

X1 -5 X5, Y1, Y2 > 0

Es ist sinnvoll, im Laufe der Anwendung der M-Methode zwei Zielfunktionszeilen zu fiihren,
die F-Zeile mit den Bewertungen aus dem urspriinglichen Problem und eine M-Zeile, die sich
durch die Einfithrung der y; und deren Bewertung mit — M ergibt.

BV X] X) X3 X4 Xs | Y1 Y2 | b

N2l 1 1 -1 1 8 Basislosung:

ya | [3] 1 -1 112 y =8y, =12;

X5 1 1 1 10 x5=10;
F-Zeile | -2 -1 0 0 0 Zielfw. = -20M
M-Zeile| —4M -2M M M -20M Tab. 2.12

7 Sind m'<m kiinstliche Variablen einzufiihren, so konnen diese auch von 1 bis m' nummeriert werden, so
dass die Variablen- und die Zeilenindizes nicht iibereinstimmen.

8 M ist so grof} zu wihlen, dass bei Existenz einer zulidssigen Losung des eigentlichen Problems garantiert ist,
dass alle kiinstlichen Variablen (wegen ihrer den Zielfunktionswert verschlechternden Bewertung) beim
Optimierungsprozess die Basis verlassen.
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Die erste zu bestimmende Basislosung enthilt alle y; in der Basis. Bei der Bildung des
Simplextableaus gemif Tab. 2.4 wiirde man unter den y; in der M-Zeile Werte + M vorfinden.
Transformieren wir das Tableau, so dass wir unter den y; Einheitsvektoren (mit Nullen in den
Ergebniszeilen) erhalten, so ergibt sich das erste ,,Basistableau in Tab. 2.12. Man kann sich
tiberlegen, dass durch die oben geschilderte Transformation fiir eine Nichtbasisvariable x; der
folgende Eintrag in der M-Zeile zustande kommt:’

—M - (Summe der Koeffizienten von Xy in allen Zeilen, in denen ein y als BV dient)

Die Pivotspaltenwahl erfolgt bei der M-Methode anhand der Eintrige in der M-Zeile; bei zwei
oder mehreren gleichniedrigen Eintrigen wird unter diesen Spalten anhand der F-Zeile
entschieden.

BV X X X3 Xy X5 | Vi y2 | b
2 1
Y1 = -1 = 1 | 4
[3} 3 Basislosung:
1
X1 1 3 —% | 4 y1=4, x1=4;
2 1 X5=5
Xs 3 3 1 w6 Zielfw. = 8 — 4M
F-Zeile -% 0 -% | 3
M-Zeile _§ M| M _§ M B _4M
X5 1 —% % u u 6 Zuldssige Basisl.:
X1 1 % —% ] | | 2 X1 =2, X2=6,
X5 [1] 1 | | 2 xs=2;F=10
F-Zeile -% - % E = 10 Tab. 2.13

Wie Tab. 2.13 zeigt, haben in unserem

Beispiel die y; nach zwei Iterationen BV | X; Xp | X3 X4 X5 | b
die Basis und damit das Problem 4 2 1 3 | 18
verlassen. Nach Erhalt der ersten
. i . . X1 1 1 1 10
zuldssigen Basislosung des eigentli-
chen Problems (letztes Tableau in Tab. X3 1 1 2
2.13) gelangen wir durch Ausfiihrung F 1 2 |20 Tab.2.14

von zwei weiteren Iterationen des

9 In unserem Beispiel ergibt sich etwa unter der Nichtbasisvariablen x; der Eintrag von —4M auch durch
folgende Uberlegung: Machte man der Variablen x; den Wert 1 geben, so verringert sich dadurch der Wert
von y; um 1 und derjenige von y, um 3 Einheiten. Der Zielfunktionswert verbessert sich (im Bereich der
kiinstlichen Variablen) damit um 4M.
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primalen Simplex-Algorithmus zur optimalen Losung x; = 10, x5 =2, x, = 18, x, =0,
X5 = 0 mit dem Zielfunktionswert F = 20 in Tab. 2.14.

Veranschaulicht anhand von Abb. 2.9, wurden im Laufe des Losungsgangs die Eckpunkte A,
E, G, C und D erreicht.

Die Erweiterung eines gegebenen Problems durch kiinstliche Variablen y; verdeutlichen wir
nochmals anhand unseres Mischungsproblems aus Kap. 2.2. Durch dessen Erweiterung und
Transformation in ein Maximierungsproblem erhalten wir:

Maximiere F(X,y) = —(5x; +7xy) —M - (y; + ¥ + y3) =—5x1 — 7x, —My; — My, - My3

unter den Nebenbedingungen

X+ X - X3 + ¥ = 6
2x; + 4x, — X4 + y2 = 12
4o - X5 +y3 = 4

>

X150 X5, Y1, Y2, Y3

Bemerkung 2.6 (Reduzierung der Anzahl kiinstlicher Variablen): Fiir alle >- Bedingungen mit
nichtnegativer rechter Seite ist es ausreichend, (gemeinsam) nur eine kiinstliche Variable
einzufiihren. Man erreicht dies durch Erzeugung der folgenden Linearkombination: Durch
Multiplikation mit —1 entstehen <-Bedingungen und durch Einfiihrung von Schlupfvariablen
Gleichungen mit negativen rechten Seiten. Subtrahiert man von jeder Gleichung diejenige mit
der kleinsten rechten Seite, so erhalten alle Bedingungen aufSer dieser eine nichtnegative rechte
Seite; nur fiir sie ist eine kiinstliche Variable erforderlich. Wendet man diese Vorgehensweise
auf das obige Mischungsproblem an, so wird nur fiir die Nihrstoffbedingung II eine kiinstliche
Variable benétigt.

Auch fiir LPs, die zunéchst Gleichungen als Nebenbedingungen enthalten, ldsst sich mittels
der M-Methode eine zuldssige Basislosung bestimmen. So kann z.B. zur Berechnung einer
zuldssigen Basislosung des im Folgenden links angegebenen Problems zunichst das daneben-
stehende, erweiterte Problem mit der M-Methode behandelt werden.

Maximiere F(x;,x;) = 10x; +20x, Maximiere F(xj,..,x3,y) = 10x; +20x, — My
unter den Nebenbedingungen unter den Nebenbedingungen

X|] o+ Xy = 100 X+ Xy + y = 100

6x; + 9xp < 720 6x; + 9% + X3 = 720

Xp, % 2 0 X1, X2, X3,y 2 0

Als Alternative zu dieser Vorgehensweise konnen wir auch jede Gleichung nach einer Variab-
len auflésen und in die anderen Nebenbedingungen einsetzen. Dabei besteht jedoch die
Gefahr, dass nach Losung des verbleibenden Problems fiir die substituierten Variablen die u.U.
geforderten Nichtnegativititsbedingungen nicht erfiillt sind.
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2.5 Dualitit und Analyse von LP-Losungen

Im Folgenden erldutern wir zunichst, dass zu jedem LP ein anderes existiert, das man als dazu
dual bezeichnet. In Kap. 2.5.2 behandeln wir einige Sonderfille, die bei der Losung von LPs
auftreten konnen. Eng mit der Dualitit verbunden sind Aussagen iiber 6konomische Gegeben-
heiten (Schattenpreise von Restriktionen, Reduzierte Kosten von Strukturvariablen), die sich
aus Optimaltableaus von LPs ableiten lassen (siehe Kap. 2.5.3). Diese Aussagen gelten jedoch
nur unter bestimmten Bedingungen bzw. in bestimmten Grenzen, die sich anhand von Sensiti-
vitdtsanalysen von Losungen ergeben (vgl. Kap. 2.5.4).

2.5.1 Dualitit

Definition 2.9: Gegeben sei ein lineares Optimierungsproblem in der Form:

Maximiere F(x) = c’x
unter den Nebenbedingungen
Ax<b (2.15)
x>0
Das Problem
Minimiere FD(w) = b'w
unter den Nebenbedingungen
ATw > e (2.16)
w=0

nennt man das zu (2.15) duale Problem. Umgekehrt ist wegen dieser Dualisierungsregel (2.16)
dual zu (2.15). Der Dualvariablenvektor w besitzt dieselbe Dimension wie b.

Mochte man ein LP dualisieren, so nennt man dieses Ausgangsproblem auch primales
Problem. Zu jeder Nebenbedingung des primalen Problems gehort (bzw. mit jeder Nebenbe-
dingung korrespondiert) genau eine Variable des dualen Problems (Dualvariable); die i-te
Nebenbedingung korrespondiert mit der i-ten Dualvariablen.

Veranschaulichung von Def. 2.9 anhand des Produktionsplanungsproblems aus Kap. 2.2: 10

Wir entwickeln anhand logischer Uberlegungen das zu diesem Maximierungsproblem duale
Minimierungsproblem, wie es sich geméal (2.16) ergidbe. Das primale Problem lautet (im Kést-
chen die mit den jeweiligen Nebenbedingungen korrespondierenden Dualvariablen):

Maximiere F(xy,X;) = 10x; +20x, (2.17)

unter den Nebenbedingungen

10 Eine weitere anschauliche Herleitung des dualen LPs findet man in Aufgabe 2.20 des Ubungsbuches
Domschke et al. (2011).
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W X; + X <100 (2.18)
Wy 6x; + 9% < 720 (2.19)
W3 Xy < 60 (220)

X[, Xy 2 0 (2.21)

Man kann sich iiberlegen, dass aufgrund des Nebenbedingungssystems (2.18) — (2.21) obere
Schranken fiir F(x,x,) ermittelt werden konnen. Dazu muss man eine einzelne Nebenbedin-
gung mit einem Faktor oder eine Teilmenge der Nebenbedingungen mit einem Faktorvektor
multiplizieren und addieren, so dass der dadurch entstehende Koeffizient jeder Variablen den
entsprechenden Koeffizienten in der Zielfunktion moglichst gut annihert, jedoch nicht unter-
schreitet. Das Produkt der rechten Seite(n) mit dem Faktor(vektor) liefert dann eine obere
Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert.

e Durch Multiplikation der Nebenbedingung (2.18) mit 20 erhilt man (unter Berticksichti-
gung der Nichtnegativititsbedingungen) die obere Schranke 2000 wie folgt:

F(x1,x5) = 10x; +20x, < 20x;+20x, < 2000

e Entsprechend ergibt sich durch Multiplikation der Nebenbedingung (2.19) mit 20/9 die
obere Schranke 1600:
F(xq,Xx5) = 10x; +20x, < 40/3x;+20x, < 1600

Schirfere (d.h. niedrigere) obere Schranken erhilt man in der Regel durch Linearkombination

mehrerer, insbesondere sdmtlicher Nebenbedingungen (mit Ausnahme der Nichtnegativitits-
bedingungen) eines LPs.

e Fiir unser Beispiel ergibt sich durch Addition des 10-Fachen von (2.18) und (2.20) eben-
falls eine obere Schranke von 1600:

F(Xl,Xz) = 10X1+2OX2 < 1000 + 600 = 1600

e Verwenden wir fiir die drei Ungleichungen die Faktoren 5, 5/6 bzw. 15/2 und addieren die
so modifizierten Bedingungen, so erhalten wir die schirfere obere Schranke 1550:

F(x1,X5) = 10x; + 20 %, =5 (X +Xp) + 5/6 (6X14+9x,) + 15/2 (x5) < 500 + 600 + 450 = 1550
Allgemein gilt mit nichtnegativen Faktoren wy, w, und wj:
F(XI’XZ) =10 X+ 20 Xy < W1 (X1+X2) + Wy (6X1+9X2) + W3 (Xz) < 100W1 + 720W2+ 60 W3
oder
F(XI’XZ) = 10X1 + 20 Xy < (W1+ 6W2)X1 + (Wl + 9W2+ W3)X2 < 100W1+ 720W2+ 60W3 (222)
Ein Vergleich der Koeffizienten von x; und x, liefert die Bedingungen:

10x; < (Wi +6wy)x; bzw. 20x, < (W) + 9wy +wW3) Xy

Insgesamt ergibt sich folgendes (Neben-) Bedingungssystem, bei dessen Einhaltung obere
Schranken fiir (2.17) — (2.21) entstehen:

Wi +9Wy+wy = 20 (2.24)
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Man iiberlegt sich dazu jedoch, dass die Koeffizienten w bis w3 nicht beliebig gewihlt werden
diirfen. Da wir Linearkombinationen von Ungleichungen bilden, kommen nur Koeffizienten
mit gleichem Vorzeichen in Frage. O.B.d.A. setzen wir:

Wi, Wy, w3 = 0

(2.25)

Die Bestimmung einer kleinstmoglichen oberen Schranke unter Beachtung von (2.22) und

(2.23) — (2.25) fiihrt zur Zielsetzung:

Minimiere FD(w,wy,w3) = 100w + 720w, + 60w3

(2.26)

Damit haben wir das zu (2.17) — (2.21) duale Problem erhalten. Der Ubersichtlichkeit halber
stellen wir beide Probleme nochmals einander gegeniiber:

Maximiere F(x1,X;) = 10x; + 20x,

unter den Nebenbedingungen

W X;] + X < 100
Wy 6x; + 9%, < 720
w3 Xy < 60

X,Xp 2 0

Minimiere FD(wy,..,w3) = 100w +720w,+60w5

unter den Nebenbedingungen

X1 W1 +6W2
Xy Wi+ 9wy + wy
Wi, W, W3

[\

\Y

\Y

10
20

0

Tab. 2.15 enthilt einen Uberblick iiber bereits verwendete sowie weitere Dualisierungsregeln.
Daraus lassen sich folgende Aussagen ableiten:

Primales Problem Duales Problem
Zielfunktion: Max F(x) Zielfunktion: Min FD(w)
Nebenbedingungen: Dualvariablen:
i-te NB: < w; 20
i-te NB: = w; e R
Variablen: Nebenbedingungen:
x;20 j-te NB: >
xje R j-te NB: =

Tab. 2.15

a) Einem primalen Maximierungsproblem entspricht ein duales Minimierungsproblem.

b) Einer < - Restriktion im primalen Problem entspricht eine im Vorzeichen beschrinkte
Variable im dualen Problem; zu einer Gleichheitsrestriktion gehort eine unbeschrinkte

Dualvariable.

¢) Eine beschrinkte Variable im primalen Problem korrespondiert mit einer = - Restriktion im
dualen Problem; eine unbeschrinkte Variable hat im dualen Problem eine Gleichheits-

restriktion zur Folge.
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Dartiber hinaus gilt:

d) Ist der Zielfunktionswert des primalen (Maximierungs-) Problems nicht nach oben
beschrinkt, so besitzt das duale (Minimierungs-) Problem keine zuldssige Losung. Diese
Aussage folgt unmittelbar aus dem EinschlieBungssatz (Satz 2.5).

Im Folgenden formulieren wir zwei wichtige Sétze. Erinnert sei v.a. fiir den EinschlieBungs-
satz nochmals daran, dass wir von einem primalen Maximierungsproblem ausgehen. Beweise
zu den Aussagen findet man z.B. in Neumann und Morlock (2002, S. 76 ft.).

Satz 2.5 (EinschlieBungssatz):

a) Seien x eine zuldssige Losung von (2.15) und w eine zuldssige Losung von (2.16), dann
gilt: F(x) <FD(w), d.h. ¢'x<bTw
b) Fiir optimale Losungen x* und w* von (2.15) bzw. (2.16) gilt: F(x*) = FD(w*).
¢) Aus a) und b) ergibt sich der so genannte EinschliefSungssatz:
F(x) < F(x*) = FD(w*) < FD(w)

Satz 2.6 (Satz vom komplementiiren Schlupf):

Gegeben seien ein LP (2.15) mit p Variablen und m Nebenbedingungen. Durch Einfiihrung
von Schlupfvariablen Xp4i (i=1,....m) gehe (2.15) iiber in die Normalform (2.15)’. Entspre-
chend gehe (2.16) durch Einfithrung von Schlupfvariablen wy,,; (j=1.....p) iiber in (2.16)’,
d.h. eine Modifikation von (2.16) mit Gleichheitsrestriktionen.

Eine zuldssige Losung x* von (2.15)’ und eine zuldssige Losung w* von (2.16)’ sind genau
dann optimal, wenn gilt:

xj“~w*m+j =0 firj=1,..p und w;"-x;+i =0 firi=1,..m (2.27)

Das bedeutet: Bei positivem xJ* ist der Schlupf in der j-ten Nebenbedingung (2.16) gleich O
und umgekehrt. Bei positivem w¥ ist der Schlupf in der i-ten Nebenbedingung von (2.15)
gleich 0 und umgekehrt.

Bemerkung 2.7: Der Satz vom komplementidren Schlupf stellt einen Spezialfall der Karush-
Kuhn-Tucker-Bedingungen (vgl. Satz 8.8 in Kap. 8.4.1) dar. Er findet bei vielen Losungsver-
fahren unmittelbar Anwendung. Zumeist wird primér darauf geachtet, dass wihrend des
gesamten Verfahrens die Bedingung (2.27) erfiillt ist; erst zum Abschluss erreicht man (falls
moglich) die Zulassigkeit beider Losungen:

Bei primalen Verfahren (wie dem primalen Simplex-Algorithmus oder der MODI-Methode
in Kap. 4.1.3) geht man von einer zulidssigen Losung des primalen Problems aus und ermittelt
stets eine (in Zwischenstadien nicht zulédssige) Losung des dualen Problems, welche die
Bedingungen (2.27) erfiillt.

Bei dualen und primal-dualen Verfahren (wie der Ungarischen Methode fiir lineare Zuord-
nungsprobleme — siehe z.B. Domschke (2007, Kap. 9.1)) startet man hingegen mit einer zul&s-
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sigen Losung des dualen Problems und ermittelt stets eine (in Zwischenstadien nicht zulédssige)
Losung des primalen Problems, welche die Bedingungen (2.27) erfiillt.

Bemerkung 2.8: Geht man von einem primalen Problem der Form (2.11) mit b >0 aus, so
gelten folgende Entsprechungen, die sich aus den bisherigen Ausfiihrungen zur Dualitit
ergeben:

a) Die Schlupfvariablen des primalen Problems korrespondieren mit den Strukturvariablen
des dualen Problems und umgekehrt.

b) Im Optimaltableau des primalen sind auch Variablenwerte fiir eine optimale Losung des
dualen Problems enthalten. Wegen Aussage a) entspricht der Wert der i-ten dualen
Strukturvariablen dem Schattenpreis (siehe Kap. 2.5.3) der i-ten Schlupfvariablen im
primalen Problem. Ebenso gilt, dass der Wert der j-ten dualen Schlupfvariablen den
Reduzierten Kosten der j-ten Strukturvariablen im primalen Problem entspricht.

Siehe hierzu auch Aufg. 2.20 im Ubungsbuch Domschke et al. (2011).

2.5.2 Sonderfille von LPs und ihre Identifikation

Im Folgenden behandeln wir fiinf Sonderfille, die bei der Losung von LPs auftreten konnen.
Wir schildern v.a., woran sie bei Anwendung des Simplex-Algorithmus jeweils erkennbar sind
(man veranschauliche sich die Fille — soweit unten nicht geschehen — graphisch).

(1) Das Problem besitzt keine zuliissige Losung: Es gilt also X = . Man sagt, das Nebenbe-
dingungssystem sei nicht widerspruchsfiei, und spricht von primaler Unzulissigkeit.

Mit dem dualen Simplex-Algorithmus gelangt man zu einer Iteration, bei der man in
Schritt 2 in der Pivotzeile s nur Elemente a;j =0 findet. Das duale Problem besitzt keine
optimale Losung (siehe Fall 2).

Bei der M-Methode wird ein Stadium erreicht, in dem alle Eintrige in der F-Zeile
nichtnegativ sind (also die Losung offenbar optimal ist), sich aber nach wie vor kiinstliche
Variablen y, >0 in der Basis befinden.

(2) Das Problem besitzt keine optimale Losung: Trotz nichtleerer Menge X zuldssiger
Losungen kann keine optimale Losung angegeben werden; jede beliebige zuldssige
Losung ldsst sich weiter verbessern.

Mit dem primalen Simplex-Algorithmus gelangt man zu einer Iteration, bei der in Schritt 1
eine Verbesserungsmoglichkeit des Zielfunktionswertes erkennbar ist, also eine Pivot-
spalte t gefunden wird. In dieser Spalte befinden sich jedoch nur Elemente a}, <0. Durch
eine unbeschrinkte Steigerung von x; lieBe sich auch der Zielfunktionswert beliebig erho-
hen. Man spricht von dualer Unzulissigkeit; das duale Problem besitzt keine zuldssige
Losung (siehe Fall 1).

Ein derartiges unbeschrinktes Problem ohne optimale Losung wird zumeist durch Daten-
bzw. Eingabefehler entstehen. Wiren etwa fiir unser Mischungsproblem in Kap. 2.2 die
Zielfunktionskoeffizienten mit —5 und —7 vorgegeben, so konnte keine optimale Losung
gefunden werden.
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(3) Das Problem besitzt mehrere optimale Basislosungen (man spricht auch vom Fall
parametrischer Losungen oder der dualen Degeneration):
Im Tableau mit der erhaltenen optimalen Losung ist fiir mindestens eine Nichtbasisvaria-
ble der Eintrag in der F-Zeile gleich 0. Wiirde man diese Variable in die Basis aufnehmen,
so erhielte man eine weitere optimale Basislosung. Ferner gilt:
Mit zwei optimalen Basislosungen x! und x? sind auch alle durch Konvexkombination

x=A-x'+(1=2) - x* mit 0<Ai<1

erhiltlichen Nichtbasislosungen optimal.
Den geschilderten Sonderfall bezeichnet man, wie eingangs erwihnt, auch als duale
Degeneration; eine Basisvariable des dualen Problems besitzt den Wert 0.

(4) Das Problem besitzt mindestens eine redundante (d.h. tiberfliissige) Nebenbedingung:

Eine <- Nebenbedingung ist redundant, wenn eine (<-) Linearkombination anderer
Bedingungen dieselbe linke Seite und eine nicht grofere rechte Seite aufweist.

Beispiele: Im Falle zweier Nebenbedingungen x; + x, < 7 und x; + X, <9 ist die zweite
Bedingung natiirlich sofort als redundant erkennbar.

In Abb. 2.11 sind die nicht redundanten Bedingungen x; +x, <100, x, <80 sowie (gestri-
chelt) die redundante Bedingung x;+2x,<200 dargestellt. Eine Addition der beiden
ersten Bedingungen fiihrt zur linken Seite x| +2x, und — gemessen an 200 — der kleineren
rechten Seite 180.

Eine = - Nebenbedingung ist redundant, wenn eine (= -)Linearkombination anderer
Bedingungen dieselbe linke Seite und eine grofere rechte Seite aufweist.

Beispiel: In Abb. 2.11 sind die nicht redundanten X2 A

Bedingungen x| +x,240, x, 220 sowie gestri- 100\

chelt die redundante Bedingung x; +2x,240 N~ N

dargestellt. Eine Addition der beiden ersten 80 >
Bedingungen fiihrt zur linken Seite x;+2x, T~ -
und — gemessen an 40 — der groBeren rechten 60 1 X e
Seite 60. 40\

Die Vernachldssigung einer redundanten Neben- N

bedingung fiihrt nicht zur Erweiterung der 207 -

Menge X der zuldssigen Losungen. | S

Liegt mindestens eine redundante Nebenbedin-
gung vor, so ist der Rang der Koeffizientenma-

20 40~ 60 80 100 X

Abb. 2.11

trix kleiner als m; siche dazu Bem. 2.4.
Bei Anwendung des Simplex-Algorithmus erhélt man u.U. zwei (oder mehrere) Tableau-
zeilen, deren Koeffizienten im Bereich der Nichtbasisvariablen identisch sind.

(5) Primale Degeneration: Ein oder mehrere Basisvariablen einer Basislosung besitzen den
Wert 0; man spricht in diesem Fall auch von einer primal degenerierten Basislosung.

Dieser Sonderfall liegt im R" vor, wenn sich mehr als n Hyperebenen in einem Eckpunkt
des zulédssigen Bereichs X schneiden.
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Abb. 2.12 veranschaulicht eine primale Degeneration (Punkt P) des Rz. Hier handelt es
sich zugleich um einen speziellen Fall der Redundanz. Dem Eckpunkt P entsprechen drei
verschiedene Basislosungen mit X;, X, und jeweils genau einer der drei moglichen
Schlupfvariablen als Basisvariablen. Die in der Basis befindliche Schlupfvariable besitzt
den Wert 0.!!

Abb. 2.13 zeigt analog eine primale Degeneration (Punkt P) des R3 .

Theoretisch besteht fiir den Simplex-Algorithmus die Gefahr des Kreisens innerhalb der
Basislosung eines derartigen Eckpunktes; d.h. es gelingt nicht, den Eckpunkt wieder zu
verlassen. Bland (1977) beschreibt Regeln zur Wahl der Pivotspalte, mit deren Hilfe sich
das Kreisen vermeiden lésst.

| X3 A

X2
~
/)

X1
Abb. 2.12 Abb. 2.13 X1

2.5.3 Reduzierte Kosten, Schattenpreise, Opportunitéitskosten

Wir wollen nun die Bedeutung der Eintrdge in der Ergebniszeile eines Simplex-Tableaus néiher
analysieren. Wir gehen dabei jeweils von einem Tableau mit einer optimalen Basislosung aus;
die Aussagen gelten jedoch grundsitzlich auch fiir Tableaus mit einer nur primal zuldssigen
Basislosung. Bei unseren Ausfithrungen beziehen wir uns zundchst ausschlieBlich auf
Maximierungsprobleme. Zur Veranschaulichung betrachten wir erneut unser Produktionspla-
nungsproblem aus Kap. 2.2, erweitern es jedoch um ein Produkt P; mit den Produktionskoeffi-
zienten 2, 10 und 0 und dem Deckungsbeitrag dbs = 15. Bezeichnen wir die von P5 herzustel-
lende Menge mit x5 und die Schlupfvariablen der Nebenbedingungen mit x4 bis x4, so erhalten
wir das in Tab. 2.16 wiedergegebene Start- sowie Optimaltableau. Das zusitzliche Produkt ist
in der optimalen Losung nicht zur Produktion vorgesehen, so dass wir einige unserer Aussagen
anhand der graphischen Darstellung von Abb. 2.2 veranschaulichen konnen, die wir in Abb.
2.14 erneut wiedergeben.

Definition 2.10: Die Eintrdge unter den Strukturvariablen bezeichnet man zumeist als
Reduzierte Kosten der Variablen, diejenigen unter den Schlupfvariablen als Schattenpreise
der Inputfaktoren.

11 Primale Degeneration tritt bei praktischen LPs sehr hdufig auf. Sie ist, wie auch Dantzig und Thapa (1997,
S. 97) aussagen, die Regel und nicht die Ausnahme. Sie liegt z.B. mit hoher Wahrscheinlichkeit vor, wenn
das Nebenbedingungssystem Gleichungen (etwa Lagerbilanzgleichungen) enthilt.
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X] Xp X3 |X4 X5 Xg | b X] Xp X3 |X4 X5 Xg | b
X421 1 211 100 X4 17311 -1/6 1/2 | 10
X5 6 9 10 1 720 Xy |1 5/3 1/6 -3/2| 30
X6 1 160 X5 1 1 60
F|-10 -20 =15/ 0 0 0 O F 0 0 53[0 53 5 1500 Tab.2.16

Gelegentlich wird fiir beide schlechthin der Begriff Opportunititskosten (OK) verwendet. Wir
werden i.d.R. die in Def. 2.10 verwendeten Bezeichnungen benutzen und im Folgenden
priifen, inwieweit es sich dabei um OK handelt.

OK sind ,,Kosten* im Sinne ,,entgangener Gelegenheiten*; vgl. Ewert und Wagenhofer (2005,
S. 117). Sie stellen hinsichtlich der Inputfaktoren ein Maf fiir den Nutzen (Deckungsbeitrag,
Gewinn etc.) dar, der nicht realisierbar ist, weil der zur Herstellung eines oder mehrerer Giiter
eingesetzte Faktor einer alternativen Verwendung zugefiihrt wird. Im Hinblick auf Produkte
(Produktionsalternativen) gilt: Verwirklicht man eine Alternative, so muss gegebenenfalls auf
die Realisierung einer anderen und die Erzielung des damit verbundenen Nutzens verzichtet
werden. Dieser Nutzenentgang kann der verwirklichten Alternative als ,,Kosten* angelastet
werden.

Wie in der Literatur iiblich, wollen wir im Folgenden zwischen input- und outputorientierten
OK unterscheiden; vgl. zu den folgenden Ausfiihrungen v.a. Domschke und Klein (2004).

Definition 2.11:

a) Ausgehend von einer optimalen Losung, bezeichnet man die geringstmogliche Reduktion
des Zielfunktionswertes, die sich durch die alternative Verwendung von A, ME des Input-
faktors i ergibt, als inputorientierte OK (i-OK) des Faktors i.

b) Ausgehend von einer optimalen Losung, stellen outputorientierte OK (0-OK) eines
Produktes P; eine Bewertung der Faktorkapazititen dar, die zur Herstellung von @, zusitz-
lichen ME von P; erforderlich sind. Sie entsprechen der kleinstméglichen Reduktion des
Zielfunktionswertes, der sich durch die Reservierung (Freihaltung) von Kapazitidt zur
Herstellung von <I)j (zusitzlichen) ME des Produktes ergibt.

Analog zu OK lassen sich Opportunititsnutzen (ON) definieren.

Definition 2.12:

a) Ausgehend von einer optimalen Losung, bezeichnet man die groftmogliche Erhohung des
Zielfunktionswertes, die durch die Bereitstellung von A, zusitzlichen ME des Faktors i
entsteht, als inputorientierten ON (i-ON) von i.

b) Ausgehend von einer optimalen Losung, erhalten wir einen outputorientierten ON
(0-ON) durch Reduktion der herzustellenden Menge von Pj um <I)j ME und Freigabe der
fir diese Menge erforderlichen Kapazititen zur dann bestmoglichen anderweitigen
Nutzung.
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Bemerkung 2.9: Insbesondere hinsichtlich 0-OK und 0-ON bedarf es einer Prizisierung. In
beiden Fillen geht man von einem Problem P mit xJ?" fir P; in der optimalen Losung aus.
a) Lost man nun ein Problem 7’ mit der Zusatzforderung X = xJ?“ + (Dj , so gilt:
0-OK =F(P) - (F(P’) - d)j . dbj)
b) Lost man andererseits ein Problem P’ mit der Zusatzforderung X < XJ?" -P ;5 S0 gilt analog:
0-ON =F(P’) — (F(P) - (I>j . dbj)
In der Literatur werden OK und ON i.d.R. im Sinne von Grenzopportunititskosten bzw.
-nutzen definiert; man geht also von hinreichend kleinen (marginalen) Anderungen A; bzw.
(I)j aus. Wir wollen uns im Folgenden ebenfalls darauf beschrinken, wobei im obigen Produk-
tionsplanungsbeispiel jeweils von der Verdnderung von 1 ME ausgegangen werden kann.

Beispiele:

® Bei eciner alternativen Verwendung von A, = 1 ME des Rohstoffes verschiebt sich diese
Bedingung nach links. In der dann optimalen Losung werden von P genau 1/6 ME weniger
als in der bislang betrachteten hergestellt. Dadurch reduziert sich der Zielfunktionswert um
é - 10 =5/3; die i-OK sind somit 5/3.
Bei Erhohung der Rohstoffkapazitit ldsst sich die Menge von Py um 1/6 steigern; somit ist
auch der i-ON des Faktors 5/3.

® Eine Reduktion oder Erh6hung der Maschinen- X, A
kapazitit um 1 KE hat dagegen keine Auswir-
kung auf den Zielfunktionswert. Man erkennt, Maschine
dass i-OK und i-ON eines in der optimalen g0

Losung nicht knappen Faktors den Wert O AN Montage

I

~ F(x*)

~

besitzen.
e Produkt P; wird in der optimalen Losung nicht 40
hergestellt. Wird von den Inputfaktoren Kapa- X

zitdt fiir die Produktion von x5 = 1, néimlich 2, Rohstoff

—

20 40 60 80 100\ X,

10 bzw. 0 ME, reserviert, so fiihrt dies zu einer
Linksverschiebung der Maschinen- und der
Rohstoffrestriktion, wobei (bei diesem Aus- Abb. 2.14
maf} der Veridnderung) nur Letztere bedeutsam

ist. Sie bewirkt eine Reduktion des Zielfunktionswertes um % -10 =50/3.

Ein ON lésst sich, da P5 in der Ausgangslosung nicht produziert wird, nicht angeben. Seine
Ermittlung wiirde aber v.a. dann niitzlich und sinnvoll sein, wenn fiir das Produkt eine
explizit vorgegebene und in der optimalen Losung genau realisierte unter Schranke A5 exis-
tiert.

e Zur Berechnung der 0-OK von P; ergiinzen wir im Ausgangsproblem die Nebenbedingung
x; 231 und erhalten den neuen optimalen Zielfunktionswert F = 1496%. Es ergeben sich
0-OK von 1500 — (14965— 10) =40/3. Der Deckungsbeitrag db; = 10 ist von F zu subtra-
hieren, da bei der Neuoptimierung dieser Wert fiir die 31. ME in F eingegangen ist.
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Losen wir umgekehrt ein Problem mit der Zusatzforderung x; <29, so wird Rohstoftkapa-
zitédt zur Produktion von x5 = 3/5 ME frei. Wegen dbs = 15 fiihrt dies zu einem 0-ON von 9.
Stiinde im Optimierungsproblem wie in Kap. 2.2 das Produkt P5 nicht zur Disposition, so
besilBe der o-ON von P; den Wert 0; die frei werdende Kapazitit bliebe wegen der Monta-
gerestriktion von P, ungenutzt.

Bemerkung 2.10: Hinsichtlich der Eintrdge in der Ergebniszeile eines optimalen Simplex-
Tableaus gelten unter der Einschrinkung, dass keine primal degenerierte Basislosung vorliegt,
die folgenden Aussagen:

a) Die Schattenpreise stellen zugleich i-OK und i-ON der Inputfaktoren dar.

b) Die Summe ,,Reduzierte Kosten + Stiickdeckungsbeitrag® der nicht in der Basis enthal-
tenen Strukturvariablen stellt 0-OK dar.

¢) Die Reduzierten Kosten von in der Basis enthaltenen Strukturvariablen sind 0 und stimmen
i.d.R. nicht mit den 0-OK und dem 0-ON des betreffenden Produkts iiberein.

d) Interessiert man sich nicht allein fiir marginale Anderungen von Input- bzw. Output-
mengen, so geben Sensitivitdtsanalysen, wie wir sie in Kap. 2.5.4 durchfiihren, Auskunft
iiber den Giiltigkeitsbereich der OK bzw. des ON.

Bei primaler Degeneration (siehe Fall (5) in Kap. 2.5.2) entsprechen einem optimalen
Eckpunkt des zuldssigen Bereichs mehrere zuldssige Basislosungen, eine Teilmenge davon
stellt zugleich eine optimale Basislosung dar. Fiigt man z.B. unserem Produktionsplanungs-
problem mit zwei Produkten die Nebenbedingung x| +3x, <210 hinzu, so verlduft diese wie
die Rohstoff- und die Montagerestriktion durch den optimalen Eckpunkt. In ihm existieren
dann drei zuldssige Basislosungen, von denen zwei aufgrund der Eintrédge in der Ergebniszeile
als optimal erkannt werden. Reduzierte Kosten und (in diesem kleinen Beispiel allein die)
Schattenpreise sind nicht mehr eindeutig. Die Ermittlung der ,richtigen* inputorientierter OK
und ON wird wesentlich aufwendiger als im nichtdegenerierten Fall; denn es gilt laut Akgiil
(1984) oder Gal (1997):1?

e Die i-OK eines Faktors i entsprechen dem Maximum der Schattenpreise dieses Faktors in
samtlichen Optimaltableaus.
® Der i-ON eines Faktors i entspricht dem Minimum der Schattenpreise dieses Faktors in

sdmtlichen Optimaltableaus.

Fiir outputorientierte OK und ON lassen sich lediglich untere bzw. obere Schranken ermitteln.

Bemerkung 2.11 (Verwendung von OK und ON als Preisunter- bzw. -obergrenzen):

Hinsichtlich der Inputfaktoren entsprechen, sofern die Bereitstellungskosten der Faktoren
nicht in die Deckungsbeitrige des betrachteten Modells eingeflossen sind, die i-OK unmit-
telbar einer Preisuntergrenze und der i-ON einer Preisobergrenze, die bei Verduferung bzw.
Zukauf von Kapazitit von Bedeutung sein konnen. Es lassen sich folgende Aussagen treffen:

o Ubersteigt der Erlos bei VerduBerung (oder Vermietung) von Kapazitiiten eines Faktors die
entsprechenden i-OK (Preisuntergrenze), so erzielt man durch diese alternative Verwendung

12 Vgl. allgemein zu Degeneration und Schattenpreisen auch Gal (1986).
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einen hoheren Gesamtdeckungsbeitrag als durch Herstellung eigener Produkte. In diesem
Fall kann es sinnvoll sein, auf den Absatz eigener Produkte zu verzichten.

e Sind Beschaffungskosten fiir zusitzliche KE einer knappen Ressource niedriger als der
zugehorige i-ON (Preisobergrenze), so fiihrt ihr Erwerb zu einer Erhohung des Gesamt-
deckungsbeitrags. Dann kann es zweckméiBig sein, Kapazititserweiterungsmafinahmen zu
priifen.

Die Aussagen gelten, wenn aufgrund der zu modellierenden Entscheidungssituation keine
Bewertung (Anrechnung variabler Kosten) von Inputfaktoren im Rahmen der verwendeten
Deckungsbeitrige vorzunehmen ist. Diesen auch in der Controllingliteratur nur unzureichend
behandelten Aspekt verdeutlichen wir anhand unseres Produktionsplanungsbeispiels. Dazu
nehmen wir an, dass der Rohstoff nicht vorritig ist, sondern zunédchst zum Preis von 1 GE
erworben werden muss. Beim (bisherigen) Lieferanten konnen bis zu 720 ME beschafft wer-
den. Somit fiihrt der Verzehr des Rohstoffs zu variablen Kosten, die die Deckungsbeitrige auf
4, 11 bzw. 5 reduzieren. Die optimale Losung entspricht in diesem Falle der unseres Ausgangs-
beispiels. Fiir die Rohstoffrestriktion erhalten wir nun i-OK und i-ON in Héhe von 2/3. Die
relevanten Preisunter- bzw. -obergrenzen sind dann 2/3+1. Sie entsprechen also in der Summe
den im Ausgangsbeispiel ermittelten 5/3. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass durch die
situationsabhingige, unterschiedliche Bewertung bei der Modellierung ungleiche optimale
Losungen und somit Preisgrenzen resultieren konnen.

Fiir die Outputfaktoren (Produkte) gelten die folgenden grundsitzlichen Aussagen:

® Jede zu produzierende ME eines in der optimalen Losung nicht enthaltenen Produkts P; ver-
drangt zumindest Anteile von dort enthaltenen Produkten. Eine Aufnahme von P; in das
Programm ist grundsitzlich nur dann lohnend, wenn der Stiickdeckungsbeitrag die 0-OK
iibersteigt.

¢ Durch jede von einem in der optimalen Losung enthaltenen Produkt P; mehr zu fertigende
ME verringern sich Anteile anderer in der optimalen Losung befindlicher Produkte. Die
0-OK dieser Produkte P; entsprechen mindestens der Hohe ihres Deckungsbeitrages. Durch
die Erhohung der Fertigung von P; sinkt der Zielfunktionswert oder bleibt (bei dualer Dege-
neration) bestenfalls auf gleicher Hohe.

Auch bei einem Minimierungsproblem kann man die Eintrdge unter den Struktur- bzw.
Schlupfvariablen als Reduzierte Kosten bzw. Schattenpreise bezeichnen. Minimierungs-
probleme sind zu 16sen, wenn die Absatz- oder Erlosseite nicht beeinflussbar ist. Gesucht ist
z.B. die kostenminimale Erstellung eines Produktionsprogramms, die kostengiinstigste
Mischung einer Futterration, die transportkostenminimale Belieferung von Kunden mit vorge-
gebenen Liefermengen usw.

Wir betrachten hierzu die Losung des Mischungsproblems aus Kap. 2.2 und erweitern es um
eine dritte Futtermittelsorte S;, deren einzusetzende ME wir mit x5 bezeichnen. Wir 16sen das
Problem als Maximierungsproblem. Auf der linken Seite von Tab. 2.17 ist das Starttableau fiir
den dualen Simplex-Algorithmus wiedergegeben, dem die noch nicht geschilderten Daten
(Koeffizienten, Kosten) der dritten Sorte entnehmbar sind. Rechts daneben befindet sich das
Optimaltableau.
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BV | X; X3 X3|X4 X5 Xg| b BV | X] X2 X3 | X4 X5 Xg| b
5 2 1
Xg =2 -1 =2 1 6 x; |1 212 )
Xs =2 —4 -3 1 12 x TS S 2
3 3 3
20 4 4
X6 -4 -2 1 —4 X6 —3 E _E 1 4
F 5 7 9,0 0 0 0 F [0 0 g 1 % 0 |24 Tab.2.17

Eintrdge unter den Schlupfvariablen (Schattenpreise): Sie stellen die kostenméfBigen Werte
jeder Einheit der Mindestanforderungen (beim Mischungsproblem Nihrstoffgehalte) dar.
Erhoht (senkt) man die Anforderungen um eine Einheit, so steigen (sinken) die Kosten um den
angegebenen Wert; sie lassen sich als OK dieser Forderungen interpretieren.

Eintrdge unter den Strukturvariablen (Reduzierte Kosten): Nichtbasisvariablen besitzen einen
positiven Eintrag (sieche Futtermittelsorte S3). Die Differenz ,,Kosten — Reduzierte Kosten®, bei
S3 mit dem Wert 9-5/2, ldsst sich als ON einer ME einer nicht in der optimalen Losung
befindlichen Sorte interpretieren.

Basisvariablen besitzen den Eintrag 0. Die anderweitige Verwendung einer ME der betreffen-
den Sorte und der Ersatz dieser ME durch eine andere Sorte fiihrt jedoch — auller bei paramet-
rischer optimaler Losung — zu einer Kostensteigerung. Die Reduzierten Kosten sind somit
i.d.R. weder mit den OK noch mit dem ON identisch.

2.5.4 Sensitivititsanalyse

Unter Sensitivitiits- oder Sensibilitéitsanalyse versteht man das Testen der optimalen Losung
eines Optimierungsmodells auf Reaktionen gegeniiber Verdnderungen der Ausgangsdaten. Zu
diesen zéhlen die Zielfunktionskoeffizienten c; sowie die rechten Seiten b, und die Koeffizi-
enten a;; der Nebenbedingungen. Im weiteren Sinne gehdrt auch der Test der optimalen
Losung im Hinblick auf weitere Entscheidungsalternativen (zusitzliche Strukturvariablen des
Problems) zur Sensitivititsanalyse.

Im Folgenden beschiftigen wir uns in Kap. 2.5.4.1 bzw. 2.5.4.2 mit der Frage, um welchen
Wert ein einzelner Koeffizient ¢. bzw. ein einzelnes bi eines LPs verindert werden kann, ohne
dass die (bisherige) optimale Losung ihre Optimalitéitseigenschaft verliert. Kap. 2.5.4.3 enthilt
Aussagen hinsichtlich der Hinzunahme weiterer Entscheidungsalternativen.

Untersucht man entsprechend die gleichzeitige Wirkung zweier oder mehrerer Parameter, so
spricht man von parametrischer Sensitivititsanalyse oder von parametrischer Optimierung.
Aus Platzgriinden verzichten wir auf Ausfilhrungen hierzu und verweisen stattdessen auf
Beisel und Mendel (1987), Dantzig und Thapa (1997), Ellinger et al. (2003, Kap. 4) sowie
Taha (2007, S. 131 ff.). Beispiele zur parametrischen Optimierung findet der Leser auch in
Reichmann (2006, S. 224 ff.); siehe ferner Aufg. 2.21 im Ubungsbuch Domschke et al. (2011).
Mit genereller Unsicherheit hinsichtlich der Daten eines LPs beschiftigt sich die stochastische
lineare Optimierung; vgl. Birge und Louveaux (1997). Im Bereich der robusten Optimie-
rung interessiert man sich fiir Losungen, die auch bei Verdnderung mehrerer Daten noch
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zulédssig und hinsichtlich ihrer Giite ,,akzeptabel sind; siehe hierzu Dinkelbach und Kleine
(1996) oder Scholl (2001).

Bei sdmtlichen Analysen gehen wir davon aus, dass ein Maximierungsproblem in der Form
(2.11) mit (zunédchst) p Variablen und m Nebenbedingungen gegeben ist. Ferner unterstellen
wir, dass keine Degeneration Vorliegt.13 Wir erldutern die Vorgehensweisen und Ergebnisse
jeweils anhand unseres Produktionsplanungsproblems mit zwei Produkten aus Kap. 2.2. In
Abb. 2.15 ist das Problem erneut graphisch veranschaulicht. Tab. 2.18 zeigt das Ausgangs- und
das Optimaltableau.

X] Xp | X3 X4 X5 | bj X] Xp|X3 X4 X5 | b;
X401 1 ]1 100 X3 1 -1/6 12| 10
X5 6 9 1 720 Xy | 1 1/6 -3/2] 30
X6 1 1160 X5 1 1 60
F|-10 =200 0 0 0] O F 0 00 53 5 [1500 Tab.2.18

2.5.4.1 Anderung von Zielfunktionskoeffizienten

Wir wollen priifen, in welchem Bereich [¢| —¢, , ¢ + cﬁ] sich der Zielfunktionskoeffizient c;
andern darf, ohne dass die optimale Basislosung ihre Optimalititseigenschaft verliert; d.h.

ohne dass ein Basistausch erforderlich wird.

Bei der Ermittlung des Intervalls ist zu unterscheiden, ob x; Nichtbasis- oder Basisvariable ist.
Im ersten Fall gestaltet sich die Untersuchung sehr einfach, im zweiten ist sie wesentlich
aufwendiger.

1. Ist x, Nichtbasisvariable mit den aktuellen Reduzierten Kosten ¢, , so gilt ¢, = e und
CI =Cp-
¢y = oo bedeutet, die Variable xy in dem von uns betrachteten Maximierungsproblem mit
einer betragsmifig beliebig groBen, negativen Zahl zu bewerten. Damit bleibt die Variable
natiirlich stets Nichtbasisvariable. Beispielsweise werden bei der M-Methode die kiinstli-
chen Variablen mit —M bewertet. Die Richtigkeit von clt = ¢} liberlegt man sich z.B. leicht
anhand des obigen Produktionsplanungsproblems.

2. Ist xi Basisvariable und sind a;-, b; und c! die aktuellen Koeffizienten im Optimaltableau,
dann haben die Elemente des Zeilenvektors a';(k) (der Zeile o(k), in der die Basisva-
riable x; steht) und die Eintragungen cJ'. der F-Zeile Einfluss auf den Schwankungsbereich.
Es gelten folgende Aussagen:

13 Siehe zur Sensitivititsanalyse bei Degeneration v.a. Gal (1986).



Kapitel 2.5: Dualitéit und Analyse von LP-Lésungen 45

o .
oo es ex. kein A5(k),j >0 mitj#k

c, =9 . ¢
k mm{ - )

alle Spalten j #k mit a'G(k) i O} sonst
o(k).j ’

oo es ex. kein AGk,j < 0 mitj=k

+ 1
Cp =19 . ¢
k min {— T J

alle Spalten j #k mit a'c(k) i< 0} sonst
o(k).j ’

Bei diesen Berechnungen ist es bedeutsam, jeweils die Variable und deren Quotienten
cJY / a'G(k) jzu ermitteln, bei der zuerst ein negativer Eintrag in der F-Zeile auftreten wiirde.

Begriindung: Xzﬂ

Soll der Zielfunktionskoeffizient einer Basisvari- 100\

ablen x, um A gesenkt werden, so entspricht dies Maschine

einer Eintragung von +A fiir x;_in der F-Zeile des g0

Optimaltableaus. Wenn x;. Basisvariable bleiben N Montage

und ein neues Optimaltableau erzeugt werden 60

]

~ F(x*)

~

soll, so muss durch Subtraktion des A -fachen der
Zeile o(k) von der F-Zeile dort wieder der X
Eintrag 0 hergestellt werden. Dabei diirfen die 2 -
Reduzierten Kosten bzw. Schattenpreise der
Nichtbasisvariablen nicht negativ werden, d.h. es 2'0 4‘0 6IO 8|0 1 00\

Rohstoff

T—

Xy

—a' A 2> u 1= i
muss ¢; —ag ) A 2 0 fiirallej=1,...,n sein.

Fiir negative a’c(k) j ist diese Ungleichung stets Abb. 2.15

erfiillt. Daher bleibt A < Cj/ac(k),j fiir alle j = 1,...,n mit A5(k),j >0 zu fordern.

Bei Erhohung von ¢ um A erfolgt in der F-Zeile ein Eintrag von —A; das A-fache der Zeile
o(k) ist zur F-Zeile zu addieren. Somit sind fiir die Ermittlung von cﬁ alle a’G(k) j<0 zu
beriicksichtigen.

Fiir unser Produktionsplanungsproblem erhalten wir als Spielraum fiir die Zielfunktionskoeffi-
zienten der Strukturvariablen x; und x, (sie sind in der optimalen Losung Basisvariablen):

¢ = g é =10 ¢t =_5/(_§) =10/3
¢, =5/1=5 5 = oo
Fiir die Zielfunktionskoeffizienten der Schlupfvariablen ergibt sich:
= 5/% =10 c} =(- %)/(— é) =10
Cy =00 cz =5/3
cg = oo c;r =5

Das Ergebnis ldsst sich z.B. fiir den Koeffizienten c3 wie folgt interpretieren (vgl. Abb. 2.15):

Bei einer Prdmie von c; =10 GE fiir jede ungenutzte KE der Maschine kann auf die
Herstellung von Produkt P; verzichtet werden; x, = 60, x3 = 40, x4 = 180, x; = x5 = 0 wiire



46 Kapitel 2: Lineare Optimierung

dann ebenfalls eine optimale Losung. Bei einer Primie von mehr als 10 GE (bis 19.99 GE)
wire sie zugleich die einzige optimale Losung. Ab einer Pramie von 20 GE sollte die gesamte
Maschinenkapazitit ungenutzt bleiben; optimal ist dann x5 = 100.

Bei Strafkosten von ¢y = 10 GE pro ungenutzter KE der Maschine kann ebenso gut die
Losung x; = 60, x, = 40, x5 = 20, X3 = x4 = 0 gewihlt werden. Bei hoheren Strafkosten ist dies
zugleich die einzige optimale Losung.

2.5.4.2 Anderung von Ressourcenbeschrinkungen

Wir wollen nun untersuchen, in welchem Bereich [bk_bi ,bk+bl] eine (Ressourcen-)
Beschrinkung by bei Konstanz aller iibrigen Parameter variiert werden kann, ohne dass die
aktuelle optimale Basislosung die Optimalititseigenschaft verliert, d.h. ohne dass ein Basis-
tausch erforderlich wird. Fiir simtliche Werte des zu bestimmenden Intervalls sollen optimale
Losungen dieselben Basisvariablen besitzen; deren Werte diirfen jedoch in Abhédngigkeit von
by variieren. 14

Die Variation der rechten Seite beeinflusst die Schlupfvariable15 der k-ten Nebenbedingung,
also die Variable xp,. Ist sie Basisvariable, so konnte sie durch Verinderung von by diese
Eigenschaft verlieren; ist sie Nichtbasisvariable, so konnte sie (oder eine andere Variable)
dadurch Basisvariable werden. Somit sind, setzen wir q := p + k, die folgenden beiden Fille zu
unterscheiden:

L. Ist x, Basisvariable, so gilt b, = x und b;(r = oo,
Fiir unser Beispiel gilt in Restriktion (2.7) (x3 ist Basisvariable): b = 10, bT =00
2. Ist Xq Nichtbasisvariable und sind a'i-, bi und c! die aktuellen Koeffizienten im Optimal-

tableau, dann haben die Elemente des Spaltenvektors a' und der rechten Seite b' Einfluss
auf den Schwankungsbereich. Es gelten folgende Aussagen:

oo falls kein a; q > () existiert
bo=1 . [bi]. .
k min{— |i= 1,..,mmita!_ >0 sonst
a' 1q
1q
oo falls kein a'i q <0 existiert
b = . by | .
k min{- —— |i= 1,..,mmita! <O sonst
a'iq 1q

Die Formeln lassen sich wie folgt erkléren:

Das Senken von by um b, ist gleichzusetzen mit der Forderung, der Schlupfvariablen x, den

Wert b; zuzuweisen. Der Wert der in der i-ten Zeile stehenden Basisvariablen sinkt damit um

14 Bei Anderungen der Zielfunktionskoeffizienten bleiben innerhalb der im vorigen Kapitel ermittelten
Schwankungsbereiche auch die Werte der Basisvariablen unverindert. Dagegen erfolgt bei Anderung der
rechten Seiten ein ,,gleitender” Ubergang von Variablenwerten bis zu einem Basistausch.

15 Liegt die Nebenbedingung von Anfang an als Gleichung vor, so kann die Argumentation dennoch entspre-
chend erfolgen. Die (in diesem Falle fiktive) Schlupfvariable ist im Optimaltableau stets Nichtbasisvariable.
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a'i q blz, falls a'i q > (0 gilt. Variablen, die in Zeilen mit negativen a‘i q stehen, nehmen mit sinken-
dem by hohere Werte an. Somit determiniert der kleinste Quotient b} /a! q iiber alle a; q> 0 den

Wert von blz.

Das Erhohen von b, um b;: ist gleichzusetzen mit der Forderung, der Schlupfvariablen x,; den
Wert —bI zuzuweisen. Der Wert der in der i-ten Zeile stehenden Basisvariablen sinkt damit

um ‘a'iqbfg

, falls a'i q< 0 gilt. Variablen, die in Zeilen mit positivem a'i q stehen, nehmen mit
steigendem by hohere Werte an. Somit determiniert der kleinste Quotient — b /a! q iiber alle

a'iq <0 den Wert von b;: .

Fiir unser Beispiel gilt in Restriktion (2.8) (x4 ist Nichtbasisvariable):
— 1 + 1

b, = 30/5 =180, b, =- 10/(_8) = 60.

Reduziert man by um mehr als b, = 180, so wiirde x5 fiir x; in die Basis gelangen; erhoht man
b, um mehr als bJZr = 60, so wiirde x, fiir x5 in die Basis kommen.

Fiir b, erkennt man dessen maximalen Wert 180, wenn man aufgrund des Optimaltableaus in
Tab. 2.18 folgende dquivalente Gleichungssysteme betrachtet:

1, 1,—
X3 - 6 b2 = 10 X3 = 10 + 6 b2

1, - 1,—
X + 3 b2 = 30 X = 30 - 3 b2
X2 = 60 X2 = 60

In Restriktion (2.9) (x5 ist Nichtbasisvariable) gilt: by = min {20,60} =20 und b;r = 20.

Reduziert man b3 um mehr als by = 20, so wiirde x4 fiir x3 in die Basis gelangen; erhtht man
b3 um mehr als b;r =20, so wiirde x5 fiir x; in die Basis kommen.

2.5.4.3 Zusditzliche Alternativen

Nach dem Losen eines LPs kann es nicht nur von Interesse sein, die Auswirkungen von
Dateninderungen auf die optimale Losung zu untersuchen. Denkbar ist auch, dass man
tiberpriifen mochte, ob die Hinzunahme weiterer Entscheidungsalternativen (z.B. weiterer
Produkte in einem Modell der Produktionsprogrammplanung) den Zielfunktionswert zu
verbessern gestattet.

Die Dualititstheorie der linearen Optimierung bewirkt, dass die Hinzunahme weiterer
Entscheidungsvariablen i.d.R. nicht dazu fiihrt, dass das gesamte (erweiterte) Problem voll-
stindig neu gelost werden muss; vgl. z.B. Kimms (1999) sowie Domschke und Klein (2004).

Zur Begriindung der Aussage gehen wir davon aus, dass das zunidchst geloste (Maximie-
rungs-) Problem p Strukturvariablen und m Nebenbedingungen besitzt. Dem Simplextableau,
das die optimale Losung des primalen Problems enthilt, entnehmen wir zugleich optimale
Werte (w#,...,w} ) der m Dualvariablen. Besitzt eine neu hinzukommende Entscheidungs-
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variable x; den Koeffizientenvektor a; = (ajj,...,ap;) und den Zielfunktionskoeffizienten c;, so
fiihrt ihre Hinzunahme im (zu minimierenden) dualen Problem zur Nebenbedingung

AW + .+ AWy > ¢ bzw. mit Schlupfvariable w,,,; zu

AW + o+ AW — Wit = G
Der Wert der Schlupfvariablen w,,,; stellt die Reduzierten Kosten der durch die Variable x;
reprasentierten Alternative i dar. Ist fiir den Vektor (w*, ...,Wr";l) der Wert w__.>0 bzw.
w_ . .<0, so fiihrt die Hinzunahme von x; zu einer Verschlechterung bzw. Verbesserung des

Zire]:nlgulnktionswertes. Dabher sind bei der Ermittlung einer optimalen Losung nur Variablen x;
mit negativen Reduzierten Kosten zu berticksichtigen.

Eine dem bisherigen Optimaltableau hinzuzufiigende Spalte erhilt man leicht mit Hilfe eines
Rechenschrittes des revidierten Simplex-Algorithmus, den wir in] Kap. 2.6.2 beschreiben.
Seien B die Basismatrix der bisherigen optimalen Losung und B = deren Inverse, so erhilt

man den dem Tableau hinzuzufiigenden Spaltenvektor fiir x; durch die Multiplikation

B_l{ E }

Beispiel: Im Rahmen unserer Produktionsplanung bestehe die Moglichkeit, alternativ oder
zusitzlich Produkte P; und/oder P, herzustellen. Mit P3 (bereits in Kap. 2.5.3 eingefiihrt)
erziele man einen Deckungsbeitrag von 15 GE, mit P4 von 35 GE pro ME. Die Produktionsko-
effizienten seien jeweils 2 beim Rohstoff, 10 bzw. 18 bei der Maschinenrestriktion und O bei
der Montagerestriktion.

Fiir P; bzw. P, ergeben sich im dualen Problem folgende Nebenbedingungen:
2w1 + 10w2+0w32 15 bzw. 2w1+ 18W2+0W3235 (2.28)

Die optimalen Werte der Dualvariablen des bisherigen Problems mit zwei Produkten (Eintrige
unter den Schlupfvariablen in der Ergebniszeile des Simplextableaus) sind w* =0,
wh =5/3und wy =5.

Eingesetzt in (2.28) und ergidnzt um _

13 e
Schlupfvariablen w, bzw. ws, erhdlt ! 05 3 0 2 3
man die Gleichungen 50/3-w, =15 X 0 0 1 0 18 0
bzw. 30 -Ws= 35, also Reduzierte 1 1 =

X3 1 — = 0 0 -1
Kosten von wy =5/3 bzw. ws=-5. P; 6 2
fithrt somit nicht zu einer Losungsver- Elo 2 5 1 _35 _5

3 4 L7727 L

besserung. Fiir P, ist dem bisherigen -
Optimaltableau der rechts ermittelte
Spaltenvektor hinzuzufiigen, wodurch das so erweiterte Tableau seine Optimalitidtseigenschaft
verliert.

Die geschilderte Vorgehensweise stellt eine vereinfachte Form der Spaltengenerierung dar;
vgl. dazu Bem. 2.13 in Kap. 2.6.2.
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2.6 Modifikationen des Simplex-Algorithmus

Im Folgenden beschiftigen wir uns zunédchst mit der Beriicksichtigung unterer und oberer
Schranken fiir Variablen. Wihrend untere Schranken durch geeignete Modellierung (Bildung
und Losung eines modifizierten Problems) beriicksichtigt werden konnen, lassen sich obere
Schranken implizit durch Modifikation des Simplex-Algorithmus einbeziehen.

In Kap. 2.6.2 beschreiben wir die Vorgehensweise des revidierten Simplex-Algorithmus.

2.6.1 Untere und obere Schranken fiir Variablen

Wir beschiftigen uns mit der Frage, wie Beschrinkungen )”j < X <X, einzelner Variablen x;
bei der Losung linearer Optimierungsprobleme mit moglichst geringem Rechenaufwand

beriicksichtigt werden kénnen.

Untere Schranken kj lassen sich durch Variablentransformation ij = X —7\.j bzw. Xj = ij +
Xj beriicksichtigen.

Beispiel: Aus dem im linken Rahmen dargestellten Problem mit den unteren Schranken
x1220 und x,2 10 entsteht durch Substitution von x; := X + 20 sowie X, := X, + 10 das
rechts wiedergegebene LP.

Maximiere F(x{,Xy) = X; +3X, Maximiere F(X;,X,)=X; +3X, +50
unter den Nebenbedingungen unter den Nebenbedingungen
X;] + 2% <80 X; + 2%, £ 40
2X1 + X, < 100 2X; + X, £ 50
X1 220 und x, > 10 X1,Xp 2 0

Die optimale Losung dieses Problems ist X; = 0 und X, = 20 mit F(X;,X,) = 110. Durch
Riicksubstitution erhdlt man die zugehorigen optimalen Werte x; = 20 und x, = 30 des
urspriinglichen Problems.

Obere Schranken lassen sich implizit im Laufe der Anwendung des Simplex-Algorithmus
beriicksichtigen, indem man bei Erreichen der oberen Schranke x. die Variable Xj durch eine
neue Variable ij = k. —x. ersetzt. Die Vorgehensweise des primalen Simplex-Algorithmus
andert sich dadurch in Schritt 2 (Wahl der Pivotzeile s) und in Schritt 3 (Basistransformation).
In Schritt 2 ist dabei v.a. zu beriicksichtigen, dass die zur Aufnahme in die Basis vorgesehene
Variable x; ihre obere Schranke K nicht iiberschreitet. Wird der Wert, den x; annehmen kann,
nur durch ¥, (aber keinen Quotienten b}/ ai, oder — (K; —x;)/al,) beschriinkt, so erfolgt kein
Austausch von x; gegen eine bisherige Basisvariable. Vielmehr wird die Transformation X, :=

K,—X, vorgenommen; X; bleibt Nichtbasisvariable mit dem Wert 0.
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[Eine Iteration des Simplex-Algorithmus mit impliziter Beriicksichtigung oberer Schrankenj

Voraussetzung: Simplextableau mit einer zuldssigen Basislosung mit den aktuellen Koeffizi-
enten a'ij, b'i und cJ! ; obere Schranken Kj fiir einige oder alle Variablen.

Durchfiihrung: Jede Iteration des Simplex-Algorithmus besteht aus folgenden Schritten.

Schritt 1 (Wahl der Pivotspalte t): Wie beim primalen Simplex-Algorithmus in Kap. 2.4.1.2
beschrieben. x; sei die Variable mit dem kleinsten negativen Eintrag ¢} in der Ergebniszeile.

Schritt 2 und 3 (Wahl der Pivotzeile s und Tableautransformation): Berechne q; und q,
wie folgt:

q =1 [b
1 min < —

oo falls kein a}t > () existiert

1

i=1,.,mmit a}, >O} sonst
it

Mit der Erhohung des Wertes von x; wiirde sich der Wert der in einer Zeile i mit a} >0
stehenden Basisvariablen xp; verringern.
oo falls kein a;; <0 existiert

a!

9D =1 i {_ ®B() “*B()
1t

i=1,...,mmit a'it<0} sonst

Bei Erhohung des Wertes von x; wiirde sich der Wert der in einer Zeile i mit a} <0
stehenden Basisvariablen xp;) erhohen, sie darf ihre obere Schranke jedoch nicht tber-
schreiten.

Bestimme q := min {qy, qp, K } und transformiere das Problem und/oder die Basislosung
nach folgender Fallunterscheidung:

Fall 1 (q = q;): Diejenige (oder eine) Basisvariable x, fiir die —’S = q eilt, verlésst die
Basis. Die Transformation erfolgt wie iiblich. At

Fall 2 (q = q; q<(q;): Eine Basisvariable xp erreicht ihre obere Schranke; fiir sie gilt

Kp/o—X
- w = (, . In diesem Fall sind zwei Schritte auszufiithren:
st

Schritt I: Die Variable x5y wird durch )_(B(s) = Kp(s) ~ XB(s) (= 0) ersetzt.

Schritt 2: Die Variable ’_‘B(s) verlésst fiir x; die Basis. Die Tableautransformation erfolgt
wie tiiblich.

Fall 3 (q =5 <q;: q<q,): Die bisherige Nichtbasisvariable x; erreicht ihre obere

Schranke und wird durch X, := 1, — x ersetzt. Diese neue Variable erhdlt den Wert 0; sie

t
bleibt Nichtbasisvariable. Es erfolgt kein Basistausch und damit auch keine Tableautrans-

formation.
kok ok ok ok
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Beispiel: Wir wenden den Algorithmus auf X,
die folgende Probleminstanz an:

Maximiere F(xj, X,) = 3Xy + 5%,

unter den Nebenbedingungen

1I

X] + 2% £ 90 Bed. I
X| + X < 80 Bed. II [
X < 50 Bed. III \\\ o
Xy < 35 Bed. IV \\\
| | —
X1, X > 0 T I l L
b2 40 I 60 80

100\ X
AbD. 2.16

Der Beginn des Losungsganges ist in Tab. 2.19 wiedergegeben; siche zum gesamten Verlauf
auch Abb. 2.16.

X1 Xy X3 X4 b;
X3 1 2] 1 90 X{=Xo; Q) =45,qy =,
X4 1 1 1 80 q= K, =35; (Fall 3)
F -3 -5 0 Tab. 2.19

Die fiir die Aufnahme in die Basis vorgesehene Variable x, erreicht ihre obere Schranke 35.
Sie wird geméB Fall 3 durch X, =35 —x, = 0 substituiert. Dies geschieht durch Einsetzen von
Xy =35 — X, in jede Zeile des Tableaus. X, bleibt zunéchst Nichtbasisvariable.

Xg X, X3 X4 b;
X3 [1] -2 1 20 X¢=X13q) =20, qy = o0,
Xy 1 -1 1 45 K, =50;q=q; =20; (Fall 1)
F -3 5 175 Tab. 2.20

Nun wird gemif Fall 1 die Variable x; fiir x5 in die Basis aufgenommen.

X] X, X3 X4 b;
X] 1 [-2] 1 20 Xy =X53q1=25,qy=(50-20)/2 =15,
X4 1 -1 1 25 Ky, =35;q=qy=15; (Fall 2)
F -1 3 235 Tab. 2.21

In der néchsten Iteration liegt Fall 2 vor. X, soll in die Basis aufgenommen werden. Dabei
erreicht x; ihre obere Schranke Kk = 50. Daher wird zunidchst x; durch X; =50 —x; substi-
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tuiert (erster Teil von Tab. 2.22). Im zweiten Schritt verldsst x; fiir X, die Basis, und man
erhilt ein Optimaltableau (zweiter Teil von Tab. 2.22).

)_(1 )_(2 X3 X4 bi

x| 1 2] | -1 30

X4 1 -1 1 25

F -1 3 235

%, . 1 15

x| -4 - 1 10

F 1 2 250 Tab. 2.22
- 2 2.

Durch Transformation der Variablen X; lésst sich die Optimalldsung x; = 50, x, = 20 mit F =
250 entwickeln. Der Losungsgang fiir das zu betrachtende Problem bliebe unverindert, wenn
wir von vornherein die redundante Nebenbedingung II eliminieren wiirden.

Bemerkung 2.12: Die Vorgehensweise ist auch auf den dualen Simplex-Algorithmus und auf
die M-Methode iibertragbar.

2.6.2 Der revidierte Simplex-Algorithmus

Hat man groere LPs zu 16sen, so wird man dies nicht von Hand, sondern mit Hilfe eines
Computers tun. Vor allem fiir Probleme, deren Variablenzahl n wesentlich groBer ist als die
Anzahl der Nebenbedingungen, eignet sich der im Folgenden erlduterte ,,revidierte Simplex-

Algorithmus* besser als der in Kap. 2.4.1.2 geschilderte primale Simplex-Algorithmus. Wir

skizzieren ihn fiir das folgende Maximierungsproblem in Normalform: 16

Maximiere F(x)=c'x unter den Nebenbedingungen
Ax=b mit x>0
Das Problem besitze n Variablen und m voneinander linear unabhéngige Nebenbedingungen.

Wir gehen aus von einem Simplextableau, wie es in Tab. 2.4 angegeben ist. Dieses mit A
bezeichnete Tableau enthalte die Matrix A, den mit negativem Vorzeichen eingetragenen Ziel-

funktionsvektor ¢', einen Einheitsvektor {0} fiir den als Basisvariable interpretierten Ziel-
1

A 0|b
0

16 Eine ausfiihrliche Darstellung der Vorgehensweise findet man z.B. in Hillier und Lieberman (1997, S. 101
ff.) oder Neumann und Morlock (2002, S. 109 ff.).

funktionswert F, die rechte Seite b sowie 0 als Startwert fir F: A := [ T
-c 1




Kapitel 2.6: Modifikationen des Simplex-Algorithmus 53

Seien nun x]; = Xy s Xy ) sowie F die Basisvariablen einer zu bestimmenden (k-ten)
1 m

Basislosung. Dann enthalte eine Teilmatrix B von A die zugehérigen Spaltenvektoren:

a ...a 0
B := kl km

—Cp ...—Cp 1
k1 km

Die Werte der aktuellen Basisvariablen erhilt man, indem man das Gleichungssystem

XB b " XB _1 b7 .
B- =[ } oder (anders ausgedriickt) =B [ } 16st.
F 0 F 0

Ganz analog erhilt man im Simplextableau fiir die k-te Basislosung unter den Basisvariablen
die erforderliche Einheitsmatrix, indem man B_1 -B bildet. Wenn man sich dies iiberlegt hat,
wird schlieBlich auch klar, dass man durch B_l- A das gesamte neue Tableau, also auch die

neuen Nichtbasisvektoren aJ! , erhalten wiirde.

Die Effizienz des revidierten Simplex-Algorithmus ergibt sich daraus, dass fiir eine Iteration des
primalen Simplex-Algorithmus viel weniger Information erforderlich ist, als ein vollstindiges
Tableau enthilt. Ganz dhnlich wie beim primalen und dualen Simplex-Algorithmus ldsst sich
die Vorgehensweise mit folgenden drei Schritten beschreiben:

Schritt 1 (Bestimmung der Pivotspalte): Man benétigt die Reduzierten Kosten bzw. Schatten-
preise der Nichtbasisvariablen, d.h. die entsprechenden Eintréige in der Ergebniszeile. Diese
erhilt man durch Multiplikation der Ergebniszeile von B_1 mit den urspriinglichen Spalten-

vektoren der Nichtbasisvariablen.

Schritt 2 (Ermittlung der Pivotzeile): Zu bestimmen sind nur der Spaltenvektor der in die
Basis aufzunehmenden Variablen (Pivotspalte) sowie die aktuelle rechte Seite b'. Man
erhélt sie durch Multiplikation von B_1 mit den entsprechenden Spaltenvektoren im

Anfangstableau.

Schritt 3 (Modifikation von B_1 ): Grundsitzlich ldsst sich B_1 jeweils durch Invertieren der
aktuellen Matrix B gewinnen. Dies ist z.B. mit dem GauB-Jordan-Algorithmus durch
elementare Zeilenumformung von (B]|I) in (I|B_l) mit I als m X m-Einheitsmatrix
moglich; vgl. etwa Biining et al. (2000, S. 152 ff.) oder Opitz (2002, S. 277). Da sich B in
jeder Iteration jedoch nur in einer Spalte, der Pivotspalte, verdndert, kann diese Berechnung
entsprechend vereinfacht werden. Siehe hierzu auch Aufgabe 2.18 im Ubungsbuch
Domschke et al. (2011).

Der revidierte Simplex-Algorithmus ist vor allem dann besonders effizient, wenn m wesentlich
kleiner als n ist.
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Beispiel: Wir wollen die Vorge-
hensweise anhand des Produkti-
onsplanungsproblems aus Kap.
2.2 veranschaulichen. Das An-
fangstableau A ist nochmals in
Tab. 2.23 wiedergegeben.

BV  x; x X3 X4 Xs F | b
X3 1 100
X4 9 1 720
X5 60
F -10 =20 O 0 0 0

Tab. 2.23

Die darin enthaltene Basislosung ldsst sich verbessern, indem wir x5 aus der Basis entfernen

und dafiir x, in diese aufnehmen. Die Matrizen B und B~ besitzen folgendes Aussehen:

X2 X3 X4

Xy 1 1 0
X3 9 0 1
B= % 1 0 0
F|-20 0 0

Die Multiplikation von B_1 mit A liefert:

F
0
0
0

1

Xy X3 X4 F X1 Xp X3 X4 X5
X210 0 10 1 1.1 00
X311 0-10 6 9010
X4 [0 190 | 0 1001
F|O0 0201 -10-20 0 0 O

F b;
0 100
0 720
0 60

1

0

(=]

X2
X3
X4

F

oS o O

—_—

X1 X2 X3

0

10
6 0

-10 0

1

0

1
0
0

X4 Xj5
0 1
0-1
1-9
020

F b;
0 60
0 40
0 180
1 1200

Durch Aufnahme von x; fiir x4 in die Basis1 lasst sich die Losung weiter verbessern. Um dies
zu erkennen, ist es nicht erforderlich, B~ vollstindig mit A zu multiplizieren. Es reicht

vielmehr aus, zunidchst die Reduzierten Kosten bzw. Schattenpreise der Nichtbasisvariablen
und anschlieBend die Elemente der Pivotspalte und der rechten Seite (alle fett gedruckt) zu

berechnen.

Fiir die erneute Basistransformation wird zunédchst die neue Matrix B invertiert:

X1 X2 X3
[ 1 11
Xo 6 9 0
B =
X3 0 1 0
F | -10 -20 0

F
0
0
0

1

0

Wi = © N

—_— NW

A, SR

0
0
0

1

Durch die Multiplikation von B_l mit der Matrix A (die im Laufe des Verfahrens unverindert
bleibt) kann das in Tab. 2.24 angegebene Optimaltableau ermittelt werden (vgl. auch Tab. 2.5).
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BV | x; X | X3 X4 X5 | b

X1 1 é —% 30 Optimale Basislosung:

X5 1 1 60 x1 =30, x, =60, x5 = 10;

1 1 .

X3 l _6 E 10 X4=X5=O,F= 1500

F 0 0 0 3 5 1500 Tab. 2.24
Bemerkung 2.13 :
a) Ein GroBteil der Rechenzeit des revidierten Simplex-Algorithmus ist fiir die Bestimmung

b)

)

d)

der Inversen B_l der Matrix B erforderlich. Effiziente Methoden benutzen die so genannte
Produktform der Inversen, vgl. hierzu Winston (2004, Kap. 10.2).

Die Vorgehensweise des revidierten Simplex-Algorithmus ist auch auf den dualen Simplex-
Algorithmus, die M-Methode sowie auf Vorgehensweisen mit impliziter Beriicksichtigung
oberer Schranken (siehe Kap. 2.6.1) iibertragbar. Zur effizienten Losung ,,groler** linearer
Optimierungsprobleme vgl. Nemhauser (1994).

Zur Losung von LPs mit n>>m bedient man sich hédufig auch der Methode der Spaltenge-
nerierung. n>>m bedeutet, dass die Anzahl der Variablen wesentlich groBer ist als die
Anzahl der Restriktionen. Man 18st dabei zunéchst ein Masterproblem mit einer (kleinen =
reduzierten) Teilmenge der Variablen (Spalten). Anhand eines Subproblems lédsst sich unter
Verwendung der Reduzierten Kosten bzw. Schattenpreise der optimalen Losung des
Masterproblems entscheiden, ob zur Optimierung des Gesamtproblems weitere Spalten im
Masterproblem erforderlich sind; vgl. hierzu Winston (2004, Kap. 10.3) oder Martin (1999,
S. 369 ftf.).

Anwendungen dieser Technik sind problemspezifisch. Besonders erfolgreiche Anwen-
dungen gibt es im Bereich der Verschnittoptimierung (vgl. Neumann und Morlock (2002,
Kap. 3.4) oder Winston (2004, Kap. 10.3)) und der Tourenplanung (vgl. Domschke und
Scholl (2010, Kap. 5.4.2)). Siehe zur Verschnittoptimierung ohne Spaltengenerierung auch
die Aufgaben 1.5 und 6.3 im Ubungsbuch Domschke et al. (2011).

LPs besitzen gelegentlich die Eigenschaft, dass alle Variablen und ein Grofiteil der Neben-
bedingungen sich so in Cluster unterteilen lassen, dass Variablen eines Clusters nicht in
Nebenbedingungen eines anderen Clusters vorkommen. Fiir derart strukturierte LPs sind
diese Struktur ausnutzende Dekompositionsverfahren entwickelt worden. Das Dantzig-
Wolfe-Verfahren wird z.B. in Klein und Scholl (2004, Kap. 5.3) und Winston (2004, Kap.
10.4.) ausfiihrlich beschrieben.
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2.7 Optimierung bei mehrfacher Zielsetzung

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit Optimierungsproblemen bei mehrfacher Zielsetzung;
vgl. zu diesem Problembereich z.B. Isermann (1989), Dinkelbach und Kleine (1996) oder Ehr-
gott (2005). Zugehorige Losungsmethoden lassen sich sehr gut anhand der linearen Optimie-
rung veranschaulichen. Wir beginnen mit definitorischen Grundlagen und beschreiben in Kap.
2.7.2 Vorgehensweisen zur Losung von Zielkonflikten.

2.7.1 Grundlagen

Zwei Ziele konnen zueinander komplementir, konkurrierend (kontrir) oder neutral sein.

Hat man z.B. zwei konkurrierende Ziele, so tritt insofern ein Zielkonflikt auf, als mit der
Verbesserung des Zielerreichungsgrades eines Zieles sich derjenige des anderen Zieles
verschlechtert. Das bedeutet, dass es keine Losung gibt, die fiir beide Ziele gleichzeitig ein
Optimum darstellt. Bezeichnet man mit z;‘ den Zielfunktionswert der optimalen Losung eines
zu maximierenden Zieles i und mit z;(x) den bei einer Losung X hinsichtlich i erreichten Wert,
so bildet der Quotient (z;‘ -z,(x))/ z;" den mit x realisierten Zielerreichungsgrad.

Hat man dagegen ausschlieBlich komplementdiire Ziele in einem LP zu beriicksichtigen, so
entsteht kein Zielkonflikt. Die Menge der zuldssigen Losungen enthélt dann zumindest einen
Eckpunkt, der fiir jedes der Ziele ein Optimum darstellt. In diesem Falle spricht man von der
Existenz einer perfekten Losung.

Im Falle der Neutralitdt bleibt von der Verdnderung des Erreichungsgrades eines Zieles derje-
nige der librigen unberiihrt.

Beispiele fiir unterschiedliche Ziele, die bei unserem X, A
Produktionsplanungsproblem (in Kap. 2.2) verfolgt

100 +
werden konnen, sind die Maximierung von: :

Deckungsbeitrag  DB(x;.xy) = 10x; +20x, 807
Absatz A(XI’XZ) = X1 + Xy 60

Umsatz U(x;,xp) = 60x; +40x, 40 -
Maximaler Deckungsbeitrag DB* = 1500 wird im

20 1
Punkt (x,X5) = (30,60) erzielt; hinsichtlich der Ab-

satzmaximierung sind alle Losungen im Intervall ‘ . . .
mit den Eckpunkten (60,40) und (100,0) optimal 20 40 60 80 100 X
mit A* = 100; der maximale Umsatz U* = 6000 Abb. 2.17

ergibt sich im Punkt (100,0); vgl. Abb. 2.17. Somit

sind zumindest die Zielpaare DB und Absatz bzw. DB und Umsatz konkurrierend.

Definition 2.13: Eine Losung zweier konfliktirer Zielsetzungen nennt man Pareto-optimal,
wenn es keine andere Losung gibt, die hinsichtlich beider Ziele nicht schlechter ist.
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Beispiel: In Abb. 2.18 betrachten wir [y \
zu obigem Produktionsplanungsprob- gooo +
lem die Ziele Umsatz- und Deckungs- (60,40)
beitragsmaximierung. Die  dicke
Linie représentiert sdmtliche Pareto-

(X1,X2)=(100,0)

4000 +

optimalen Losungen. Alle sonstigen zuldssige (30,60)
(von diesen dominierten) zulissigen Losungen
Losungen besitzen Zielfunktions- (0,60)

paare, die links bzw. unterhalb der 2000 +
dicken Linie liegen.

| | —
T—

0 500 1000 1500 DB
Abb. 2.18

2.7.2 Vorgehensweisen zur Losung von Zielkonflikten

Wir schildern im Folgenden Moglichkeiten zur Losung von Zielkonflikten. Dabei wird auf
unterschiedliche Weise eine Kompromisslosung ermittelt. Vier einfache Vorgehensweisen sind
Lexikographische Ordnung von Zielen, Zieldominanz, Zielgewichtung sowie Beriicksichti-
gung von Abstandsfunktionen.

2.7.2.1 Lexikographische Ordnung von Zielen

Der Entscheidungstriger ordnet die zu verfolgenden Ziele in
Ziel A: wichtigstes Ziel
Ziel B: zweitwichtigstes Ziel
Ziel C: drittwichtigstes Ziel etc.,
(ausgedriickt durch A » B » C » ...).

Nach Erstellung dieser ,,lexikographischen Ordnung* ist die Vorgehensweise fiir die Schritte 1
bis 3 wie folgt:

Schritt 1: Optimiere das Problem ausschlieflich beziiglich Ziel A. Die Menge der optimalen
Losungen sei Xy4.

Schritt 2: Optimiere das Problem ausschlieflich beziiglich Ziel B, wobei nur X, als Menge
der zulédssigen Losungen betrachtet wird. Die Menge der dabei erhaltenen optimalen
Losungen sei Xp.

Schritt 3: Optimiere das Problem ausschliefflich beziiglich Ziel C, wobei nun nur Xpg als
Menge der zuldssigen Losungen betrachtet wird.

Die Vorgehensweise beriicksichtigt ,,untergeordnete* Ziele nur dann, wenn fiir ,,libergeord-
nete* Ziele der Fall parametrischer Losungen vorliegt.

Fir das Produktionsplanungsproblem erhalten wir dann, wenn Deckungsbeitrags- bzw.
Umsatzmaximierung als das wichtigste Ziel angesehen werden, die umsatzmaximale Losung.
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Bei Absatz » DB » Umsatz bzw. Absatz » Umsatz » DB erhalten wir die Kompromisslosung
(60,40) bzw. (100,0).

Eine (i.d.R. vorzuziehende) Variante der Vorgehensweise der lexikographischen Ordnung
erhdlt man, wenn man bei Optimierung beziiglich eines bestimmten Zieles erlaubt, dass
hinsichtlich der wichtigeren Ziele eine Abweichung vom Optimalwert um einen vorzuge-
benden Prozentsatz erlaubt ist.

Vgl. zur lexikographischen Ordnung auch Aufg. 2.22 im Ubungsbuch Domschke et al. (2011).

2.7.2.2 Zieldominanz

Eines der zu verfolgenden Ziele (i.Allg. das dem Entscheidungstriager wichtigste) wird zum
Hauptziel deklariert und in der Zielfunktion beriicksichtigt. Alle iibrigen Ziele werden zu
Nebenzielen erklart und in Form von <- oder = - Nebenbedingungen beriicksichtigt. Fiir zu
maximierende Nebenziele fiihrt man eine mindestens zu erreichende untere Schranke, fiir zu
minimierende Nebenziele eine hochstens annehmbare obere Schranke ein. Derartige Schran-
ken fiir Nebenziele werden als Anspruchsniveaus bezeichnet.

Ein Problem besteht dabei in Folgendem: Durch ungeeignete (ungiinstige) Schranken fiir
Nebenziele wird unter Umstidnden der Zielerreichungsgrad des Hauptzieles zu sehr beschnitten
oder die Menge der zuldssigen Losungen sogar leer.

Wir betrachten erneut unser Produktionsplanungsproblem: Hauptziel sei die Maximierung des
Deckungsbeitrags.

Die Nebenziele Absatz- und Umsatzmaximierung mit den oben angegebenen Zielfunktionsko-
effizienten mogen durch folgende untere Schranken in das Nebenbedingungssystem eingehen:

Absatz > 95 und Umsatz > 4800

Die optimale Losung des dadurch entstandenen LPs ist: x; = x, =48; DB = 1440, A=96, U =
4800.

Verfolgt man ausschlieflich das Ziel der Deckungsbeitragsmaximierung, so erhdlt man den
DB = 1500 bei einem Absatz A = 90 und einem Umsatz U = 4200.

2.7.2.3 Zielgewichtung

Wir gehen davon aus, dass t Ziele beriicksichtigt werden sollen. Bei der Zielgewichtung
bewertet man die Ziele mit reellen Zahlen

t
A kz,...,kt mit 0 <A, <1;dabei soll 3" A, = 1 gelten.
i=1
Nachteil dieser Vorgehensweise zur Losung von LPs mit mehrfacher Zielsetzung:
Optimale Losung ist bei Anwendung der Zielgewichtung (wie bei einfacher Zielsetzung) ein
Eckpunkt des zuldssigen Bereichs; nur fiir spezielle A; (parametrische Losung) sind mehrere
Eckpunkte und deren konvexe Linearkombinationen optimal.

Wir wenden auch diese Methode auf unser Produktionsplanungsproblem an: Gewichten wir
das Zieltripel (DB, Absatz, Umsatz) mit (1/10, 8/10, 1/10), so lautet die neue Zielfunktion:
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Maximiere (I)(xl,xz)——— DB(xl,x2)+ A(xl,x2)+ “U(X},X5)=7.8-X+6.8-%,
unter den Nebenbedingungen (2.7) — (2.10).

Die optimale Losung dieses Problems liegt im Punkt (x; = 60, X, = 40) und besitzt die Ziel-
funktionswerte DB = 1400, A = 100 sowie U = 5200.

2.7.2.4 Beriicksichtigung von Abstandsfunktionen

Wir gehen wiederum davon aus, dass t Ziele zu beriicksichtigen sind. Zur Bestimmung einer
Kompromisslosung auf der Grundlage von Abstandsfunktionen ermittelt man zunéchst fiir
jedes Ziel i gesondert den optimalen Zielfunktionswert z;‘ .

Anschliefend wird eine Losung x des gesamten Problems so gesucht, dass ein moglichst
geringer ,,Abstand” zwischen den z;‘ und den durch x gewihrleisteten Zielfunktionswerten
besteht. Je nach unterstellter Bedeutung der einzelnen Ziele (und zum Zwecke der Normierung
ihrer Zielfunktionswerte) konnen die Abstinde zusitzlich mit Parametern ki wie in Kap.
2.7.2.3 gewichtet werden. Eine allgemeine, zu minimierende Abstandsfunktion lautet somit:

1/p
{ZX Z: —z(x)‘} fir 1<p<oo

O(x) = i=1 (2.29)

max{?»i~‘zi"‘—zi(x)‘ iiberallei=1,...,t} fiir p=oo

Der Parameter p ist vorzugeben. Je groBer p gewihlt wird, umso stérker werden grofle Abwei-
chungen bestraft. Im Falle von p = e bewertet @ ausschlieBlich die grofite auftretende
Zielabweichung; sie wird als T'schebyscheff-Norm bezeichnet. In Abhingigkeit von p kann ®
linear oder nichtlinear sein.

Fiir unser Produktionsplanungsproblem erhalten wir mit den Vorgaben DB* = 1500, A* = 100
bzw. U* = 6000 fiir DB, Absatz bzw. Umsatz sowie den Parametern p=1, Ay = 1/10,
Ax = 8/10, Ay = 1/10 die Zielsetzung:

Minimiere ®(x) = |1500 10x, - 20x2|+ |100 X|— x2| + 75 |6000 60X, — 40x2|

Da die vorgegebenen Werte z{ bei zu maximierenden (Ausgangs-) Zielsetzungen durch z;(x)
nicht iiberschritten werden konnen, lassen sich die Betragsstriche durch Klammern ersetzen.
Wir erhalten somit:

Minimiere @ (x)=830-(7.8-x;+6.8:x,) bzw. Maximiere ¥ (x)=7.8-x,+6.83-x,

Man erkennt, dass die Vorgehensweise bei p = 1 der Zielgewichtung entspricht. Wihlt man bei
beiden Vorgehensweisen dieselben Gewichte A, , so sind die erhaltenen Kompromisslsungen
identisch.

Verindern wir die oben angegebenen Parameter lediglich durch die Annahme p = oo, so
konnen wir das Problem unter Abwandlung der Zielfunktion (2.29) zunichst wie folgt formu-
lieren:
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Minimiere ®(x) =

3
" 10

1

(100 -x; —x,), 10

max {% - (1500 - 10x, —20x,) - (6000 - 60x, —40x2)} (2.30)

unter den Nebenbedingungen (2.7) — (2.10)

Bei (2.30) handelt es sich um eine so genannte Minimax-Zielsetzung, die dazu fiihrt, dass das
Problem nichtlinear ist. Es ist jedoch moglich, durch Verwendung einer Variablen d (Distanz)
fiir den maximal zu akzeptierenden Abstand 7‘i . ‘Z1* - zi(x)‘ bzw. li . (zi'F —z;(x)) das Problem
in das folgende LP zu tiberfiihren:

Minimiere ®(x,d)=d unter den Nebenbedingungen (2.7) — (2.10) sowie

d 2 75+ (1500-10x, -20x,) DB-Restriktion
d > 18—0 (100 -x; —x,) Absatzrestriktion
d > % - (6000 - 60x, —40x,) Umsatzrestriktion

Als optimale Losung dieses Problems erhalten wir:
1 2 | _ 2 _ _ 2
X = 833, Xy = 163, d—33§, DB = 11663, A =100, U—56663

Eine alternative, ggf. bessere Abstandsfunktion entsteht durch Verwendung des Terms
1 -z(x)/ z;" in (2.29). Dadurch werden die relativen Abweichungen vom bestmoglichen Wert
minimiert, die Zielerreichungsgrade somit maximiert.

Eine Verallgemeinerung der geschilderten Vorgehensweisen der Verwendung von Abstands-
funktionen stellt das Goal-Programming dar. Auch hierbei wird eine Kompromisslosung
gesucht, bei der gemél (2.29) die Summe der gewichteten Abstinde von vorgegebenen Werten
z{ minimiert wird. Die z{ konnen jedoch vom Planer beliebig gewihlt werden. Selbst bei
p=1und p = e kann in diesem Fall in der Regel nicht auf die Betragsstriche in den Formeln
verzichtet werden; die Zielfunktionen sind nichtlinear.

Eine lineare Variante des Goal-Programming-Ansatzes wird z.B. in Dinkelbach und Kleine
(1996, S. 56 ff.) beschrieben. Dabei sind fiir jede Zielsetzung i eine untere Schranke gli, die
moglichst nicht unterschritten, und eine obere Schranke d;, die moglichst nicht iiberschritten
werden soll, vorzugeben. In der Zielfunktion ®(x, d, d) werden das Unterschreiten von (_1i pro
Einheit durch eine Grofle w, und das Uberschreiten von d; pro Einheit durch eine Grofle W,
bestraft. ®(x,d,d) = zi(wi . (_1i +W, - d;) ist linear.

Vgl. zu Goal-Programming auch die Bibliographie Schniederjans (1995).
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2.8 Spieltheorie und lineare Optimierung

Bei der Spieltheorie handelt es sich um eine mathematische Theorie, die sich mit Wettbe-
werbssituationen befasst und Handlungsempfehlungen fiir Entscheidungen gegnerischer
Parteien entwickelt. In Abhingigkeit vom betrachteten Modell (2 oder allgemein n Parteien,
im Falle n>2 mit oder ohne Kooperationsméoglichkeit der Parteien etc.) liegen mathematisch
mehr oder weniger schwierig losbare Problemstellungen vor. Zu den am leichtesten handhab-
baren Modellen gehtren 2-Personen-Nullsummen-Matrixspiele.17 Wir werden sehen, dass die
Bestimmung optimaler Vorgehensweisen fiir beide Spieler mit Hilfe der linearen Optimierung
moglich ist. Dabei werden wir erneut Vorziige der Dualititstheorie erkennen.

Die beiden Spieler nennen wir A und B. Spiele

heilen Nullsummenspiele, wenn die Summe der Spicler B
Zahlungen pro Spiel gleich O ist. Spieler A zahlt b ... bj ... by
an Spieler B einen bestimmten Betrag oder umge- a; | ey ey ey
kehrt; der Gewinn des einen Spielers ist gleich .

dem Verlust des anderen. Spiele heilen Matrix- f

spiele, wenn alle Informationen iiber die Bedin- % a | ¢ Cij Cin
gungen eines solchen Spieles in Form einer c‘,S; :
Matrix (siehe Tab. 2.25) angegeben werden kon-

nen. ™ emj ... Cmn
Matrizen von dem in Tab. 2.25 gezeigten Typ sind Tab. 2.25

dem Leser aus der betriebswirtschaftlichen Entscheidungslehre geldufig; siehe z.B. Bamberg
und Coenenberg (2006) oder Domschke und Scholl (2008, Kap. 2). Dort ist ein Entscheidungs-
tréiger (hier Spieler A) mit unterschiedlichen Umweltsituationen b; konfrontiert. Im Falle eines
2-Personen-Matrixspieles steht der Spieler A einem (bewusst handelnden) Gegenspieler B
gegeniiber.

Die Eintragungen in Tab. 2.25 besitzen folgende Bedeutung:

. . . b by | §
a;  Strategien (Alternativen) des Spielers A

b;  Strategien (Alternativen) des Spielers B a4 2 3 2

¢jj Zahlung von B an A, falls Spieler A seine Strategie a; und & 3 4 3*
Spieler B seine Strategie b; spielt & 3% 4
Tab. 2.26 zeigt u.a. die Auszahlungen eines Spieles, bei dem Tab. 2.26

jeder Spieler zwei Strategien besitzt. Offensichtlich handelt es

sich um ein ungerechtes Spiel, da Spieler B in jeder Situation verliert. Dessen ungeachtet kann
man sich aber iiberlegen, welche Strategien man wihlen wiirde, falls man bei diesem Spiel als
Spieler A bzw. B agiert.

17 Weitere Ausfiihrungen zur Spieltheorie findet man z.B. in Borgwardt (2001, Kap. 27 ff.), Bamberg und
Coenenberg (2006) oder Holler und Illing (2009).
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Wihlt Spieler A die Strategie a;, so erhilt er mindestens eine Auszahlung von

¢ = min{eij|j= l,..n}.

Eine Strategie a;«, fiir die §i* := max {gi | i=1,..m} gilt, nennt man Maximinstrategie des
Spielers A.

€. heiflt unterer Spielwert eines Spieles. Es ist der garantierte Mindestgewinn, den Spieler

A erzielen kann, sofern er an seiner Maximinstrategie festhilt.
Wihlt Spieler B die Strategie bj , o zahlt er hochstens éj = max {eij | i=1,..m}.

Eine Strategie bj«, fiir die éj* = min {éj| j=1,...,n} gilt, heift Minimaxstrategie des

Spielers B.

.. nennt man oberen Spielwert eines Spieles. Es ist der garantierte Hiochstverlust, den
Spieler B in Kauf nehmen muss, sofern er an seiner Minimaxstrategie festhélt.

Wiihlt Spieler A eine Strategie a;« und Spieler B eine Strategie b;s, so gilt fir die Auszahlung
Cji die Beziehung: IS € < éj*
Definition 2.14: Falls fiir ein Spiel die Gleichung € = Cjuju = éj* erfiillt ist, so sagt man:
1) € ist der Wert des Spieles in reinen Strategien.

2) Das Strategienpaar (aj«, bjx) stellt einen Sattelpunkt des Spicles dar.
3) Das Spiel ist determiniert.

4) ajx und bj« nennt man Gleichgewichtsstrategien des betrachteten Spieles.

Bemerkung 2.14: Es rentiert sich fiir keinen Spieler, von seiner Gleichgewichtsstrategie abzu-
weichen. Besitzt ein Spieler mehr als eine Gleichgewichtsstrategie, so kann er davon eine
beliebige wihlen oder auch unter diesen abwechseln.

Die Aussage, dass sich die Abweichung von einer Gleichgewichtsstrategie fiir keinen der
Spieler auszahlt, kann auch durch die Beziehung

€ s S €., S €

J ey ]

ausgedriickt werden. Vgl. hierzu die Definition des Sattelpunktes einer Funktion in Kap. 8.4.1.
Beispiel: Das in Tab. 2.26 angegebene Spiel besitzt beim Strategiepaar (a,, b;) einen Sattel-
punkt; das Spiel ist determiniert mit dem Spielwert 3. Wenn A an seiner Strategie a, festhilt,
so zahlt es sich fiir B nicht aus, von b; abzuweichen. Analoges gilt fiir A, wenn B an seiner
Strategie b; festhalt.

Wir betrachten nun das Spiel in Tab. 2.27. Es besitzt den unteren

b b €.
Spielwert ¢, = -2 und den oberen Spielwert &, = 1. Es ist ! 2 !
also nicht determiniert. Dass es keine Gleichgewichtsstrategien a 1 -2 | =2
besitzt, kann man sich auf die folgende Weise iiberlegen: y | -7 8 -7
Wihlt A die Strategie a;, so wird B dem die Strategie b, entge- éj 1* 8

gensetzen. Stellt A nach einer Weile fest, dass B stets b, spielt,
so wird er auf seine dazu giinstigere Strategie a, iibergehen.
Dies wiederum wird B dazu veranlassen, auf b; zu wechseln usw.

Tab. 2.27
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Diese Uberlegung fiihrt allgemein zu der Erkenntnis, dass bei nicht-determinierten Spielen ein
Wechsel zwischen den verfiigbaren Strategien stattfindet. Mit welcher relativen Haufigkeit
dabei die einzelnen Strategien gewihlt werden sollten, kann man sich fiir Spiele mit nur zwei
Strategien fiir mindestens einen der Spieler graphisch veranschaulichen.

N\
4 N\
-4 N
\
-6 A \
o Ay
-8 Abb. 2.19 a -8 T Abb. 2.19b

Wir betrachten wiederum das Spiel in Tab. 2.27 und gehen zunichst davon aus, dass B stets
seine Strategie by spielt. Wihlt A mit der Wahrscheinlichkeit p; = 1 (also stets) seine Strategie
ajy, so erzielt er eine Auszahlung von 1. Wihlt er dagegen p; = 0 (also stets Strategie a,), so
erzielt er eine Auszahlung von —7. Wihlt er Wahrscheinlichkeiten 0 < p;< 1, so kann er durch-
schnittliche Auszahlungen erzielen, wie sie auf der die Punkte (0,—7) und (1,1) verbindenden
Strecke in Abb. 2.19 a abzulesen sind. Unter der Annahme, dass B stets seine Strategie b,
wiihlt, erhilt man aufgrund derselben Uberlegung die gestrichelte Gerade durch die Punkte
(0,8) und (1,-2).

Spieler A kann nun die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl seiner Strategien so festlegen (seine
Strategien so mischen), dass er (iiber eine groBere Anzahl durchgefiihrter Spiele gerechnet)
einen groftmoglichen Mindestgewinn erzielt. In unserem Beispiel (Abb. 2.19 a) ist das der
Schnittpunkt der beiden Geraden. Er besagt, dass die Strategien (a;, ap) von A mit den Wahr-
scheinlichkeiten (p;,py) = (0.83,0.17) gewihlt werden sollten. Der (durchschnittliche) garan-
tierte Mindestgewinn ist —1/3.

Fiir Spieler B konnen, ebenso wie fiir A, Wahrscheinlichkeiten fiir die Strategienwahl
graphisch ermittelt werden (siehe Abb. 2.19 b); man erhilt die Wahrscheinlichkeiten (q;,q,) =
(0.56, 0.44). Der (durchschnittliche) garantierte Hochstverlust von B ist gleich dem (durch-
schnittlichen) garantierten Mindestgewinn von A. Da dies stets gilt, bezeichnet man diese
Zahlung auch als Wert des Spieles in der gemischten Erweiterung. Die ermittelten
Wahrscheinlichkeiten p; bzw. q; bezeichnet man als Gleichgewichtsstrategien in der
gemischten Erweiterung von Spieler A bzw. B.
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Gleichgewichtsstrategien und Wert eines Spieles in der gemischten Erweiterung lassen sich
auch fiir Matrixspiele mit jeweils mehr als zwei Strategien durch Formulierung und Losung
eines LPs ermitteln. Wir erldutern dies fiir unser obiges Beispiel, und zwar fiir Spieler A.

Seien z der gesuchte Spielwert und p; bzw. p, die zu bestimmenden Wahrscheinlichkeiten (bei
nur 2 Strategien kdime man auch mit p und (1 —p) aus), dann ist folgendes Problem zu 16sen:
Maximiere F(py, pp,z) =2
unter den Nebenbedingungen
z < p-Tp
z < -2p; + 8y
PI + P2 =1
P1> P2 = 0; zbeliebig aus R

Die rechte Seite der ersten (zweiten) Ungleichung gibt den Erwartungswert des Gewinns von
Spieler A fiir den Fall an, dass Spieler B seine Strategie by (b,) spielt. z ist eine unbeschridnkte
Variable des Problems. Wir beschrinken sie auf den nichtnegativen reellen Bereich, indem wir
zu allen Auszahlungen der Matrix den Absolutbetrag des Minimums (in unserem Beispiel = 7)
hinzuaddieren. Dadurch wird die Losung hinsichtlich der p; nicht verdndert. Wir 16sen somit
(alle Variablen auf die linke Seite gebracht) das Problem:

Maximiere F(py, pp,z) =z

unter den Nebenbedingungen

z — 8p; < 0
z - 5pp - 15p, <0
pr + pp = 1
Zpsp2 2 0

Formulieren wir ein LP fiir Spieler B, so wird deutlich, dass wir dadurch das duale zu obigem
Problem erhalten. Unter Verwendung des Satzes vom komplementidren Schlupf konnen wir
uns dariiber hinaus Folgendes tiberlegen: Eine optimale Losung des Problems fiir Spieler A
liefert uns zugleich eine optimale Losung des Problems fiir Spieler B; die Werte der Schatten-
preise der Schlupfvariablen der Nebenbedingungen von A sind die optimalen Wahrscheinlich-
keiten fiir B.

In Tab. 2.28 ist das Optimaltableau fiir das oben formulierte Spiel wiedergegeben. Spieler A
verliert dabei durchschnittlich % GE pro Spiel. Die optimalen Wahrscheinlichkeiten q; bzw. q,
fiir die Wahl der Strategien b; bzw. b, seitens des Spielers B entsprechen den Schattenpreisen
der Schlupfvariablen p4 bzw. ps. Es gilt also q = g und q; = g Spieler B gewinnt durch-
schnittlich % GE je Spiel.
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BV z P P> P4 Ps b; Optimale Basislosung:
z 1 : ‘9‘ 6% 2=6 % ~7=-1

Py ! % |

F ; 3 63 Tab. 2.28

Softwarehinweise zu Kapitel 2

Hinweise auf Software zur Losung von linearen Optimierungsproblemen auf Personal Compu-
tern und Workstations sowie Vergleiche ausgewihlter Pakete findet man u.a. bei Stadtler et al.
(1988), Moré und Wright (1993), Bixby (2002) sowie Fourer (2005). Ausfiihrlichere Hinweise
zu Software findet man ferner in Suhl und Mellouli (2009, Kap. 3).

Zu LINDO und zur Modellierungssprache LINGO vgl. Haase und Kolisch (1997); zu MOPS
vgl. Suhl (1994). Weit verbreitete Softwarepakete zur linearen und gemischt-ganzzahligen
Optimierung sind CPLEX und XPRESS MP. Letzteres verwenden wir auch im Rahmen unse-
rer Ubungen; vgl. Domschke et al. (2011, Kap. 11). Ein interaktives Softwarepaket zur Opti-
mierung bei mehrfacher Zielsetzung ist in Hansohm und Hihnle (1991) enthalten.

Weiterfiihrende Literatur zu Kapitel 2

Bazaraa et al. (1990) Nemhauser (1994)

Beisel und Mendel (1987) Neumann und Morlock (2002)
Berens et al. (2004) Papadimitriou und Steiglitz (1982)
Borgwardt (2001) Rommelfanger (2001)

Dantzig und Thapa (1997), (2003) Scholl (2001)

Domschke et al. (2011) — Ubungsbuch Schrijver (1998)

Ellinger et al. (2003) Taha (2007)

Hillier und Lieberman (1997) und (2005) Winston (2004)

Holler und Illing (2009) Zimmermann (2008)

Martin (1999)
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