1

Aufgaben zu:
Mathematische Grundbegriffe

Wir beginnen mit einigen Aufgaben, um den Gebrauch der im Abschnitt 1.1
vereinbarten Abkiirzungen (aus der mathematischen Logik) beim Aufschrei-
ben mathematischer Sachverhalte zu iiben.!

Vor dem Bearbeiten der nachfolgenden Aufgaben 1.1-1.22 lese man die Ab-
schnitte 1.1 und 1.2.

Die Aufgaben 1.23-1.53 setzen Kenntnisse der Abschnitte 1.1-1.4 voraus.
Die Aufgaben 1.54-1.63 gehoren zum Abschnitt 1.5, fiir den Kenntnisse aus
den Abschnitten 1.2, 1.4 und 1.5 erforderlich sind. Fiir die Aufgaben 1.64-1.79
zum Abschnitt 1.6 und die Aufgaben 1.80-1.82 zum Abschnitt 1.7 benétigt
man nur wenige Kenntnisse aus den Abschnitten 1.1-1.4.

Verwenden von logischen Symbolen

Aufgabe 1.1 (3 undV)

Sei M eine Menge. Geben Sie umgangssprachliche Formulierungen an, die
inhaltlich mit

(a) 3z € M : E (,Es existiert ein € M mit der Eigenschaft E.“);

(b) Ve € M : A (,Fiir alle x € M gilt die Aussage A.“)

iibereinstimmen.

Lésung. (a): Z.B. ist ,3x € M : E* inhaltlich gleichwertig mit
— Es gibt ein x € M mit der Eigenschaft F.

— Es existiert ein x € M, das die Bedingung FE erfiillt.

— Mindestens ein x € M hat die Eigenschaft E.

— Ein z € M erfiillt E.

(b): Z.B. ist ,Vx € M : A“ inhaltlich gleichwertig mit

L Ausfiihrliche Hinweise zum Formulieren mathematischer Gedanken findet man in
[Beu 2006].
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— Jedes Element aus M hat die Eigenschaft A.

— Die Elemente aus M erfiillen die Bedingung A.

— Fiir jedes Element von M gilt A.

— Fiir ein beliebiges Element aus M gilt A.

— Sei z ein beliebiges Element aus M. Dann gilt A.

Aufgabe 1.2 (V3 und 3V)

Erldutern Sie anhand eines Beispiels, dafl es beim Verwenden der Symbole V
und 3 auf die Reihenfolge dieser Symbole in einer Formel ankommt, d.h., in
dem zu findenden Beispiel sind Vaxdy : A und JyVz : A inhaltlich verschiedene
Aussagen iiber die Elemente x,y € M.

Liosung.  Wir betrachten die Aussagen

VeeZIyeZ: x+y=0
(Fiir jede ganze Zahl z existiert eine ganze Zahl y mit x +y = 0.)

und

JyeZVzeZ: +y=0
(Es existiert eine ganze Zahl y, so dafl z + y = 0 fiir jede ganze Zahl x gilt.).

Wegen x + (—x) = 0 ist die erste Aussage richtig. Dagegen ist die zweite
Aussage falsch, da fiir eine fixierte ganze Zahl y nicht fiir alle ganzen Zahlen
x die Gleichung = + y = 0 gilt. Die angegebenen Aussagen kénnen deshalb
inhaltlich nicht iibereinstimmen.

Man merke sich:

Die Reihenfolge Va3y : E in einer wahren Aussage bedeutet: Zu jedem (belie-
big ausgewdihltem) Element x € M gibt es ein (passend gewdhltes) y € M, so
daf$ die Bedingung E erfillt ist.

Die Reihenfolge JyNVz : E in einer wahren Aussage bedeutet dagegen: Es
existiert ein gewisses Element y € M, so daf8 fiir dieses (fizierte Element)
die Figenschaft E fiir beliebige x € M gilt.

Dem Rat aus [Beu 2006] folgend, kann man sich dies aber auch mit Hilfe des
folgenden Beispiels einprigen:

VYm3f: h(m, f), 3fvm: h(m, f),

wobei m fiir Mann, f fir Frau und h fir hat was mit steht.

Auch wenn nicht jede Ubersetzung eines umgangssprachlichen Satzes, mit dem
ein mathematischer Sachverhalt ausgedriickt ist, in eine Formel, die logische
Zeichen benutzt, das Verstehen dieses Sachverhaltes vereinfacht, kann man
jedoch durch eine Ubersetzung in eine logische Formel ungenaue Formulierun-
gen im Ausgangssatz entdecken und manchmal auch bessere Formulierungen
finden. Dazu die folgende
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Aufgabe 1.3 (Aufschreiben von Sditzen mit Hilfe logischer Symbole)

Man driicke die folgenden Sitze mit Hilfe der Zeichen V, 3,3l =, A, V, —>, <
und bekannten weiteren mathematischen Symbolen wie z.B. +,-,...,N, ... so
weit wie moglich aus.

5
~—

Zu jedem z und jedem y gibt es ein z mit z +y = 2.
Kein z ist kleiner als y.
Es gibt ein & mit x + y = y fiir alle y.
Fiir jedes x ist x +y = y + z fur alle y.
Jede ganze Zahl ist gerade oder ungerade.
Nicht alle Primzahlen sind ungerade.
Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine grofiere Primzahl.
Die Menge M C R hat kein grofites Element.
Es gilt x + z < y + z, falls z < y und =z, y, z beliebige natiirliche Zahlen
sind.
() Aus 2 <y und y < z folgt x = y und umgekehrt.
(k) Es gibt genau eine Losung x € N der Gleichung 2 = 1.
(1) Fir das Potenzieren der natiirlichen Zahlen gilt das Kommutativgesetz
a® = b® nicht.
(m) Jede der Zahlenmengen Ny, Z und Q enthélt 0 oder 1 und —1.

AuBlerdem bilde man die Negation der Aussagen (h), (i) und (k).

N A~ A~ A~
NE SIS
S22 28 8

—
—

Lésung. (a): ,Zu jedem x und jedem y gibt es ein z mit x +y = 2 it
sich aufschreiben in der Form:

VeVydz:x+y==2
(b): ,Kein z ist kleiner als y* ldBt sich in der Form
—(Fz: z<y)

oder
Ve (z < y)

aufschreiben.
(¢): ,Es gibt ein x mit z + y = y fiir alle y“ ist gleichwertig mit:

JxVy:x+y=y
(d): ,Fiir jedes z ist © +y = y + « fiir alle y“ ist gleichwertig mit
VeVy:z+y=y+uz
(e): ,,Jede ganze Zahl ist gerade oder ungerade* ist gleichwertig mit

VeeZIkeZ(e=2-kEV ax=2-k+1)
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(f): ,,Nicht alle Primzahlen sind ungerade® ist gleichwertig mit
JpePadneNy: p=2-n
(g): ,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine grofiere Primzahl® ist gleichwertig
mit
VneNdpeP: n<p
(h): ,Die Menge M C R hat kein grofites Element® ist gleichwertig mit

~(ImeMVereM: x<m)

(i): ,Es gilt  + 2z < y + 2z, falls < y und z,y, z beliebige natiirliche Zahlen
sind“ ist gleichwertig mit

Ve,y,z€N: (z <y = x+2<y+2)
(J): »Aus <y und y < z folgt * = y und umgekehrt“ ist gleichwertig mit
VaVy((z <y Ny <z) <= r=y)
(k): ,,Es gibt genau eine Losung o € N der Gleichung 22 = 1“ ist gleichwertig
mit
JlzeN: 22=1
oder
JzeN:(x2=1 A (Vy e N\{z}: y* #1))
(1): ,,Fiir das Potenzieren der natiirlichen Zahlen gilt das Kommutativgesetz

a® = b® nicht* ist gleichwertig mit

=(Va,b € N: a® = b?)

Ja,be N: a’ # b®

(m): ,Jede der Zahlenmengen Ny, Z und Q enthélt 0 oder 1 und —1¢ ist
nicht eindeutig aufschreibbar, da die Verwendung von und und oder z.B. die
folgenden zwei Ubersetzungen erméglichen:

VM € {Ny,Z,Q}: 0e MV {l,-1} C M
VM € {Ny,Z,Q}: (0eMV1eM)AN—1€ M.
Negation von (h):
ImeMVereM: x<m

Negation von (i):

-(Va,y,ze Nz <y = z+z2<y+2)

Jr,y,zeNx <y A ~(z+2<y+2))
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Negation von (k):
=3z eN: (2> =1 A (Vy e N\{z}: 3* #1)))

Ve eN:(z2#1 Vv (E@FyeN\{z}:92=1))

Beweistechniken

Mathematik ohne Beweise ist erstens langweilig und zweitens kaum zu verste-
hen. Im Buch werden deshalb sdmtliche wesentlichen Dinge der behandelten
mathematischen Gebiete bewiesen. Zum besseren Verstehen sollte der Leser
aber auch in der Lage sein, eigene Beweise zu fiihren. Die folgenden Aufga-
ben dienen dazu, gewisse Beweistechniken (Beweis durch ein Gegenbeispiel,
direkter Beweis, indirekter Beweis) anhand einfacher Beispiele zu trainieren.
Bekanntlich beweist ein Beispiel zu einer Behauptung nichts, jedoch ein Ge-
genbeispiel alles. Dazu die folgende Aufgabe:

Aufgabe 1.4 (Beweis mittels Gegenbeispiel)

Man beweise, daf} die folgenden Aussagen falsch sind:

(a) Jede Primzahl ist eine ungerade Zahl.
(b) Jede natiirliche Zahl grofier als 1 ist Primzahl oder die Summe von zwei
Primzahlen.

Lésung. (a): 2 ist Primzahl, jedoch keine ungerade Zahl.
(b): 27 ist keine Primzahl und ld8t sich auch nicht als Summe zweier Prim-
zahlen darstellen. O

In Vorbereitung auf die folgenden drei Aufgaben lese man den Satz 1.2.2 mit
Beweis.

Aufgabe 1.5 (Beweis von Aussagen iber natirliche Zahlen)

Man beweise die folgenden Aussagen fiir natiirliche Zahlen n € N:

(a) Wenn n ungerade ist, so ist auch n? ungerade.
(b) Wenn n? gerade ist, so ist auch n gerade.

Lésung. (a): Sei n € N eine (beliebig gewéhlte) ungerade Zahl. Dann gibt
es ein k € Ng mit n =2k + 1. Aus
n?=2k+1)2 =4k + 4k +1=2-(2k* +2k) + 1

folgt dann die Behauptung.
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(b): Sei n? fiir n € N eine gerade Zahl, d.h., es gibt ein k € N mit n? =2 - k.
Aus Satz 1.2.2 (siehe auch Aufgabe 1.6, (b)) folgt dann, dafl 2 ein Teiler von
n ist, womit n eine gerade Zahl ist.

Einfacher 148t sich (b) mit Hilfe von (a) indirekt beweisen:

Angenommen, es ist n? gerade und n ungerade fiir ein gewisses n € N. Nach
(a) folgt jedoch aus der Eigenschaft ,n ungerade“, dal dann auch n? ungerade
ist, ein Widerspruch zur Annahme. Also war die Annahme falsch und damit
die Behauptung richtig.

Aufgabe 1.6 (Beweis von zwei Aussagen iber Primzahlen)

Man beweise:

(a) Wenn p € P, a € Nund a & {n-p|n € N}, dann existieren «, f € Z mit
a-p+p-a=1.

(b) Wenn eine Primzahl ein Produkt aus zwei ganzen Zahlen teilt, dann teilt
sie mindestens einen Faktor dieses Produktes.

Losung. (a): Fallsp € P, a € Nund a & {n-p|n € N} gilt, ist der grofte
gemeinsame Teiler von p und a gleich 1. Damit folgt (a) aus Satz 2.2.3.

(b): Wir beweisen (b) indirekt. Angenommen, es gibt eine Primzahl p, die ein
Teiler des Produkts a1 -as, wobei a1, as € N ist, jedoch weder a; noch as teilt.
Nach (a) existieren dann «;, 8; € Z mit «; -p+ f; - a; = 1 fiir jedes i € {1, 2}.
Hieraus folgt (a1 -p+ f1-a1) - (2 -p+ B2-az) = 1. Indem man die linke Seite
dieser Gleichung ausmultipliziert, sieht man, daf die linke Seite der Gleichung
(wegen p | aq - az) durch p teilbar ist, was offenbar der Gleichung widerspricht.
Also war die Annahme falsch und damit die Behauptung richtig.

Aufgabe 1.7 (Beweis einer Aussage iber Primzahlen)

Man beweise: Fiir jede Primzahl p € P gilt: \/p € Q.

Hinweise: (1.) Fiir p = 2 lit sich die Behauptung z.B. durch einen indirek-
ten Beweis wie folgt zeigen: Angenommen, v/2 € Q. Dann existieren gewisse
teilerfremde natiirliche Zahlen s und ¢t mit v/2 = f . Hieraus ergibt sich die
Gleichung 2-t? = s2. Folglich ist s gerade und (wegen Aufgabe 1.5, (b)) auch
s gerade. Es gibt also eine natiirliche Zahl o mit s = 2 - . Aus s = 2 - o und
52 = 2 -2 folgt dann die Gleichung 2 - o = t2. Analog zu oben folgt aus der
Gleichung 2 - a? = t2, daB 2 ein Teiler von ¢ ist. Wir haben damit 2 als Teiler
von s und t nachgewiesen, was jedoch unserer Voraussetzung ,,s und t sind
teilerfremd“ widerspricht. Also war die Annahme /2 € Q falsch.

(2.) Fiir den allgemeinen Beweis verwende man Aufgabe 1.6, (b).

Lésung.  Sei p € P beliebig gewiihlt. Angenommen, /p € Q. Dann existieren
gewisse teilerfremde natiirliche Zahlen s und ¢ mit /p = ;. Hieraus ergibt sich
die Gleichung p - t> = s2. Wegen der Aussage (b) aus Aufgabe 1.6 teilt p die

Zahl s, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl o mit s = p-«a. Aus s = p- « und
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52 = p - t? folgt dann die Gleichung p - a? = t2. Analog zu oben folgt aus der
Gleichung p - o? = t?, daB p ein Teiler von ¢ ist. Wir haben damit p als Teiler
von s und t nachgewiesen, was jedoch unserer Voraussetzung ,,s und t sind
teilerfremd” widerspricht. Also war die Annahme /p € Q falsch. a

Vollstiandige Induktion

Die vollstdndige Induktion ist eine wichtige Beweismethode fiir Aussagen,
die in Abhéngigkeit von natiirlichen Zahlen formuliert sind. Grundlage dieser
Methode ist Satz 1.2.1.

Aufgabe 1.8 (Volistindige Induktion)

Man beweise durch vollsténdige Induktion die folgenden Aussagen:

(a) VneN: YO i= ”(";'1).
(

n . n(n+1)(2n+1
VneN: Yr, 2 = "rthent)

)
(C) Vn e N : 2%1 i3': n2(n4+1)22.
(d) Vn e N: 2%21(211— 1) :;1 .
e) VneN: Y ", did1) = nat-
. n 1 —
) VR EN: D ily Gimn@i42) = 26n42)
) 17qn+1
1—q
) n
alle n € Ng: a,, = 22ni11.
(i) Jede natiirliche Zahl n, welche groler als 7 ist, la8t sich mit geeigneten
a,b € Ny in der Form n = 3a + 5b darstellen.
) n? — 1 ist fiir ungerade n > 3 durch 8 teilbar.
(k) Fiir alle n € N ist n® — n durch 6 teilbar.
) Fiir alle n € Ny ist 11772 + 1227+1 durch 133 teilbar.
) Die Summe der dritten Potenzen dreier aufeinanderfolgender Zahlen aus
Ny ist durch 9 teilbar.
(n) Fiir alle n € N mit n > 5 gilt 2" > n?.
(o) Fiir alle n € N mit n > 10 gilt 2" > n3.
(p) Fiir alle n € N mit n > 3 gilt: n! > 271
(q) Sei a >0 oder —1 < a < 0. Dann gilt:

VneN\{1}: 1+a)">1+n-a (,, Bernoullische Ungleichung®)

i

(r) Fiir alle n € N und alle a,b € R gilt: (a +b)" =>" ( " )a”‘ibi.
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Lésung. (a):
. 1 — 12
(I) n = 1: Offenbar gilt 1 = **.

(ITI) ¥ — k + 1: Angenommen, Zlei = k(kg'l) fiir gewisses & € N. Dann

gilt:
Zf;li = k"‘l"’Zf:li
= k+1+ k(k;l) (nach Annahme)
= k‘gl (2+k), qed
(b):

_1- : _ 123
(I) n = 1: Offenbar gilt 12 = "3,

II) k — k + 1: Angenommen, B2 = REDEED g gewisses k € N.
i=1 6
Dann gilt:

Y = (1P Y,
(k+1)%+ k(kH)G(%H) (nach Annahme)
FEL.(6k + 6 + k(2k + 1))

= M (2k% + Tk + 6)
_ (k+1)(k+2)(2(k+1)41)
- 6

, q.e.d.
(c): .

) ¢ 13 _ 122
(I) n = 1: Offenbar gilt 13 = >,

(IT) £k — k+ 1: Angenommen, Zle % = kz(kjl)Q fiir gewisses k € N. Dann

gilt:
S = (k1) B
= (k+1)3+ kQ(kjl)z (nach Annahme)
= (D" (4 4 44 k?)
_ <k+1>24(k+2)2, qed.
(d):

(I) n = 1: Offenbar gilt 2-1 — 1 =12

(IT) £k — k + 1: Angenommen, Zle(% — 1) = k2 fiir gewisses k € N. Dann
gilt:

S @i—1) = 20k +1) — 14 X0, (2 1)

20k +1) — 1+ k2 (nach Annahme)
= k*+2k+1

= (k+1)% q.e.d.
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(e): -
(I) n = 1: Offenbar gilt |, = ;.
(M) k— k+1: Angenommen ZZ 1 z(z+1) = k+1 fiir gewisses k € N. Dann
gilt:
k+1
Ziil i(i-li-l) = (k+1)(k+2) +Zz 1 7,(1+1)
k
= (k+1)(k+2) + .5 (nach Annahme)
= erny(krz) - (LHE(E+2))
_ 1 2
= e (B
k
= kié’ q.e.d.
(f): _ ) )
(I) n = 1: Offenbar gilt (3-1)(3+2) = 25°
(I1) k — k + 1: Angenommen, Y% (3i 1)1(3“_2) = 2(3£+2) fiir gewisses
k € N. Dann gilt:
k+1 1 _ 1 k 1
D1 Bie1)Bi42) = BU4D)-1)EED+2) T 2aim1 (3i—1)(3i42)
_ 1 k
= @B+ -1)BR+1)+2) T 2(3k+2) (nach Annahme)
_ 1 N + k(ERE) )
T 2(B(k+1)+2) " \3k+2 3k+2
_ 1 . 3k%45k+2
T 2(3(k+1)+2) T 3k+2
_ 1 (k+1)(3k42)
= 2(3(k+1)+2) 3k+2
k41
= 2(3(kJJrrl)+2)’ q.e.d.
(2):
(I) n = 0: Offenbar gilt ¢° = q .
I k — k+1: Angenommen, Zi:o ¢ = 171(1_2“ fiir gewisses k € Ny. Dann
gilt:
Yo d = T+
= ¢t 4! 1qkq+1 (nach Annahme)
= L, (@A —g) +1 ¢
k2
=1 1q_q , q.e.d.
(h):

(I) n =0 und n = 1: Offenbar gilt die Behauptung fiir n € {0,1}.
(IT) k — 1,k — k + 1: Angenommen, fiir gewisses k € N ist a,, = 22,1711 fiir
allen € Ng mit 0 <n < k.



10 1 Aufgaben zu: Mathematische Grundbegriffe

Dann gilt:
ari1 = 5(3ar —ap—1)
= %(3 22],1:11 — 2];;1_51) (nach Annahme)
= ,(3-2F—3—-2(2k"1 —1))
= n(3-28-3-2F12)
k+1_
=2 q.e.d.
(i)

(I) n = 8: Offenbar gilt 8 =3-1+5-1.
(IT) k£ — k + 1: Angenommen, es gilt k = 3-a+5- b fiir gewisses k£ € N mit
k > 8 und passend gewahlte a,b € Ny. Dann gilt:

k+1=3-a+5-b+1 (nach Annahme)
=3 (a+2)+5-(b—1)

Im Fall b > 1 haben wir eine Darstellung der behaupteten Art fiir £ + 1
bereits vorliegen. Ist b = 0, so muf} (wegen k + 1 > 9) a > 3 sein, und unsere
Behauptung ergibt sich aus

3-a+5-b+1=3-a+1=3-(a—3)+5-2.
(j): Wir beweisen:
VneNFIEN: 2n+1)>-1=8-t.

(I) n = 1: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 1.

(IT) k — k+1: Angenommen, es gilt (2k+1)% —1 = 8-t fiir gewisse k,t € N.
Dann haben wir:

QE+D+1)2-1=(2k+1)+2)2-1=2k+1)2+4(2k+1)+3

= ((2k+1)?2-1)+8(k+1)
= 8-t+8(k+1) (nach Annahme)
=8-(t+k+1), q.e.d.

(k): Wir beweisen:
VneNIteNy: n—n=6-t.

(I) n = 1: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 1.

(IT) k — k + 1: Angenommen, es gilt k> — k = 6 - ¢ fiir gewisse k,t € N.
Dann haben wir:

(k+1)2 - (k+1) =k>+3k% + 2k
= (k® — k) + (3k? + 3k)
=6-t+3k(k+1) (nach Annahme)
=6-t+6-("3")
=6-(t+ (k;rl)), q.e.d.
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(1): Wir beweisen:
Vn €Ny 3t € N: 1172 4121 = 133 - ¢.

(I) n = 0: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 0: 112 + 12 = 133.
(IT) & — k + 1: Angenommen, es gilt 11¥+2 4 122k+1 = 133 . ¢ fiir gewisse
fiir gewisse k € Ny und ¢ € N. Dann haben wir:
11k+142 4 192(k+1)+1

— 11-11F2 4 192 192k+1

= 11 (1182 4 12261y 4 (144 — 11) - 122k+1

= 133-11-¢+ 133 . 122k+1 (nach Annahme)

= 133 (11 -t + 122F+1), q.e.d.

(m): Wir beweisen:
VneNgHeN: nd+(n+1)32+n+2>=9-t

(I) n = 0: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 0: 03 + 13 423 = 9.

(I1) k — k+1:

Angenommen, es gilt &% + (k + 1) + (k +2)3 = 9 - ¢ fiir gewisse fiir gewisse
k € Ny und ¢ € N. Dann haben wir:

(k+12+ (k+2)3%+ (k+3)3
= (k+1)% 4 (k+2)%+ (k% + 9k + 27k + 27)
= KB+ k+12+(k+2>)+9 (k*+3k+3)
9-t+9-(k*+3k+3) (nach Annahme)
=9 - (t+k*+3k+3) q.e.d.

(n):

(I) n = 5: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 5: 25 = 32 > 25 = 52,
(IT) k — k + 1: Angenommen, es gilt 2% > k2 fiir gewisses k € N mit k > 5.
Dann haben wir:

ok+l — 9. ok
> 2-k2=k+k -k (nach Annahme)
> kK2 +5-k (wegen k > 5)
> kK2 4+2k+1=(k+1)2 qed.

(0): (I) n = 10: Die Behauptung gilt fiir n = 10, da 20 = 1024 > 1000 = 10°.
(IT) kK — k+1: Angenommen, es gilt 2% > k? fiir gewisses k € N mit k& > 10.
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Dann haben wir:

ok+1 — 9 . 9k
> 2k =k +k Kk (nach Annahme)
> k3410 k? (wegen k > 10)
> K432+ 7 k- k
> k3 + 3k? + 70k (wegen k > 10)
> k2 +3k24+3k+1=(k+1)3, qed.

(p):

(I) n = 3: Offenbar gilt unsere Behauptung fiir n = 3: 3! = 6 > 22.

(IT) k — k + 1: Angenommen, es gilt k! > 2~ fiir gewisses k& € N mit
k > 3. Dann haben wir:

(k+1)!= (kY -(k+1)
> 2kl (B +1) (nach Annahme)
> 2k=1.9 =9k q.e.d.

(a):

T n=2:

Linke Seite der Ungleichung: (1 + a)? = 1 + 2a + a?.

Rechte Seite der Ungleichung: 1 + 2a.

Also gilt die Behauptung fiir n = 2, da a® > 0.

(IT) ¥ — k + 1: Angenommen, es gilt (1+a)* > 1 +k - a fiir gewisses k € N
mit k£ > 2. Dann haben wir:

(14+a)*t =1 +a) (1+a)

> (14+k-a)-(14a) (nach Annahme und wegen 1+ a > 0)
> 1+k-at+a+k-a?
> 1+(k+1)-a (da k-a®>0)

q.e.d.

Bemerkung Ist 1+a < 0, so gilt nicht (1+a)*-(1+a) > (1+k-a)-(1+a),
dazB. fira=-2und k=2: (1+a)*-(14+a)=—-1,(1+k-a) - (1+a)=23.

(r): Fiir den Beweis der Behauptung (r) benétigen wir die folgende (leicht zu
beweisende) Eigenschaft der Binomialkoeffizienten:

() ()1

AuBlerdem priift man leicht nach, dafl gilt:

k—1 k
Zai = Zai_l. (1.2)
=0 i=1
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Die Behauptung
n
. n __ n n—ipa
Vn € NVa,b € R: (a+b) —Z;(Z.)a b
1=

1&8t sich wie folgt durch vollstéindige Induktion beweisen:
(I) n = 1: Offenbar gilt:

(a+0b)' = (é)a + G)b = 210 C) al=it.
>

(IT) k — k + 1: Angenommen, es ist (a + b)"
k € N. Dann gilt:

(a + b)k+!

= (a+b)-(a+b)

n k\ k—ini £ .
im0 (i)a b* fiir gewisses

= (a+b)- Zf:o (]:) ak=ipt (nach Annahme)
= Ty (a1 + T, (F)ah i
= Pt (T8 (Fat )+

(Zl'c:()l (k) ak=ipitl) 4 pk+l

= R (DL ()

(S5, (b= 6Dpm) st (wegen (12))
= M (T () + (E))ab ) 4+ o

= a0, (M ak i) b (wegen (1.1))
_ Zf:ol (k—l—l)ak+17ibi q.e.d.

Aufgabe 1.9 (Volistindige Induktion; Turm von Hanoi)

Unter den Begriff ,Turm von Hanoi“ fafit man einige Spiele zusammen,
bei dem es um das Umsetzen von gelochten Scheiben, die auf einem Stab
gesteckt sind auf einen anderen Stab nach gewissen Regeln geht. Die klas-
sische Variante, die von dem franzosischen Mathematiker Edouard Lucas
(1842-1891) stammen soll, laft sich wie folgt beschreiben: Gegeben seien
drei Stdbe, die senkrecht auf einer Unterlage befestigt sind. Auflerdem sind n
holzerne Kreisscheiben mit Bohrungen durch die Mittelpunkte und paarweise
verschiedenen Durchmessern gegeben, die auf dem ersten Stab der Grofle
nach gesteckt sind, wobei sich die grofite Scheibe unten befindet. Ziel des
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Spiels ist es, die n Scheiben auf einen anderen Stab so umzusetzen, dafl sie
sich in der gleichen Reihenfolge wie auf den ersten Stab befinden. Fiir das
Umsetzen gelten folgende zwei Regeln: (1) Man darf in jedem Spielschritt
immer nur eine Scheibe von einem Stab auf einen anderen Stab legen. (2)
Man darf eine grofere Scheibe nicht auf eine kleinere Scheibe legen. Wie viele
Spielschritte reichen aus, um alle n Scheiben in der genannten Art vom ersten
auf einen zweiten Stab (unter Verwendung des dritten Stabs) umzusetzen?

Lésung.  Sei u(n) := 2™ — 1. Wir zeigen durch Induktion tiber n, daf§ u(n)
(n € N) Spielschritte ausreichen, um alle n Scheiben in der genannten Art
vom ersten auf den zweiten Stab umzusetzen.

(I) n = 1: Offenbar geniigt eine Bewegung, um eine Scheibe von einem Stab
auf einen zweiten zu setzen.

(IT) £ — k+1: Angenommen, fiir alle ¢ € {1,2, ..., k} reichen u(i) Bewegun-
gen von Scheiben aus, um 7 der Grofie nach geordnete Scheiben in der oben
angegebenen Art umzusetzen.

Seien nun k + 1 Scheiben (nach abnehmender Grofle geordnet und mit
k+ 1,k,...,2,1 numeriert) auf Stab 1 gesteckt. Das Umsetzen der ,Spitze®
(bestehend aus den Scheiben mit den Nummern &,k — 1,...,2,1 von Stab 1
auf Stab 3 erfordert (nach Annahme) u(k) Bewegungen. Nach diesem Um-
setzen, ist es dann moglich, die Scheibe mit der Nummer k 4 1 auf Stab 2
zu stecken. Abschlieflend sind noch einmal u(k) Bewegungen erforderlich, um
die Scheiben von Stab 3 auf Stab 2 umzusetzen (ebenfalls nach Annahme).
Insgesamt sind dies

2-uk)+1=2-2F ~ 1) +1=2"" 1 =uk+1)

Bewegungen, q.e.d.

Aufgabe 1.10 (Vollstindige Induktion)

Wo steckt der Fehler im folgenden ,, Beweis“ durch vollstéindige Induktion:
Behauptung: Wenn von n Médchen eines blaue Augen hat, dann haben alle
n Médchen blaue Augen (n € N).

Beweis:

1. Induktionsanfang: n = 1 richtig (klar!)

2. Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fir £ < n.

3. Induktionsbehauptung: Die Behauptung ist richtig fiir n + 1.

4. Induktionsbeweis: Wir betrachten n + 1 Méidchen, von denen eins
blaudugig ist und bezeichnen sie mit M, Ms, ..., M, 1, wobei M; die
Blaudiugige sein soll. Wir betrachten die beiden Mengen {Mj, ..., M, } und
{M,.... M,,—1, M,,+1}. Beide enthalten M; und haben n Elemente, bestehen
also laut Induktionsannahme aus lauter blauiugigen M#dchen. Da jedes der
n 4+ 1 Médchen in einer dieser beiden Mengen vorkommt, sind alle n + 1
Mzédchen blaudugig.
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Lésung. Die Bildung der Mengen {My, ..., M, } und {My, ..., Mp_1, My}
ist nur fiir n > 2 moglich, da M,,_1 = My fiir n = 1 nicht definiert ist. Um obi-
gen Induktionsbeweis fithren zu kénnen, ist folglich der Induktionsanfang fiir
n = 2 erforderlich. Fiir zwei Méadchen ist aber obige Behauptung offensichtlich
falsch!

Aufgabe 1.11 (Volistindige Induktion)

Beweisen Sie Satz 1.2.3: Sei M eine endliche, nichtleere Menge und bezeichne
|M| die Anzahl ihrer Elemente. Dann gilt |B(M)| = 2/M!.

Léosung. (I) n = 1: Ist M einelementig, so gilt offenbar: P (M) = {0, M}
und damit |B(M)| = 2 = 2!, d.h., unsere Behauptung ist fiir n = 1 richtig.

(IT) k — k + 1: Angenommen, die Potenzmenge jeder k-elementigen Menge
hat die Michtigkeit 2* fiir gewisses k € N. Bezeichne M eine (k+1)-elementige
Menge und sei a ein gewisses Element aus M. Dann 148t sich die Menge B (M)
wie folgt in zwei disjunkte Mengen M; und My zerlegen:

POM) = {T|T € M\{a}}U{T U{a} |T € M\{a}}.
el el

Offenbar gilt |M;| = |Mz| und (nach Annahme) |M;| = 2*. Zusammengefaft
erhalten wir damit:

[B(M)| = [ M| + [ M| =228 =21, qeed.

Aufgabe 1.12 (Vollstindige Induktion)
Beweisen Sie Satz 1.2.5: Fiir beliebige nichtleere endliche Mengen A;, Ao, ...,
A, gilt:

|A1 X Ay X ... X Ay = |A41] - |A42] - ... - |An)-

Lésung.  Sei n fest (aber beliebig) gewéhlt. AuBerdem seien my := |A4], ...,
My, = |Ay|. Wir fithren den Beweis durch vollstéindige Induktion iiber

t:=m1+mo+ ...+ m,.

Da die Mengen Aq, ..., A, alle nichtleer sind, ist t > n.

(I) t = n: In diesem Fall sind die Mengen A; (i = 1,2,...,n) alle einelementig
und Ay X Ay X ... X A, besteht ebenfalls nur aus einem Element, d.h., unsere
Behauptung gilt fiir ¢t = n.

(IT) Kk — k+1: Angenommen, unsere Behauptung ist fiir alle t mit n < ¢ < k

fiir gewisses k € N richtig. Sei nun m; + mo + ... + m,, = k + 1. Dann gibt
es unter den Mengen A; mindestens eine mit mindestens zwei Elementen.
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O.B.d.A. sei |A;| > 2 und @ € M;. Dann ldft sich die Menge A; x ... X A,
wie folgt zerlegen:

A x ... x A, =

{(a, 22y i) @2 € Ao A oo Nz € A} U

{(z1, 22, ...;zn) |x1 € Ax\{a} A 2 € As N ... ANz, € AL}

Hieraus ergibt sich:

|A1 X ... X A,
= Ha} x Aa x ... x Ap| + [(A1\{a}) x A2 x ... x A,,]
=1-myg-mzg-c.-my+(m —1)-mag-...-my, (nach Annahme)
= 1+m—1)-ma-...-my
= my-mo-.. My, q.ed.

Aufgabe 1.13 (Vollstindige Induktion)

Ermitteln Sie die Anzahl d,, der Diagonalen in einem (ebenen) n-Eck (n > 4)
und beweisen Sie die gefundene Formel per Induktion.

Losung.  Wir beweisen:

-3
Vn e N\{1,2,3}: d, = ”(”2 ).
(I) n = 4: Offenbar hat ein Viereck 2 Diagonalen und es ist dy = 4(42_3) =

d.h., unsere Behauptung ist fiir n = 4 richtig.

)

k(k;g) fiir gewisses k € N mit

(IT) ¥k — k + 1: Angenommen, es gilt d =
k> 4.

Bekanntlich ist jede Strecke von einem Eckpunkt P eines ebenen (k + 1)-
Ecks zu einem anderen Eckpunkt @, der kein Nachbarpunkt von P ist, eine
Diagonale des betrachteten (k4 1)-Ecks. Die Anzahl der Diagonalen in einem

(k + 1)-Eck 148t sich durch
dk+1 de—l-(k—Q)—l—l, (1.3)

berechnen, wie man sich wie folgt iiberlegen kann:

Man bilde aus einem k-Eck ein (k + 1)-Eck, indem man eine Kante AB des
k-Ecks durch einen Punkt P und gewisse Strecken AP und PB ersetzt. Dann
sind die Diagonalen des k-Ecks auch Diagonalen des (k+ 1)-Ecks und als neue
Diagonalen kommen nur hinzu: alle Diagonalen, die von P ausgehen, sowie
die Strecke AB. Mit Hilfe von (1.3) und der Annahme folgt dann:

(k+1)(k—2)
2

k(k — 3)
2

, q.e.d.

1
dry1 = +k71:2-(/€273k+2k—2):
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Mengen und Mengenoperationen

Aufgabe 1.14 (Mengenbeschreibungen,)

Man beschreibe die folgenden Mengen durch die Angabe wenigstens einer
Eigenschaft F(z) in der Form {z | E(x)}.

(a) {7,35,14,42, 28,21},

{2,3,5,9,17,33,65},

2 11 101 1001, 10001},

—2,3,8,13,18},

a, bab bbabb bbbabbb, bbbbabbbb},
1 2 3 4}

4937291

1=

(b)
()
(d)
()
(f)

) {1, -1}

{2,
{-1
{
{
(g) {

Lésung. 7.B.:
(a): {r e N|3k €{1,2,3,4,5,6}: = =7k},
(b): {r € N|3k € {0,1,2,3,4,5,6} : = =2F+1},
(¢): {zx eN|3In€{0,1,2,3,4} : & = 10™ + 1},
(d): {zeZ|Ike{-3,-2,-1,0,1,2,3}: =3+5"k},
(e): {x |3k €{0,1,2,3,4}: =z = vag a vag}
k-mal k-mal
(f): {z€Q|Ike{1,2,3,4}: ="},
(g): {z €Z|z*=1}.

Aufgabe 1.15 (Venn-Diagramme)

Fiir die Menge aller Dreiecke G seien folgende Teilmengen definiert:

A:={z € G|z ist gleichseitiges Dreieck}

B :={z € G | z ist gleichschenkliges Dreieck}

C :={x € G| z ist rechtwinkliges Dreieck}

D :={z € G| z ist Dreieck mit wenigstens einem 45°-Winkel }

Man stelle die Beziehungen zwischen diesen Mengen durch ein Venn-Dia-
gramm dar!

Losung.  Offenbar gilt:
VX, Y€ {A,B,C,D}: (XCY = (X=AANY=B))
und
BNC#0, AnNC=0, AnD=0, DNnC=BnNnC,...

Damit ergibt sich folgendes Venn-Diagramm, wobei Dy := {x € D|x ¢ BNC}
und D = (BNC)U Ds:
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QO

Dy

Aufgabe 1.16 (Verwendung der Zeichen €,C,C)

Gegeben seien die Mengen
A:={1,2}, B:={1,2,3,4}, C:={2},D :={1,A,B,C}.
Welche der folgenden Beziehungen sind richtig?

(a)4€B (b ACB (AeD (dAcCD (e)2€D
(f)1eD (9)heC (hyobcD ()CeB (j)1cD
(k){1,B} <D () AuCcB (m)CcD (njCeD (o){C}CD

Lésung.  Richtig sind: (a), (b), (c), (f), (h), (k), (1), (n), (o).
(Falsch: (d), (e), (g), (1), (i), (m).)

Aufgabe 1.17 (Beweise fiir Mengengleichungen)

Welche der folgenden Mengengleichungen sind fiir beliebige Mengen A, B und
C richtig?

(a) (A\B)\C = A\(BUC),
(b) (AABYNC = (ANC)A(BNC),
(¢) (AAB)\C = (AU B)A(BUOQ).

Liosung. Im Beweis von Satz 1.2.4 findet man ausfiihrlich erldutert, auf wel-
che Weise man mittels 0,1-Tabellen die obigen Mengengleichungen beweisen
kann. Die folgende Tabelle gibt deshalb nur die Ergebnisspalten zu obigen
Aufgaben an, wobei man feststellt, daf§ die Aussage (c) falsch ist:
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(a) (b) (AAB\C (AUC)A(BUC)

— -0 00O
—mOoOoOR~ROOWm
—orRrorRrOoOR~Oo0Q
O OO, OO OO
_— O = OO0 Ooo
S OO, O-=OO
O OO, OO O

Aufgabe 1.18 (Beweise fiir Mengengleichungen,)
Seien A, B, C Mengen. Man beweise:

(a) (A\B) x C = (Ax C)\(B x C),
(b) (ANB)xC=(AxC)n(BxCO),
(c) (AUB)xC=(AxC)U(Bx Q).

Lésung.  Die bei der Losung von Aufgabe 1.17 verwendete Beweismethode
ist fiir das Losen der vorliegenden Aufgabe ungeeignet.

Da zwei Mengen X und Y nach Definition genau dann gleich sind, wenn
X CY und Y C X gilt, ergibt sich der Beweis fiir (a) aus dem Beweis fiir
zwei Mengeninklusionen:

(A\B) x C C (A x C)\(B x C) folgt aus

(x,y) € (A\B) x C

r€A\B) A (yeO)
reANxEB) A (yel)

(z,y) €AXC) A ((z,y) € (BxCO)
x,y) € (Ax C)\(B x (),

Py

AR

(Ax C)\(B x C) C (A\B) x C folgt aus

x,y) € (Ax C)\(Bx(C)
(z,y) € AXC) A ((z,y) € BxC)
re€ANYye)N(xg BV yegl)
reANyeC)Nzc¢B
xeA\B) NyeC

(
(
(
(
(
(z,9) € (A\ B) x C.

ﬂﬂﬂﬂﬂ

Die Behauptungen (b) und (c) beweist man analog.
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Aufgabe 1.19 (Beweis einer Mengeninklusion)
Seien Ay, As, B1, Bo Mengen. Man beweise

(Al X Bl) (A2 X BQ) (A1 @] AQ) (Bl @] Bg) (].4)
und gebe ein Beispiel an, fiir das in (1.4) C anstelle von C steht.

Lésung. (1.4) folgt aus

x,y) € (A1 x B1) U (A2 x Bag)
(x,y) € A1 x B1) V ((z,y) € A2 x B3)
€A Ny€eBy) V (x €Ay N y€E By)
€ AiUAs) A (y € B1UBs)
y) € (A1 U Ag) x (B1 U Ba)

T
T

HHM

(
(
(
(
(z,

Z.B. steht # in (1.4) fiir die Mengen A; := {a;} und B; := {b;} (i € {1,2})
mit a1 # as und by # b, da in diesem Fall

(Al X Bl) U (AQ X BQ) = {(al,bl), (ag,bg)}

und
(Al U Ag) X (Bl U BQ) = {(al,bl), (ag,bg), (al,bg), (ag,bl)}.

Aufgabe 1.20 (Beweis einer Mengeneigenschaft)

Seien A, B, C' Mengen. Folgt aus AUB = AUC, dal B = C ist? Folgt aus
ANB=ANC,da B = C ist?

Losung. Beide Aussagen sind falsch, wie man anhand folgender Beispiele
sieht:
Seien A = {a,b,c}, By = {¢,d}, Ba = {c}, C1 = {d} und C5 = {¢,d}. Dann
gilt:

AUB; = AU Cy ={a,b,c,d}, By # C4

und
ANBy=ANC0, :{C}, BQ#CQ.

Aufgabe 1.21 (Mdchtigkeit von Mengen)

Ein Meinungsforscher sendet seinem Chef das Ergebnis seiner Umfrage iiber
die Beliebtheit von Bier und Wein:

Anzahl der Befragten: 100

Anzahl derer, die Bier trinken: 75

Anzahl derer, die Wein trinken: 68

Anzahl derer, die beides trinken: 42

Warum wurde der Mann entlassen? (Begriindung mittels Mengen!)
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Losung.  Sei P die Menge der befragten Personen und bezeichne B die Menge
der Biertrinker aus P sowie W die Menge der Weintrinker aus P. Dann gilt
nach obigen Angaben:

[BNW| =42, |B\(BNW)|=75—-42=233, [W\(BNW)| =68 — 42 = 26.
Damit erhalten wir einen Widerspruch zu |P| = 100 wie folgt:

|P| > |[BUW| = |B\(BNW)|+|W\(BNW)|+ |BNW| = 33+26+42 = 101.

Aufgabe 1.22 (Beweis einer Mengengleichung)

Man zeige, dafl die Mengen {{z1,v1}, {z1}} und {{z2, 92}, {z2}} genau dann
gleich sind, wenn z; = 22 und y; = yo gilt.

Losung. ,=—“: Sei

Hzvuh {zat) = ({2, 42}, {22} (1.5)

Folgende zwei Fille sind dann méoglich:

Fall 1: 21 # y;1.

Wegen (1.5) gilt dann {z1,y1} = {22,y2} und {z1} = {22}, womit z; =
und dann auch y; = yo ist. Also gilt unsere Behauptung im Fall 1.

Fall 2: 21 = y;.

In diesem Fall folgt aus (1.5) 2o = ya = 1. Also gilt auch im Fall 2 unsere
Behauptung.

,<=": Es sei x1 = x2 und y; = yo.

Dann gilt offensichtlich (1.5). O

Binire Relationen

Aufgabe 1.23 (Figenschaften bindrer Relationen)
Welche der Eigenschaften

Symmetrie, Asymmetrie, Reflexivitit, Antisymmetrie, Transitivitéit
sind bei den folgenden Relationen vorhanden?

(a) Ry :={(z,y)|z €eR A yeR A x =y},

(b) Re ={(X,)Y)|[ X CM AY CM ANY = M\X} (M bezeichne eine
gewisse nichtleere Menge),

(c) R3:={(z,y)[zeR AN yeR A z <y},

(d) Ra:={(z,y)|lreN A yeN A z teilt y},

(e) Ry :={(z,y)|z €Z Ny €Z N =+ ygerade }.
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Lésunyg.
Ry Ry R3 R4 Rs
Symmetrie + 4+ - - +
Asymmetrie - - 4+ - -
Reflexivitét + - - + +
Antisymmetrie + — + + —
Transitivitét + - + + +

(+: Eigenschaft vorhanden; —: Eigenschaft nicht vorhanden)

Aufgabe 1.24 (Bindire Relation)

Welche Relation R C A x A (A nichtleere Menge) ist reflexiv, symmetrisch,
transitiv und antisymmetrisch?

Losung.  Es gibt nur eine Relation mit den oben angegebenen Eigenschaften:
R:={(z,z)|x € A}.

Aufgabe 1.25 (Bindre Relation)

Man gebe auf der Menge A := {1,2,3,4} eine binédre Relation R an, die nicht
reflexiv, nicht irreflexiv, jedoch transitiv und symmetrisch ist.

Lésung.  Ein mogliches Beispiel ist R := {(1,1)}.

Aufgabe 1.26 (Finden eines Fehlers in einem Beweis)

Man begriinde, wo in dem folgenden ,,Beweis“ der Herleitung der Reflexivitat
aus der Symmetrie und Transitivitéit einer bindren Relation R iiber der Menge
A der Fehler steckt.

Behauptung: Jede symmetrische und transitive Relation R C A x A ist auch
reflexiv (d. h., Va € A: aRa).

»,Beweis“: Wir betrachten ein beliebiges a aus A und ein b € A mit aRb.
Wegen der Symmetrie von R ist dann auch bRa und aus aRb und bRa folgt
dann wegen der Transitivitit von R die Beziehung aRa. Daher ist R reflexiv.

Liosung. Der Fehler steckt im ersten Satz. Nicht zu jedem a € A muf} ein
b € A mit (a,b) € R existieren (z.B. fiir R = ().

Aufgabe 1.27 (Bindire Relationen)

Sei M die Menge aller Menschen (tot oder lebendig). Seien die Relationen R
und S definiert durch:

(x,y) € R <= x ist Schwester von vy,
(z,y) € S <= =z ist Vater von y.

Was bedeuten umgangssprachlich (z,y) € ROS und (z,y) € SOR?
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Losung.  Aus den Definitionen der Relationen R und S ergibt sich:

(r,y) € ROS <= FzeM: (r,2)eR A (z,y)€S

N~~~
x ist z ist
Schwester Vater
von z von y

<=z ist Tante (véterlicherseits) von y

und

(,y) € SOR <= FzeM: (z,z2)€S A (z,y) €R

~ N~ N~
x 1st z 18t
Vater Schwester
von z von ¥y

<= 1z ist Vater von y und y hat eine Schwester.

Aufgabe 1.28 (Mathematisieren von Sachverhalten)

Ein Theater verfiige iiber 27 Reihen zu je 19 Plédtzen. Jeder Platz ist durch
seine Reihennummer r und seine Sitznummer s, also das Paar (r, s) eindeutig
festgelegt. Seien R := {1,2,...,27} und S := {1,2,...,19}. Demzufolge kann
man jede Vorstellung M als Menge der verkauften Plitze ansehen und es gilt
M C R x S. Man mathematisiere damit folgende Sachverhalte:

(a) von jeder Reihe wurde mindestens ein Platz verkauft; (b) die Vorstellung
ist ausverkauft; (c) die Menge aller moglichen Vorstellungen; (d) keine Karte
wurde verkauft; (e) wenigstens eine Reihe ist vollsténdig besetzt; (f) keine
Reihe ist vollsténdig besetzt.

Lésunyg.

(a): D(M)=R

(b): M=RxS

(c): (R x S)

(d): M=10

(e): Ire{1,2,...,27}: {zeS|(r,x) e M} =S5
(£):vre{1,2,..,27}: {x e S|(r,z) e M} # S

Aufgabe 1.29 (Beweis einer Mengengleichung)
Seien R, S und T binére Relationen iiber A. Man beweise:

(a) (RUS)OT = (ROT) U (SOT),
(b) (R\S)™' =R 1\S™ .
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Lésung. (a) folgt aus:

(x,y) € (RUS)OT <= Fz€ A: (x,2) € RUS A (2,y) €T
zeA: ((z,2)€eR V (x,2)€8) AN (2,y) €T
(Fze€A: (x,2) eR AN (2,y)€T)V
(Fze A: (x,2) €S A (z,y)€T)
(x,y) € ROT V (z,y) € SOT
(z,y) € (ROT) U (SOT)

—_— —

1y 11

(b) folgt aus:

(z,y) € (R\S)™! <= (y,2)

— (z)eR A (y,2) ¢S
— (r,y) e R°L A (2,y) €S
— (z,y) € R71\S!

Aquivalenzrelationen

Aufgabe 1.30 (Aquivalenzrelation)
Sei A :={1,3,4,5,7,8,9}. Wie hat man z,y € A zu wihlen, damit

R = {(2,7),(1,8), (4,4),(9,8),(7,3),(5,5), (9, 1),
(8.9). (8 1), (1,9). (3.3), (8,8). (7.7), (1. 1), (1)}

eine Aquivalenzrelation auf A ist? Man gebe auBerdem

(a) die Aquivalenzklassen von R,
(b) die zu R gehorende Zerlegung Z von A und
(c) die zu den Aquivalenzrelationen () C R gehorenden Zerlegungen

an!
Lésung.  Wegen (7,3) € Rund (3,7) ¢ R mufl x = 3 sein, damit R symme-

trisch ist. R ist nur fiir y = 9 reflexiv. Man priift leicht nach, dal mit den so
gewdhlten z,y die Relation R auch transitiv ist.

(a): [1] ={1,8,9} = [8] = [9], [3] = {3, 7} = [7], [4] = {4}, [5] = {5}
(b): Z = {{17859}7{&7}7{4}7{5}}
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(c):

{413, {8,933, 7}, {4}, {5} },
{4191, {8}, {3, 7}, {4}, {5} },

{ {18}, {9}, {3, 7} {4}, {5} },
{{1.8,9}, {3}, {7} {4}, {5} },
{1348}, {93, {3, 7}, {4}, {5} },
{13, {8,953, {3}, {7}, {4}, {5} },
{419} {8}, {3}, {7}, {4}, {5} },
({85 {9, 31 {7} {4}, {5} },
{13 {85, {93, (31, {7}, {4}, {5} }-

Aufgabe 1.31 (Satz 1.3.2)

Man gebe die durch die folgenden Zerlegungen Z; (i € {1,2,3}) der Menge R
charakterisierten Aquivalenzrelationen R; an:

(a) Zy = {{z,—z} |z € R},
(b) Zo ={{y+z|zeR ANO0<ax<1}|y€Z},
(¢) Zs:={{y+z|lycZ}|zeR AN O0<z<1}.

Lisung. (a): Ry = {(x,y) € R?||z| = |y}
(b): Ry :={(z,y) €R?*| 3z € Z: {z,y} C [z, 2+ 1)}
(¢): Ry :={(z,y) eR* |z —y € Z}

Aufgabe 1.32 (Bindre Relationen; Satz 1.5.2)

Man gebe Eigenschaften der nachfolgenden Relationen R C A x A an und
bestimme, falls R eine Aquivalenzrelation ist, die zugehorige Zerlegung von

) {((a,b),(c,d)) EN? xN*|a+c=b+d},

) {(a,b) € N?|a-b ist eine gerade Zahl oder a = b},

) {(a,b) € N?|a-b ist eine ungerade Zahl oder a = b},
) {(a,b) eN?|JceN: b=c-a},

) {((a,

Lésung. (a): R ist offenbar symmetrisch, jedoch nicht reflexiv (da z.B.
((1,2),(1,2)) € R wegen 1 4+ 1 # 2+ 2) und auch nicht transitiv, da z.B.
((1,2), (3,2)) € R, ((3,2),(5,6)) € R, jedoch ((1,2),(5,6)) ¢ R gilt.

(b): R ist reflexiv, symmetrisch und nicht transitiv, da (3,2) € R und
(2,5) € R, jedoch (3,5) € R.

(c): R ist eine Aquivalenzrelation, da R offenbar reflexiv, symmetrisch und
(da ein Produkt von Zahlen a,b € N genau dann ungerade ist, wenn a und b
ungerade) transitiv ist. Die zu R gehorende Zerlegung ist
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{{z € N|z ist ungerade} } U{{z}|x € Nist gerade}.

(d): Offenbar ist (a,b) € R identisch mit der Forderung: a teilt b. Die Teil-
barkeitsrelation ist reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch.

(e): R ist offenbar reflexiv, nicht symmetrisch und transitiv.

Aufgabe 1.33 (FEigenschaft von Aquivalenzrelationen)

Es seien R und Q Aquivalenzrelationen auf der Menge A. Man beweise, daf
dann R N Q ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf A ist und beschreibe die
Aquivalenzklassen von RN Q durch die von R und Q. Ist R U Q auch eine
Aquivalenzrelation auf A?

Lésung. Sind R und Q Aquivalenzrelationen, so ist R N Q offenbar reflexiv
und symmetrisch. Die Transitivitit von RN Q folgt aus:

{(a;b),(b,c)} SRNQ = {(a,b),(b,c)} SR A {(a,b),(b,c)} € Q
= (a,¢) €R A (a,¢) € Q = (a,¢) € RNQ.
Die Aquivalenzklassen von RN Q erhilt man durch Durchschnittsbildung:
la]rnq = [a]r N[a]q

(a € A).
RUQ ist im allgemeinen keine Aquivalenzrelation, wie folgendes Beispiel zeigt:
Sei A ={1,2,3}. Dann sind

R:= {(17 1), (27 2), (37 3), (17 2), (27 1)}

und
Q= {(L 1)7 (2, 2)7 (3, 3)7 (1, 3)7 (3, 1)}

Aquivalenzrelationen auf A, jedoch ist RUQ keine transitive Relation, womit
R U @ keine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 1.34 (Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation)
Auf der Menge A := R x R sei die Relation R wie folgt erklért:

(a,b)R(c,d) <= a® +b*> = + d?

(a,b,c,d € R).

(a) Man zeige, daf8 R eine Aquivalenzrelation auf A ist.
(b) Wie lauten die Aquivalenzklassen von R?
(¢) Man gebe eine geometrische Deutung der Aquivalenzklassen von R an.
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Lésung. (a): R ist eine Aquivalenzrelation, da = eine Aquivalenzrelation
ist. Ausfiihrlich:

R ist reflexiv, da a? + b% = a? + b? fiir alle (a,b) € A.
R ist symmetrisch, da

(a,)R(c,d) = a* +b* = +d> = P +d*=a*+b* = (c,d)R(a,b).
R ist transitiv, da
(a,b)R(c,d) A (c,d)R(e,f) = a>+b*=c*+d*> N P +d*>=e*+ f?
— a?+ b =>4+ f
= (a,b)R(e, f).
(b), (c): Zu jedem 7 € R mit r > 0 gibt es eine Aquivalenzklasse:
{(wy) € Al 2® +y* =1},

die gedeutet werden kann als die Menge aller Punkte in der Ebene, die auf
einen Kreis mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung und dem Radius

/1 liegen.

Aufgabe 1.35 (Eigenschaft von Aquivalenzrelationen)

Man wihle auf alle Arten zwei der drei Bedingungen ,reflexiv®, symme-
trisch®, . transitiv aus und gebe jeweils ein Beispiel fiir eine Relation an, die
diese zwei Bedingungen, aber nicht die dritte Bedingung erfiillt.

Lésung. Sei A:={1,2,3}. Dann ist die Relation

Ry=A{(1,1)}

nicht reflexiv, aber symmetrisch und transitiv (ein weiteres Beispiel ist die
leere Menge); die Relation

Ry := {(17 1); (27 2)a (37 3)a (17 2)a (27 3)a (17 3)}
nicht symmetrisch, aber reflexiv und transitiv; und die Relation
Rs:={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}

nicht transitiv, aber reflexiv und symmetrisch.

Aufgabe 1.36 (Beispiel fir eine Aquivalenzrelation)

Man zeige, dafl die sogenannte Kongruenz modulo n (Bezeichnung: =) eine
Aquivalenzrelation auf Z ist, die mit der iiblichen Addition und Multiplikation
auf Z vertriiglich (kompatibel) ist.
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Losung. Nach Definition haben wir
(a,b) €=, <= Tp,q,r €Z: a=p-n+r Nb=qg-n+r AN0<r<n
beziehungsweise
(a,b) €=, <= n | (a—b).

=, ist reflexiv, da n|(a — a) fir alle a € Z gilt.

=,, ist symmetrisch, da
(a,b) €=, = nlla—b) = nl|(b—a) = (b,a) €=, .
=,, ist transitiv, da

(a,b) €=, A (b,c) €=, = TIp,q,r,sEL:
a=p-n+r ANb=qg-n+r Nc=s-n+rA
0<r<n
= n|(a—c¢)
= (a,c¢) €=, .

Zwecks Nachweis der Vertriglichkeit von =, mit den Operationen + und -
seien (a, b), (a’,b") € =, beliebig gewahlt. Wir haben (a+a’, b+b'), (a-a’,b-b') €
=, zu zeigen. Aus (a,b), (a/, ") €=, folgt zunichst

dq,¢,r,7" €L

a=p-n+r ANb=g-n+r AN0<r<n A
a=p -n+r ANV =¢ n+1 AN0O<r <n.

Hieraus ergibt sich

(at+ad)—(b+V) = (p-ntr+p -n+r)—(¢-n+r+q -n+r)
= (p+p —q-4¢)n
und

(a-d)y—=(0b-V) =@En+r)-@ -n+r)—=(qg-n+r)- (¢ n+71)
((p-pntp-r'+r-p)ntrr)-—

((g-¢d n+q-r"+r-¢) n+r-r)

o ntpr'+rp—qq n—qr-r-q)n,

woraus (a+a’,b+ V') €=, und (a-d,b-V') €=, folgt, d.h., + und - sind mit
=,, vertriglich.
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Aufgabe 1.37 (Kongruenzen)

Man bestimme alle Aquivalenzrelationen auf {1,2, 3,4}, die mit der folgenden
inneren Verkniipfung o auf {1,2,3,4} vertriglich sind:

B W N~ O
=W N ==
BN R NN
=N W W
N

Lésung. Man priift leicht nach, daf§ die zu den folgenden Zerlegungen der
Menge A := {1,2,3,4} gehorenden Aquivalenzrelationen mit o kompatibel
sind:

Zy = {{a} |z € A},

Zy = {{17 3}a {2}7 {4}}5

23 = {{274}a{1}7{3}}a

Zy = {{1,2,3,4}},

Angenommen, es gibt noch eine von den oben beschriebenen Relationen ver-
schiedene Aquivalenzrelation R auf der Menge A, die mit o kompatibel ist.
Dann gilt

RN{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4)} # 0.
Folgende Félle sind damit moglich:
Fall 1: (1,2) € R.
Dann gilt (102,202) = (2,4) € Rund (103,203) = (3,2) € R, womit
R = Z4 ist, was wir ausgeschlossen hatten. Also ist Fall 1 nicht moglich.
Fall 2: (1,4) € R.
Dann gilt (102,402) = (2,4) € Rund (103,403) = (3,4) € R, womit
R = Z, ist, was wir ausgeschlossen hatten. Also ist Fall 2 nicht méoglich.
Fall 3: (2,3) € R.
Dann gilt (202,302) = (4,2) € Rund (203,303) = (2,1) € R, womit
R = Z4 ist, was wir ausgeschlossen hatten. Also ist Fall 3 nicht moglich.
Fall 4: (3,4) € R.
Dann gilt (302,402) = (2,4) € Rund (303,403) = (1,4) € R, womit R = Z,
ist, was wir ausgeschlossen hatten. Also ist Fall 4 ebenfalls nicht moglich.
Folglich gibt es nur die oben angegebenen Aquivalenzrelationen, die mit o
vertriglich sind.

Aufgabe 1.38 (Anzahl von Aquivalenzrelationen)

(a) Man gebe alle Aquivalenzrelationen auf der Menge M := {1,2,3,...,m}
fiir m € {2,3,4} an.
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(b) Bezeichne pu(k) die Anzahl aller Aquivalenzrelationen auf einer k-
elementigen Menge (k € N). Nach der von W. Harnau gefundenen Formel
kann man u(k) wie folgt berechnen:

tk:

t(i — ) (16)

pk) = (1) > (=1)
Mit Hilfe von (1.6) berechne man u(k) fir k € {2,3,4,5,6,7}.

Lésung.  (a): Die trivialen Aquivalenzrelationen auf der Menge M sind nach-
folgend mit ko := {(x,2) |z € M} und k1 := M x M bezeichnet.

Indem man sich die moéglichen Zerlegungen auf einer k-elementigen Menge
(k € {2,3,4}) iiberlegt, erhiilt man die folgenden Aquivalenzrelationen auf M
fiir k € {2,3,4}:

k=2: Ko, K1-

k= 3: Ko, K1, Ko U {(L 2)7 (2a 1)}7 ko U {(17 3)a (37 1)}; Ko U {(2 3) (Sa 2)}

k = 4: ko, k1; sechs Relationen der Form ko U {(a,b), (b,a)} mit a,b € M und
a # b; vier Relationen der Form xoU{(a,b), (a, ¢), (b, ¢), (b,a), (c, a), (¢,b)} mit
{a,b,c} C M und a, b, c paarweise verschieden; drei Relationen der Form £qU
{(aa b)v (ba a)v (Ca d)a (da C)}v wobei (a’a b, c, d) € {(L 2,3, 4)7 (1a 3,2, 4)7 (1a 4,2, 3)}

(b): Es gilt (unter Beachtung von 0! :=1):

n2) = Y (-1 (-1 )tt.(ft).

1 12 2 42
= 711 71t 2
DD gy TEDPLED
t=1 t=1
~ ~ - ~ ~ -
=1 —142

Aufgabe 1.39 (Eigenschaft von Aquivalenzrelationen)

Es seien R und @ Aq}livalenzrelationen auf der Menge A. Man beweise: ROQ
ist genau dann eine Aquivalenzrelation, wenn ROQ) = QOR gilt.

Losung.  Offenbar gilt fiir eine beliebige Relation S C A x A:

S ist symmetrisch <= S7! =5,
S ist transitiv. <= SOS C S;
S ist reflexiv und transitiv =— S0OS = S.
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Sei nachfolgend S := ROQ, wobei R und Q Aquivalenzrelationen bezeichnen.
Die Reflexivitdt von S folgt unmittelbar aus der Reflexivitdt von R und @
sowie der Definition von O. Wegen der Eigenschaft

(FOG)™' =G 'or!
siehe Satz 1.4. y und obiger bemerkung naben wir
ieche Satz 1.4.1, (2)) und obiger Bemerkung haben wi

S symmetrisch <= S7! =58
< (ROQ)'=Q '0OR!=Q0OR=ROQ

Sei nun ROQ = QUOR. Unter Verwendung des Assoziativgesetzes fiir O (siehe
Satz 1.4.1, (1)) 148t sich dann die Transitivitét von S wie folgt zeigen:

(ROQ)O(ROQ) = RO(QOR)OQ = RO(ROQ)OQ = (ROR)D(QOQ) = ROQ.
Zusammenfassend haben wir damit bewiesen:
ROQ = QUR = S ist Aquivalenzrelation.

Zwecks Beweis der Umkehrung obiger Aussage sei ROQ eine Aquivalenzrela-
tion. Dann gilt:

ROQ = (ROQ)™' =Q 'OR™! = QOR,

d.h., ROQ = QOR. O

Ordnungsrelationen

Aufgabe 1.40 (Beispiele fir Ordnungsrelationen)

Bei welchen der folgenden Relationen R; (i = 1,2,3,4) handelt es sich um
eine reflexive, teilweise Ordnung auf der Menge A := {1,2,3}?

Ry :={(1,1),(1,2),(2,2)},

Ry :={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)},

R; :={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)},
Ry :={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,3)}.

Losung. Reflexive Halbordnungen sind R; und R3. Ro ist nicht transitiv.
R, ist nicht antisymmetrisch.
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Aufgabe 1.41 (Beispiele fir Ordnungsrelationen)

Welche der folgenden Diagramme sind Hasse-Diagramme einer halbgeordne-
ten Menge?

Losung. Nur das zweite Diagramm ist kein Hasse-Diagramm, da Beziehun-
gen, die sich durch Transitivitdt ergeben, teilweise durch Striche angegeben
sind.

Aufgabe 1.42 (Reflexive Halbordnung)

Auf A = {a,b,c} sei eine reflexive, teilweise Ordnung R definiert. Welche
Moglichkeiten gibt es dann fiir das zugehorige Hasse-Diagramm Hp dieser
Relation, wobei die Knoten (Punkte) dieses Diagramms nicht bezeichnet sein
sollen. Man gebe fiir jedes gefundene Diagramm auch ein Beispiel fiir R C A2
in Relationenschreibweise an.

Lésunyg.
Hp Beispiel fiir R
. Ri:={(a,a),(b,b), (¢, )}
Ry U{(a,b)}

Rl U {(aa C)v (ba C)}

<

Rl U {(aa b)v (a’a C)}

Ry U{(a,d), (a,c), (b,c)}
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Aufgabe 1.43 (Irreflexive Halbordnung)
Sei A:=R x R. Auf A seien durch

(x1,91) + (72, 92) = (z1 + T2, 91 + Y2),
(33173}1) : (33273}2) = (331 “T2 — Y1 Y2, %1 Y2 + X2 'Z/l)

eine Addition und eine Multiplikation definiert. Man zeige, dafl man auf A kei-

ne irreflexive Halbordnung < mit den folgenden drei Eigenschaften definieren

kann:

(a) Vze A: z=(0,0) V z < (0,0) V(0,0) < z,

(b) Vz,w € A: (((0,0) <z A (0,0) <w) = ((0,0) < z-w A (0,0) <
z 4 w)),

(c) Vz,we A: ((2 < (0,0) A w<(0,0)) = (0,0) < z-w).

Liosung. Angenommen, es gibt eine irreflexive Halbordnung < auf A mit
den oben angegebenen Eigenschaften (a), (b) und (c).
Sei z := (x,y) # (0,0). Dann ist wegen (a) entweder z < (0,0) oder (0,0) < z.
Mit (b) und (c) folgt z - z = (2% — y?,2zy) > (0,0). Speziell bedeutet dies fiir
z € {(1,0),(0,1)}:

(0,0) < (1,0) - (1,0) = (1,0) und (0,0) < (0,1)- (0,1) = (~1,0).
Bildet man nun (1,0) + (—1,0) = (0,0), so mufl nach (b) und dem oben

Gezeigten (0,0) < (0,0) gelten, was nicht sein kann.
Also ist unsere Annahme falsch und damit die Behauptung richtig.

Aufgabe 1.44 (Eigenschaft von Halbordnungen,)

Man wihle auf alle Arten zwei der drei Bedingungen ,,reflexiv¥, ,antisymme-
trisch®, . transitiv aus und gebe jeweils ein Beispiel fiir eine Relation an, die
diese zwei Bedingungen, aber nicht die dritte Bedingung erfiillt.

Lésung. Sei A :={1,2,3}. Dann ist die Relation
Ry :={(1,2),(1,3),(2,3)}
nicht reflexiv, aber antisymmetrisch und transitiv; die Relation
Ry :={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}
nicht antisymmetrisch, aber reflexiv und transitiv; und die Relation

R3 = {(17 1); (272)a (373)a (172)a (273)}

nicht transitiv, aber reflexiv und antisymmetrisch. O
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Korrespondenzen, Abbildungen und Verkniipfungen

Aufgabe 1.45 (Hintereinanderausfiihren von Abbildungen)
Seien A:={z e R|0 <z <1} und

fi: A— A, x> sing,
fo: A— A, x> 22,
fa: A— A x+— Jx.

Durch welche Zuordnungsvorschriften sind dann f;0f; fir {i,5} C {1,2,3}
und i # j bestimmt?

Lésung. Es gilt

HBf = {(x,y) €[0,1]?[3z€[0,1]: (z,z)€fi A (zy)€fo }
~ o 7 ~ ~ “
d.h., d.h.,
z =sinx y = 2>
= {(z,y) € [0,1]*|y = (sinx)*}
beziehungsweise

fi0fa: A— A, x> (sinx)>
Analog kann man sich iiberlegen:

foOf1: A— A, x — sina?,

f10f3: A— A, x> sinz,
f30f: A— A, x> siny/z,
foOfs: A— A, x> x,
fsOfa: A— A, z+— .

Aufgabe 1.46 (Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen)

Man untersuche, ob die angegebene Abbildung f injektiv, surjektiv oder bi-
jektiv ist:

(a) f: N> N, n—2n+1,

) f:Z—>Z,z— —2+3,

() f: Q—>Q,g—5q+9,

d) f: R=R, 7= (r—1)(—2)(r—23).

Lésunyg.
(a): f ist injektiv, nicht surjektiv und damit auch nicht bijektiv.

(b): f ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv.
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(¢): f ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv.
(d): f ist nicht injektiv (z.B. wegen f(1) = f(2) = 0), surjektiv (da ein
Polynom 3. Grades immer eine reelle Nullstelle hat, womit die Gleichung

r—=1D(r—-2)(r-3)=s

fiir jedes s € R stets mindestens eine reelle Losung r besitzt) und damit nicht
bijektiv.

Aufgabe 1.47 (Surjektive Abbildung)

Man gebe eine Abbildung f : N — N an, die surjektiv, aber nicht bijektiv
ist.

Losung. 7.B. ist die Abbildung f mit
FO) = F2) =1, Vo € N\{1,2} : f(&) = 1

surjektiv, aber nicht injektiv, womit sie nicht bijektiv ist.

Aufgabe 1.48 (Surjektive und injektive Abbildung)

Man 16se die folgende Aufgabe fiir die Menge
(2) A=12,

(b) A=Q.

Sei ¢ € A und f, die durch

fei: A— A x—x4+c—xz-c

definierte Abbildung. Fiir welche ¢ € A ist
(1) feo surjektiv;
(2) fe injektiv?

Losung. (a), (1): f. ist nur fir ¢ € {0,2} surjektiv, da kein 2 € Z mit
fel@)=(1—-c)z+c=0und ce Z\ {0, 2} existiert.

(a), (2): Offenbar ist f; nicht injektiv. Jedoch ist f. injektiv fiir alle ¢ €
Z\{1}, da im Fall ¢ # 1 gilt:

(1—¢)-z1+c=(1—-¢c) x2+c = z1 =22

(b), (1): f. ist genau dann surjektiv, wenn ¢ # 1 ist.
(b), (2): f. ist genau dann injektiv, wenn ¢ # 1 ist.
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Aufgabe 1.49 (Bijektive Abbildung)
Sei f eine Abbildung von A :=R X R in B := R x R vermoge

(z,y) = (azx + By, vz + dy),

wobei «, 3,7,d gewisse fest gewihlte Zahlen aus R sind. Unter welchen Be-
dingungen fiir a, 3,7,6 ist f eine bijektive Abbildung? Wie lautet in diesem
Fall f~1?

Lésung.  f ist offenbar genau dann bijektiv, wenn man fiir jedes (y1,y2) €

R x R genau ein (z1,22) € R x R mit

ary + Bra =y
Yr1 + dx2 =y

finden kann. Analog zur Rechnung zu Beginn von Abschnitt 3.1 (siehe auch
Satz 3.1.11) erhalten wir hieraus:

f ist bijektiv <= a-d—~- -8 #0.
Falls a- 9 — v - 5 # 0, lautet die inverse Abbildung

- 0—y2f  oyr -
1. R2 R? Y1
f — ,(yhyQ)}_)(a'(S"}/'ﬂ,Oé'é’)/'ﬂ
Aufgabe 1.50 (Abbildungen)

Welche der folgenden Relationen R; (i € {1,2,...,6}) sind Abbildungen von
D(R;) CR in R?

(a) R1 = {(z,y) e R?|y =sinz}, D(R;) :=R;

(b) Rz :={(z,y) € R?|y =tanz}, D(R2) :=R;

(c) Rs 2{(96‘72!) eER*|0<z<1Ay= "}, D(Rs):=[0,1];

(d) Ry :={(z,y) €R?|z >0 A y=1Inx}, D(R) :=R¥;

( ) R5 :{(x,y)€R2| —5<z<5 A x2+y2:25}, D(RS):[_575];
(f) Rg :={(z,y) eR?|y+x =0}, D(Rs) =R

Losung. Nur Ry, Ry und Rg sind Abbildungen. R ist keine Abbildung von
R, da z.B. # = § € R kein Bildelement hat. R3 ist keine Abbildung, da le_l
fiir « € {1, —1} nicht definiert ist. R5 ist keine Abbildung, da z.B. die Paare
(3,4) und (3, —4) jeweils die Relationsvorschrift 2% + y? = 25 erfiillen.

Aufgabe 1.51 (Eigenschaft von Abbildungen)
Es sei A eine endliche Menge und f : A — A eine Abbildung. Man beweise:

f ist injektiv <= f ist surjektiv <= f ist bijektiv.
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Losung. ,f ist injektiv = f ist surjektiv‘: Da f eine Abbildung ist, gilt
D(f) = A. Da f auBlerdem injektiv, folgt hieraus |W(f)| = |D(f)| = |A].
Wegen der Endlichkeit von A geht dies nur im Fall W(f) = A, d.h., f ist
surjektiv.

[ ist surjektiv = f ist bijektiv*: Da f eine surjektive Abbildung ist, haben
wir D(f) = W(f) = A. Wegen der Endlichkeit von A geht dies nur, wenn f
auch injektiv, d.h., bijektiv ist.

»f ist bijektiv = f ist injektiv“: Dies folgt unmittelbar aus der Definition
von ,,bijektiv.

Aufgabe 1.52 (Korrespondenz)

Es sei F' die Menge der Paare (z,y) € Ny x Ny, die den folgenden Ungleichun-
gen geniigen:
10z —2y >0, 10y — 22 >0, x +y < 12.

Offenbar ist F eine Korrespondenz aus Ny in Ny und die Elemente (z,y) € F
kann man als Koordinaten von Punkten in der z,y-Ebene auffassen. Man
gebe (a) eine Skizze fiir F an und bestimme (b) D(F) und W (F), (c) F~!,
(d) FOF.

Lésung.  (a): Die moglichen Elemente (z,y) € F kann man sich wie folgt
als Punkte in der Ebene geometrisch veranschaulichen:

A

12

11 ST =y

10

9

8

7 r+y=12
6

5

4

3

2

1 Sy ==

>

12345678 9101112

(b): D(F) = W(F) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
(¢): F~1=F
(d): FOF = {(0,0)} U{(z,y) | =,y € {1,2,...,10}}, da

Ve,z € {1,2,..,10} : (z,2) € F N (2,2) € F

(siehe obige Zeichnung) und folglich
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FOF = {(x,2) e D(F) x W(F)|3y: (z,y) € F A (y,2) € F}
= {(0,0)}U{(z,y) =,y € {1,2,..,10}}.

Aufgabe 1.53 (FEigenschaft von Abbildungen)
Seien f: A — B, g: B — C Abbildungen. Man beweise:

f» g surjektiv (injektiv) = fOg surjektiv (injektiv).

Losung. Seien f und g surjektiv. Angenommen, fOg ist nicht surjektiv.
Dann gibt es ein ¢ € C mit der Eigenschaft, dafi (fOg)(x) # c fiir alle z € A.
Da g und f surjektiv sind, existiert ein b € B mit g(b) = ¢ und dazu passend
ein a € A mit f(a) = b. Folglich gilt (fOg)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢ im
Widerspruch zu unserer Annahme. Also gilt die Behauptung.

Seien f und ¢ injektiv. Angenommen, (fOg)(a1) = fOg)(as2) fiir gewisse
ay,az € A, dh., es gilt g(f(a1)) = g(f(az)). Da ¢ injektiv ist, ergibt sich
hieraus f(a1) = f(az). Da auch f injektiv ist, folgt a; = ag. Also ist fOg
injektiv. O

Michtigkeit von Mengen

Aufgabe 1.54 (Unendliche Menge)

Man beweise: Ist M eine unendliche Menge, dann ist auch B (M) eine unend-
liche Menge.

Losung. Sei M eine unendliche Menge. Nach Definition gibt es folglich eine
bijektive Abbildung f von M auf eine echte Teilmenge N von M. Mit Hilfe
von f 14t sich eine bijektive Abbildung g von B (M) auf die Menge

Pi={{z} |z e N}U{A € BM)|[|A] =2} C P(M)
wie folgt definieren:

g: PM) — P,
Vee M: {z} — {f(2)},
VX e{AePpM)||4]>2}: X — X.

Aufgabe 1.55 (Gleichmichtigkeit von gewissen Intervallen aus R)

Man beweise, daf§ die Intervalle (0, 1) und [0, 1] aus reellen Zahlen gleichméch-
tig sind.

Lésung.  Obige Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 1.5.5, (b).
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Aufgabe 1.56 (Abzdihlbare Mengen)

Man beweise: Je zwei der Mengen N, No, N x N, N x 7Z sind gleichméchtig
(und damit abzéihlbar).

Losung.  Eine bijektive Abbildung von N auf Ny ist z.B.
f*N—Ny,z—2x—1.
Zwecks Nachweis, dafl N x N abzéhlbar ist, deute man die Paare (x,y) € NxN

als Punkte in der z, y-Ebene und ,,zihle* die Punkte mit (1, 1) beginnend iiber
die ,Diagonalen* wie folgt ab:

Die Abzéhlbarkeit von N x N 1t sich aber auch wie folgt zeigen:

Fir (z,y) € N x N wollen wir die Zahl = + y als Hohe von (x,y) bezeichnen.
Die Anzahl aller Paare mit gegebener Hohe h (> 1) ist gleich h — 1, da nur
genau die folgenden Paare die Hohe h besitzen:

(1, h—1), 2,h—2), oy (h—1,1).

Bezeichne Py, die Menge aller Paare der Hohe h. Dann ist NxN = [ J;_, Py, als
Vereinigung von abzihlbar vielen endlichen Mengen wieder eine abzihlbare
Menge (siehe Satz 1.5.3, (c¢) bzw. die folgenden Aufgabe).

Die Abzihlbarkeit von N x Z beweist man analog.
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Aufgabe 1.57 (Abzihlbare Mengen)

Seien A; fiir alle i € N abzidhlbare Mengen. Man beweise, dafl dann auch
Ui=, A; eine abzihlbare Menge ist.

Lésung. Da unsere vorgegebenen Mengen abzéhlbar sind, kénnen wir sie
wie folgt beschreiben:

A1 = {all, a12,A13, 144 ---5 A1n, },
Ay = {ag1,a22,a23,a24, ..., Q2p, ...},
Ag = {agl, a32,a33,A34, ---, A3n,, },
Ay = {a41, 042,043, 44, ..., Q4p, ...},

Dann kann man die Menge A := Ufil A; wie folgt als abzihlbare Folge schrei-
ben:

a11; @12, a21; @13, 022,A31; A14, 023, A32; 4415 ---

(siehe Beweis von Satz 1.5.3, (b)).

Aufgabe 1.58 (Uberabzihlbare Menge)

Man beweise: Die Menge
F :={(ay,a2,a3,...,a;,...) | Vi e N: a; € {0,1}}

(Menge aller Folgen, deren Folgeglieder 0 oder 1 sind) ist nicht abzihlbar.
(Hinweis: (a1,a2, ..., a4, ...) = (b1,ba, ..., b;,...) == Vi eN:a; =b;)

Losung. Angenommen, F ist abzéhlbar, d.h., es existiert eine bijektive Ab-
bildung
f: N— F nw (an1,an2,ans3, ...).

Wié&hlt man dann b := (by,bo, bs,...) € F' mit

b — 0 falls Qg5 = 17
v 1 falls Qg5 = 0

(i € N), so sieht man leicht, dal b # (an1, an2, ans,...) = f(n) fir alle n € N
gilt, womit f keine bijektive Abbildung ist, im Widerspruch zu unserer An-
nahme. Also gilt unsere Behauptung.
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Aufgabe 1.59 (Gleichmichtige Mengen)

Sei F' wie in Aufgabe 1.58 definiert. Man zeige, dafl die Menge F' x F zu F
gleichméchtig ist.

Losung.  Eine bijektive Abbildung von F' x F' auf F ist z.B. die Abbildung

g: FxF — F, ((al,ag,a;g,...),(bl,bg,bg,...)) — (al,bl,ag,bg,ag,bg,...).

Aufgabe 1.60 (Gleichmdichtige Mengen)

Sei F' wie in Aufgabe 1.58 definiert. Man zeige, dal F' sowohl zu P(N) als
auch zu PB(Z) gleichméichtig ist.

Lésung. Bezeichne A ein beliebiges Element aus PB(N). Dann ldfit sich der
Menge A auf eineindeutige Weise das Tupel

(a1,az2,as,...) € F

mit
|0 falls ¢ ¢ A,
TV falls i€ A

(i € N) zuordnen. Folglich gibt es eine bijektive Abbildung
g:B(N) — F, A— g(A) := (a1, as,as,...),

d.h., PB(N) und F sind gleichmiichtig.

Die zweite Behauptung beweist man analog:

Offenbar gibt es eine bijektive Abbildung f von Z auf N (siehe dazu Beispiel
(2.) fiir gleichméchtige Mengen aus Abschnitt 1.5 und Aufgabe 1.56). Mit
Hilfe dieser Abbildung und der gerade oben definierten Abbildung ¢ 148t sich
dann die Abbildung h : PB(Z) — F wie folgt definieren:

VA€ B(Z): MA):=g({f(a)|aec A}).

Man priift leicht nach, dafl h eine bijektive Abbildung von B(Z) auf F ist.

Aufgabe 1.61 (Gleichmdichtige Mengen)

Sei I’ wie in Aufgabe 1.58 definiert und bezeichne F* die Menge derjenigen
Tupel aus F, die keine 1-Periode besitzen, d.h., fiir kein (ai, as,as,...) € F*
existiert ein k € Ny, so dafl ax11 = agq2 = .... = 1 ist. Man beweise, dafl F’
und F* gleichméchtig sind.
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Lésung.  Sei Ty := {(a1,az2,...,a5,1,1,1,...) [{a1,...,ar} C {0,1}} (k € Np).
Offenbar gilt

F* = F\(D Ty).
k=0

Fiir jedes k € N ist T}, eine endliche Menge und damit | J,-, T} eine abzihl-
bare Menge. Die Menge F' ist dagegen nach Satz 1.5.5 eine iiberabzéhlbare
Menge. Unsere Behauptung folgt damit aus Satz 1.5.5.

Aufgabe 1.62 (Gleichmichtige Mengen)

Man beweise, dafl die Menge M aller reellen Zahlen x mit 0 < z < 1 zur
Menge F' (siehe Aufgabe 1.58) gleichmiéichtig ist.

Lésung. Sei a € M. Dann existieren gewisse a1, ag, ... € {0,1} mit

1 1 1
r=ay- _ +as- +a3~23

) . + ..

Genauer:
n
. 1
= lim E a; - ..
n—o00 4 i A
i—

Diese Darstellung ist nur dann eineindeutig, wenn (a1,as,as,...) keine 1-
Periode besitzt. Folglich ist M zu F* (siehe Aufgabe 1.61) gleichmichtig.
Unsere Behauptung folgt dann aus der Losung von Aufgabe 1.61.

Aufgabe 1.63 (Gleichmdchtige Mengen)
Man beweise, dafi R zur Menge B (N) gleichmiichtig ist.

Lésung. TIm Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, dafl R zur Menge M := {x €
R|0 < & < 1} gleichmiichtig ist. Unsere Behauptung ergibt sich damit aus
den Losungen der Aufgaben 1.62 und 1.60. O

Boolesche Funktionen und Aussagenlogik

Aufgabe 1.64 (Aufschreiben eines Satzes der Umgangssprache als aussagen-
logische Formel)

Man iiberfiihre die folgende Aussage A in einen aussagenlogischen Term: Sonn-
tags besuchen wir unsere Freunde und, sofern es micht gerade regnet, machen
wir eine Wanderung oder eine Radpartie.

Losung. A 1a3t sich wie folgt in die Einzelaussagen B, C, D, E, F zerlegen:
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B: FEs ist Sonntag.

C: Wir besuchen unsere Freunde.
D: Es regnet.

E: Wir machen eine Wanderung.
F: Wir machen eine Radpartie.

Logisch prézise lautet dann A:

Wenn es Sonntag ist, dann

besuchen wir unsere Freunde und,

falls es nicht regnet, dann

machen wir eine Wanderung oder wir machen eine Radpartie.

beziehungsweise
B= (C AN (-D=(EV F))).

Aufgabe 1.65 (Logische Analyse von zwei Sitzen der Umgangssprache)

Oft sind Sétze der Umgangssprache unprézise oder mehrdeutig, was man meist
erst bei der logischen Analyse entdeckt. Man erldutere dies anhand der fol-
genden zwei Aussagen A; und As.

Ayq: Unsere Zimmer sind mit Fernseher und Telefon oder Internetanschlufs
ausgestattet.

Ay: Werktags aufler samstags verkehrt um 23.20 Uhr entweder ein Zug oder
ein Bus von X nach Y.

Liosung.  Wir benutzen die folgenden Teilaussagen von Aj:

B: Unsere Zimmer sind mit Fernseher ausgestattet.
C: Unsere Zimmer sind mit Telefon ausgestattet.
D: Unsere Zimmer sind mit Internetanschluf$ ausgestattet.

Der Term BACV D ist kein zuléssiger Ausdruck! Korrekte Terme sind (BAC)V
D oder B A (CV D), deren zugehsrigen Boolesche Funktionen voneinander
verschieden sind. Damit hat obiger Satz A; zwei unterschiedliche logische
Interpretationen:

e (BAC)V D: Unsere Zimmer sind mit Fernseher und Telefon — oder mit
Internetanschlufl ausgestattet.

e BA(CVD): Unsere Zimmer sind mit Ferseher — und zusdtzlich mit Telefon
oder Internetanschluf$ ausgestattet.

Kommen wir nun zur logischen Analyse von Ay, wobei wir die folgenden Teil-
aussagen von Ay benutzen:

B: Es ist werktags.
C: Es ist sonntags.
D: Es verkehrt um 23.20 Uhr ein Zug von X nach Y.
E: Es verkehrt um 23.20 Uhr ein Bus von X nach Y.
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Ubersetzt man die obige Aussage ohne viel Uberlegung, so erhilt man:
p:=(BA(=C)) = (DA (=E))V((=D) A E).

Dies ist zwar eine aussagenlogisch korrekte Formel, sie stimmt aber nicht mit
dem {iberein was mit As offenbar gemeint ist. Denn, wéihlt man z.B. B = 0
und C = 0 (,,sonntags“), so ist p = 1, was

Sonntags verkehrt ... ein Zug und ein Bus ...

als wahre Aussage zur Folge hat. So will aber obiger Text sicher nicht ver-
standen werden! Eine mogliche Textergidnzung bei A zwecks Eindeutigkeit ist

.. und falls es nicht werktags aufer samstags ist, dann
verkehrt um 28.20 Uhr weder ein Zug noch ein Bus ...

beziehungsweise formalisiert:
Y= =(BA(20)) = ((=D) A (ZE)).
Der korrekte Ersatzausdruck fiir A, lautet dann
N,

wie man anhand folgender Tabelle {iberpriifen kann:

B C D FE ¢ Y o ANp Bemerkung
000011 1 werktags
000110 O
001010 O
001110 O
010011 1 nicht
010110 O interpretierbar
06011010 O
011110 0

1 00001 0  werktags
100111 1
101011 1

1 01 101 0
110011 1 samstags
110110 0
111010 0
111110 0
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Aufgabe 1.66 (Uberpriifen einer Schluffolgerung mittels Aussagenlogik)

Man entscheide, ob der folgende Schlufl korrekt ist, wenn man die Voraus-
setzungen als Aussagen aufschreibt und nachpriift, ob die Konjunktion dieser
Aussagen die Behauptung impliziert.

Falls die Beschdftigten eines Betriebes nicht streiken, so ist eine notwendige
und hinreichende Bedingung fir eine Gehaltserhdhung, dafi die Arbeitsstun-
denzahl erhéht wird. Im Falle einer Gehaltserhohung wird nicht gestreikt. Falls
die Arbeitsstundenzahl erhoht wird, so gibt es keine Gehaltserhéhung. Folglich
werden die Gehdlter nicht erhdoht.

Losung.  Wir benutzen folgende Abkiirzungen:

S: Die Beschiftigten des Betriebes streiken.
G: Es gibt eine Gehaltserhohung.
A: Die Arbeitsstundenzahl wird erhoht.

Die obigen Voraussetzungen sind damit wie folgt beschreibbar:
p1:=(08) = (G = A),
2 := G = (—9),
p3 = A= (G).

Die Folgerung lautet dann —G.
Der oben angegebene Schluf ist korrekt, da

@ = (o1 A2 Ap3) = (-G)

eine Tautologie ist, was man z.B. mit Hilfe einer Wahrheitswertetabelle nach-
priifen kann:

S G A o1 p2 03 i ANp2Np3 G ¢
000 1 1 1 1 11
0010 1 1 0 11
0100 1 1 0 0 1
0111 1 0 0 0 1
1001 1 1 1 11
1011 1 1 1 11
1101 0 1 0 0 1
1111 0 0 0 0 1

Etwas schneller zum Beweis kommt man durch folgende Uberlegung:
Angenommen, es gibt s, g,a € {0,1} mit

((ms = (9 == a)) A (g = =8) A (a = —g)) = —g) = 0.

Dann gilt (-s = (g <= a)) A (¢ = —s) A(a = —g) = 1 und —~g = 0.
Folglich haben wir g = 1 und
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(s=(g<=a)=(g= —8)=(a = —g) =1.

Aus (9 = —s) =1 und g = 1 folgt dann s = 0. Wegen (—s = (g <= a)) =
1 folgt hieraus ¢ = a = 1. Die Gleichung (¢ = —g) = 1 liefert dann den
Widerspruch g = 0.

Aufgabe 1.67 (Ldsen einer Aufgabe mittels Aussagenlogik)

Ein Polizeibericht enthélt folgende Informationen iiber einen Einbruchs:
Der/Die Titer ist/sind mit Sicherheit unter den drei Personen A, B, C zu
finden.

Wenn A und B nicht beide zugleich am FEinbruch beteiligt waren, scheidet C
als Tater aus.

Ist B schuldig oder C unschuldig, so kommt A als Tdter nicht in Frage.

Wer hat den Einbruch begangen?

Losung.  Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen fiir die angegebenen
Aussagen:

X: A ist Tater,
Y: B st Titer,
7. Cist Tidter.

Der oben angegebene Polizeibericht 1é8t sich dann in der Form
e =(XVYVIONXANY =2)AN(YVZ) = X)=1
aufschreiben. Mit Hilfe einer Wahrheitswertetabelle priift man leicht nach,

daBl diese Gleichung nur fiir X =7 =0 und B =1 gilt:

XV

|
S

oo oo ~ROO%

VZ XANY=Z (YVZ

HHHHOOOOX
_Fm, OO R RO ON

Z Y
0 0
1 1
0 1
1 1
0 1
1 1
0 1
1 1

—_—_O RO = O =
O O = O e e

Also ist B der Téter.
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Aufgabe 1.68 ( Ubersetzen von wmgangssprachlichen Sitzen in die Sprache
der Aussagenlogik)

Man tiberfithre den folgenden Satz in einen aussagenlogischen Term und un-
tersuche, unter welchen Umstidnden das Verhalten eines Teilnehmers an der
Klausur nach dieser Formulierung korrekt ist:

A: Zugelassene Hilfsmittel bei der Klausur sind Vorlesungsmitschriften
oder das Buch zur Vorlesung.

Losung.  Wir formalisieren die Aussage A mit Hilfe von

V. Die Vorlesungsmitschrift wird vom Studenten benutzt.,
B: Das Buch zur Vorlesung wird vom Studenten benutzt.

in der Form
A(V,B) =1 <= das Verhalten des Studenten ist korrekt.

Der Ausdruck A(V, B) = V'V B ist falsch, da A(0,0) = 0 und dies sicher nicht
dem Anliegen von A entspricht. Richtig ist dagegen:

AV, B) = (VAB)V(VA(=(B) V((=V) AB)V ((=(V) A (=(B)).

Was ist aber, wenn der Student einen Laptop oder ein Buch (# Buch zur
Vorlesung) benutzt? Im Sinne der mathematischen Logik handelt er trotzdem
korrekt, da obiges A eine Tautologie ist. Um dies zu vermeiden, mufl A ergénzt
werden durch:

Weitere Hilfsmittel sind nicht erlaubt.
Formal benétigen wir also noch
H: Fin weiteres Hilfsmittel wird benutzt.

und erhalten
A(V,B,H) =1 < —H.

Aus rechtslogischer Sicht sieht dies etwas anders aus:

§ 133 BGB:

»,Bei der Auslegung ist der wirkliche Wille zu erforschen und nicht an
dem buchstéiblichen Sinne des Ausdrucks zu haften.*

Ein Jurist wiirde in obiger Aussage auflerdem das oder im Sinne von entweder—
oder interpretieren. Ist unser aussagenlogisches oder gemeint, so wiirde ein Ju-
rist anstelle von A die Aussage A': ,, Zugelassene Hilfsmittel bei einer Klausur
sind Vorlesungsmitschriften und das Buch zur Vorlesung.“ verwenden.
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Aufgabe 1.69 ( Ubersetzen von wmgangssprachlichen Sitzen in die Sprache
der Aussagenlogik)

Gegeben seien die Aussagen

Aq: Die Sonne scheint.

As: Fin Auftrag liegt vor.

As: Miss Peel tibt Karate.

Ay: Miss Peel besucht Mr. Steed.
As: Mr. Steed spielt Golf.

Ag: Mr. Steed luncht mit Miss Peel.

Mit Hilfe der Aussagen Aq, ..., Ag und Aussagenverbindungen stelle man die
folgenden Aussagen dar.

A: Wenn die Sonne scheint, spielt Mr. Steed Golf.

B: Wenn die Sonne nicht scheint und kein Auftrag vorliegt, luncht Mr. Steed
mit Miss Peel.

C: Entweder bt Miss Peel Karate oder sie besucht Mr. Steed.

D: Miss Peel 1ibt Karate genau dann, wenn Mr. Steed Golf spielt — oder ein
Auftrag liegt vor.

E: Entweder scheint die Sonne und Mr. Steed spielt Golf — oder Miss Peel
besucht Mr. Steed und dieser luncht mit ihr.

F: Es trifft nicht zu, dafs Miss Peel Mr. Steed besucht, wenn ein Auftrag
vorliegt.

G: Nur dann, wenn kein Auftrag vorliegt, luncht Mr. Steed mit Miss Peel.

Losung. 7.B. kann man die obigen Aussagen wie folgt darstellen:
A= (A1 = A5),

(mA1 A —Ay) = Ag),

As N=Ay) V (mAs AN Ag)),

Az <= A5) V Ag),

(A1 AN As) A—(As A Ag)) V (m(A1 A As) A (Ag A Ag))),

QT QaQw
Il

Aufgabe 1.70 (Interpretation von aussagenlogischen Formeln)

Man gebe fiir jede der folgenden Aquivalenzen eine sprachliche (verbale) In-
terpretation anhand eines Beispiels an!

(a) (zNz) = =,

(b) (-z) <= x,

(©) (=(zAy) = (-2 V),
(d) (zVy) = (z=v),
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(e) (zA(xVy)) <= =z,
) (z=y) A (y=12)) = (z <= y).

Lésung. (a): Linke Seite: ,,Es regnet und regnet.“. Rechte Seite: ,,Es regnet®.
(b): L.S.: ,Eva ist nicht unbegabt.“, R.S.: ,Eva ist begabt.*

(c): L.S.: ,Es trifft nicht zu, dafl Adam raucht und trinkt“, R.S.: , Adam raucht
nicht oder Adam trinkt nicht*.

(d): L.S.: ,Das Haus ist nicht neu oder gro8.“, R.S.: ,Wenn das Haus neu ist,
dann ist es auch grof}.*

(e): L.S.: ,20 ist durch 10 teilbar und 20 ist durch 10 oder 2 teilbar.“, R.S.:
,,20 ist durch 10 teilbar.

(f): L.S.: ,Wenn zwei Mengen dquivalent sind, dann haben sie die gleiche
Miéchtigkeit — und wenn sie die gleiche Méchtigkeit haben, dann sind sie dqui-
valent.“, R.S.: ,Zwei Mengen sind genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche
Michtigkeit haben.«

Aufgabe 1.71 (Beschreibung von Booleschen Funktionen durch unterschied-
liche Formeln)

Die Booleschen Funktionen f bzw. g seien durch

flxy) =(x=y) Az Vy)

bzw.
9(x,y,2) = (x & 2)+y
definiert.

(a) Man gebe die Wertetabellen und die disjunktiven Normalformen von f
und g an.
(b) Wie 148t sich f nur unter Verwendung der Zeichen A und ~ darstellen?

Lésung. (a):

ry z g(z,y,2)
000 0
zy f(z,y) 001 1
00 1 010 1
01 0 011 0
10 0 100 1
11 1 101 0
110 0
111 1

Die disjunktiven Normalformen dieser Funktionen sind:



50 1 Aufgaben zu: Mathematische Grundbegriffe

f(@,y) =@ Ay)V(zAy),
gz, y,2) = (@ AyAz)V(@AyAz)V(@AyAz)V(zAyAz).

(b): f(z,y) = (x Ay) A (zAy).

Aufgabe 1.72 (Vereinfachung Boolescher Terme)

Man vereinfache mit Hilfe der algebraischen Methode die folgenden Boole-
schen Terme:

(a) ti(z,y) = (£ Ay) vV (zAy)) V (zVy),
(b) ta(z,y,2) = ((x Vy) V2) A (2 V 2),
(Ci t3§flf,y, z):=(@A(yNz)V )( ANFAZ)V((zVg)A(xV2)),

(d) ta(z,y,z,u) = (((xAy)VE)V((ZAZ)V (T AW))).
Lésung. (a): t1(z,y) =1,

(b): ta(z,y,2) = (yAz)Vz=(yVa)Az,

(¢): ta(myy,2) =x A (yV 2),

(d): ta(zyy, z,u) = (@ A2)V(cAyAu)V (yAz).

Aufgabe 1.73 (Tautologien, Kontradiktionen, Kontingenzen)

Eine Aussage, deren Negation eine Tautologie ist, heifit Kontradiktion. Eine
Aussage, die weder eine Tautologie noch eine Kontradiktion ist, nennt man
Kontingenz. Man entscheide anhand von Wahrheitstafeln, welche der folgen-
den Aussagen Tautologien, Kontradiktionen oder Kontingenzen sind.

(&) (r= (y==2)) = ((z = y) = 2),
(A2)V(yA2) = ((zA2)A(yV2)),
(Ay)V(zAy)V(zAy),
(xAz)A((yVy) = 2),

(= (y=2)) = ((x \y) = 2),
(xVa)A((yANy) = 2).

Lésung. Tautologien sind (e) und (f). Nur(d) ist eine Kontradiktion. Kon-
tingenzen sind (a), (b) und (c).

Aufgabe 1.74 (Vereinfachung Boolescher Terme)

Fiir Abstimmungen in einem vierkopfigen Gremium gelten folgende Regeln:
Stimmenthaltung unzuléssig; die Abstimmung erfolgt dadurch, dafl jedes Mit-
glied des Gremiums einen bei seinem Platz angebrachten Schalter in eine der
beiden moglichen Stellungen ,,Ja“ oder ,,Nein“ bringt. Ein griines Licht leuch-
tet bei Annahme eines Antrags auf, ein rotes bei Ablehnung. Bei Stimmen-
gleichheit leuchten beide Lichter auf. Man erstelle die disjunktiven Normal-
formen der beiden Stromfithrungsfunktionen und vereinfache diese.
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Losung. Bezeichne g die Stromfiithrungsfunktion fiir die griine Lampe und
bezeichne r die Funktion fiir die rote Lampe. Dann gilt:

xy zu gy zu) ey, zu)
0000 0 1
0001 0 1
0010 0 1
0011 1 1
0100 0 1
0101 1 1
0110 1 1
0111 1 0
1000 0 1
1001 1 1
1010 1 1
1011 1 0
1100 1 1
1101 1 0
1110 1 0
1111 1 0

Die disjunktiven Normalformen der Funktionen g und r lauten folglich (unter
Verwendung der Schreibweise xy anstatt x A y und der Vereinbarung, daf3 A
stéirker bindet als V)

g(a:, Yy, z,u) = zyzuVayzuV ryzuV rzyzuV ey zu NV xyzu V ryzu
VzyzuV zyzu V xzyzu V zyzu

und

r(x,y,z,u) = zyzuVrxyzuVryzuV ryzuV ryzuV rxyzuV xyzu
VeyzuV xyzuV zyzu V TYz u.

Vereinfachen lassen sich obige Darstellungen fiir die Funktionen ¢ und r nach
dem in Abschnitt 1.6 angegebenen Verfahren.
Zunichst fiir g:
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1. geordnete Liste: 1. Zusammenfassung:

1.,2. zyz
1..3. zyu
1 2usu 1.,4. zzu
- 1.,5. yzu
2. zyzu
3wy 2.,8. yzu
4' xyzu 2.,10. xzu
Y 2.,11. zyu
5. xYyzu
6 3.,7. yzu
7' Tyzu 3.,9. xzu
- vyzu 3.,11. 2yz
8. xyzu
4.,6. yzu
9. xyzu
4.,9. zyu
10. xyzu
1 4.,10. zyz
- vy 5.,6. xzu
5.,7. xyu
5.,8. ayz

2. geordnete Liste: 2. Zusammenfassung:

1. xyz

2. xyz

3. xyz

4. xyz

5. xyu L2y

6. zyu 1.,3. zz

7. Tyu 1.,4. yz
Y 5.,6. 2y

8. wyu 5.,7. xu

9. xzu 5.8. yu

10. zzu 9.,10. xz

11 zzu 9.,11. zu

12. zzu 9.,12. 2u

13. yzu

14. yzu

15. yzu

16. yzu

Da keine weiteren Zusammenfassungen mehr moglich sind, erhalten wir
g(z,y,z,u) =xzy VazVyzVauVyuV zu.

Analog 148t sich nun die Beschreibung von r vereinfachen:



1. geordnete Liste:

—_

2. geordnete Liste:

©

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Da weitere Zusammenfassungen nicht mehr moglich sind, erhalten wir

r(z,y,z,u) =xyVaezVyzVazuVyuVzu.

H OO OE W

O N oW
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TYZU
TYzU
TYZU
TY 2U
TYzU
T Yyzu
TYZU
TYZU
T Yyzu
TY 22U
TYZU

Ty 2z
TYZ
TYz
TYz
TYu
TYu
TYu
TYyu
Yz U
YzU
Y 2U
Yyzu
TZU
TZU
T zu
TZU

1. Zusammenfassung:

e

e

HegS P NO®©oe N0

SO NOU W W=
e

% N
—_ =
—_ =

9.,11.
10.,11.

2. Zusammenfassung;:

TZU
Yz U
TYU
YzU
TYU
T2U
Ty 2z
Y 2ZU
TYZ
T zu
T Yz
Tyu
Yyzu
TZU
TYu
TYz

Yz
Tz
ry
yu
TU
ry
zZu

L yu
T
. Zu
. TU
. T2

53

Man priift leicht nach, daf} in den verkiirzten Darstellungen fiir g und r keine
Konjunktionen weggelassen werden konnen.
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Aufgabe 1.75 (Eigenschaften Boolescher Funktionen)

Eine n-stellige Boolesche Funktion f heifit selbstdual (oder autodual), wenn
fiir alle 1, ..., z, € {0,1} gilt:

fx1, .oy zn) = f(21, 22, oy Tn).

Eine n-stellige Boolesche Funktion f heifit linear, wenn es gewisse ag, a1, ...,
an € {0,1} gibt, so daB

fl@r,yxy) =ap+ a1 -1 +ag - x3+ ... + ay -z, (mod2)

fiir alle 21, ..., z, € {0,1} gilt.
Eine n-stellige Boolesche Funktion f heifit monoton, wenn

Vaq,...,an,b1,..., b, € {0,1}:
((V’L € {1,2, ,n} ta; < bz) - (f(al,...,an) < f(bl, ,bn)))

gilt.

(a) Wie viele selbstduale ein- oder zweistellige Boolesche Funktionen gibt es?
(b) Wie viele lineare ein- oder zweistellige Boolesche Funktionen gibt es?
(¢) Wie viele monotone ein- oder zweistellige Boolesche Funktionen gibt es?
(d) Man beweise: Eine lineare n-stellige Boolesche Funktion f mit

f(x1,..yxn) =ap+ a1 - a1 +az - 22+ ... + ap, - &, (mod 2)
ist genau dann selbstdual, wenn
ay + as + ... + a, = 1 (mod 2)

gilt.
(e) Man beweise: Eine lineare, n-stellige Boolesche Funktion f der Form

f(z1, 29, yxpn) i=ap+ 21 + 22 +ag - 23+ ... + ap - Ty,

wobei ag, as, aq, ..., a, € {0, 1}, ist nicht monoton.

(f) Welche der folgenden Booleschen Funktionen sind selbstdual, welche
Funktionen sind linear und welche Funktionen sind monoton?
® f1(fC,y,2) = (x<:>y)<:>za

f2(x7y7z) = (ZL‘ = y) = z,

f3(:c,y,z) = (ZL‘ <~ y) + 2,

f4($,y,2) = (J,‘ + y) — z,

fs(x,y,2) = (xAy)V(zAz)V(yAz).
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Losung. In den folgenden drei Tabellen sind die mdoglichen ein- und zwei-
stelligen Booleschen Funktionen angegeben:

z fi(x) fa(x) fs(z) fa(z)
o 0 1 0 1
1 0 1 1 0

vy gi(z,y) g2(x,y) g3(w,y) galx,y) 95(x,y) ge(z,y) ge(w,y) gs(x,y)
00 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 1 1 1
10 0 0 1 1 0 0 1 1
11 0 1 0 1 0 1 0 1
z y hi(z,y) ho(z,y) hs(z,y) ha(z,y) hs(z,y) he(z,y) hr(z,y) hs(z,y)
00 1 1 1 1 1 1 1 1
01 0 0 0 0 1 1 1 1
10 0 0 1 1 0 0 1 1
11 0 1 0 1 0 1 0 1

(a)—(c): Von den oben angegebenen Funktionen sind genau

6 selbstdual: f3, f4, 94, g6, h3, hs;

12 linear: f1, fa, f3, f1, 91, 94, 96, 97, h2, h3, hs, he;

9 monoton: fi, f2, f3,91, 92, 94, g6, gs; hs-

(d): Es sei f(x1,...,2p) := ap + a1 -x1 +as - T2+ ... + ap - T, (mod2) und
falzn, oy zp) = f(z1, 22, ..., xy). Wegen x = z + 1(mod 2) haben wir

f*(x17"'7xn)
= (ap+ar-(x1+1)+...+an  (rn+1))+1(mod2)
=l4+a+ar+...+an+a1-21+as - x2+ ...+ a, -, (mod?2)
=1+4+a+ax+..+a,+ f(x1,...,z,) (mod 2).

Folglich gilt:
f=fi = aa+a+..+a,=1(mod2).

(e): Sei f(x1,22,....,xn) := ap+ a1+ 22+ as-x3+ ... + ay - , (mod 2). Dann
gilt f(ao,0,0,...,0) =1 und f(ao,1,0,...,0) = 0, womit f nicht monoton ist.
(f): Wegen fi(z,y,2) = 2 +y+ 2z (mod2) ist f1 selbstdual und linear, jedoch
nicht monoton.

Anhand einer Wertetabelle von fo oder mittels fo(x,y,2) = (z VyV z) +
(x Ay A z) priift man leicht nach, dal fo nicht selbstdual, nicht linear und
auch nicht monoton ist.

Wegen x <=y =2 +y+1(mod?2) gilt f5(z,y,2) = fa(z,y,2) =x+y+2z+
1 (mod 2), womit f3 und f4 linear, selbstdual und nicht monoton sind.

Die Funktion f5 ist selbstdual, monoton, jedoch nicht linear. O
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Pradikatenlogik erster Stufe

Aufgabe 1.76 (Prddikat)

Sei M eine nichtleere Menge und R eine reflexive und symmetrische Relation
auf M. Man gebe das durch R induzierte zweistelliges Préadikat P auf M an.
Wie iibertragt sich die Reflexivitdt und die Symmetrie von R auf P?

Lésung.  Nach Definition ist P eine Abbildung von M? in {0, 1} mit P(z,y) =
1 genau dann, wenn (z,y) € R gilt. Da R reflexiv ist, gilt P(z,2) = 1 fiir alle
x € M. Aus der Symmetrie von R folgt P(y,z) = 1, falls P(z,y) = 1.

Aufgabe 1.77 (Beispiel einer wahren Formel in einer Struktur)

Es sei 2 eine Struktur, zu der eine einstellige Operation f : A — A, die
bijektiv ist, und eine zweistellige Relation R := {(a,a)|a € A} gehort. Man
beschreibe die Eigenschaft ,, f ist bijektiv* durch eine priadikatenlogischen For-
mel, die in 2 wahr ist.

Losung. Es sei P das durch R induzierte Pridikat. Die folgende Formel ist
in der Struktur 2 wahr, da f bijektiv (d.h., injektiv und surjektiv) ist:

((Var (Voo (P(f (21), f(22)))) == P(21,22))) A (Va3 (FzaP(f (24), 23)))-

Aufgabe 1.78 (Aquivalenz von Formeln)

Man beweise, daB fiir beliebige a, 3 € FORM die folgenden Aquivalenzen
nicht gelten:

(a) (Vzr ) V (Vo B) = Vok(a V B),
(b) (Fzr @) A Fzy, 8) = Jzp(a A B).

Lésung. Wir setzen « := xp, A :={a,b}, a # b, a := P(x) und 5 := =P(x),
wobei P(a) := 1 und P(b) := 0. In der Struktur 2 mit dem Pradikat P gilt
dann fiir beliebiges u: A — {0, 1}:

vau (Ve P(2)) V (Ve (=P (2))) = (P(a) A P(b)) V ((mP(a)) A (-P(D))) = 0 #
vau (Ve (P(x) V (=P (2)))) = (P(a) V (=P(a))) A (P(D) V (=P(D))) = 1.

Folglich ist die Formel (a) nicht allgemeingiiltig. Analog zeigt man, dafl auch
(b) nicht allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 1.79 (Erfiillbare und allgemeingiiltige Formeln)

Bei der Beschreibung der nachfolgenden Formeln aus FORM sind a, 8 €
FORM, {z,y,z} C Var und das Operationszeichen f wie auch das Pridikat-
zeichen P zweistellig. Welche der folgenden Formeln aus FORM sind dann
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erfiillbar und welche sind allgemeingiiltig?

a) P(z,y) A P(y,z),

b) VaVyVz P(f(f(z,y), 2), f(z, f(y,2)),

¢) (Vo P(z,2)) = (Vy (P(y, 2)),

d) ~((=(Fzra)) = (Vz(= )))

e) 7((Fza) v (Vy B)) < ((Vz —a) A (Vy =B))

Lésung. (a) und (b) sind nicht allgemeingiiltig. (a) ist offenbar in einer
Struktur, in der dem Pridikat P eine symmetrische Relation entspricht,
erfiillbar. (b) ist z.B. erfiillbar in einer Struktur 2 mit einer zweistelligen
assoziativen Operation f und einer dem Pridikat P zugeordneten Relation
R:={(z,z)|x € A}.

(c) ist allgemeingiiltig, da ve( . (Vz P(x, 2)) = v (Yy P(y, z)) fiir beliebige A
und u gilt.

(d): Wegen —(Fa) = Va(-a) gilt v, ((—(Fza)) = (Va(-«))) = 1, womit
(d) unerfiillbar ist.

(e) ist allgemeingiiltig, was sich mit Hilfe von —(a V ) = (-a) A (=) und
Satz 1.6.3, (a) leicht beweisen 148t. O

(
(
(
(
(

Graphen

Aufgabe 1.80 (Anwendung von Graphen)

Geplant ist ein Tischtennisturnier mit den 5 Teilnehmern A, B, C', D, E und
nur einer Tischtennisplatte. Auflerdem soll gelten:

(1.) Jeder Teilnehmer spielt gegen jeden anderen genau einmal,

(2.) kein Teilnehmer spielt in zwei aufeinanderfolgenden Spielen.

Mittels Graphen kldre man, ob ein solches Tischtennisturnier moglich ist.

Losung.  Die Teilnehmer des Turniers kann man als Knoten eines Graphen
auffassen und eine Kante zwischen zwei Knoten z und y gibt an, dal x und y
miteinander spielen. Wegen Bedingung (1.) erhalten wir:

A

C D

Folglich mufl das Turnier aus 10 Spielen bestehen.

Zu Veranschaulichung von (2.) kann man einen Graphen verwenden, dessen
Knoten die Spiele sind und eine Kante zwei Knoten genau dann verbindet,
wenn sie keine gemeinsamen Spieler haben:
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Die Linie, die die folgenden Knoten
AB, CD, BE, AC, DE, BC, AE, BD, CE, AD

verbindet, gibt dann eine Losung fiir die Bedingungen (1.) und (2.) an.

Aufgabe 1.81 (Anzahl von Graphen mit gewissen Eigenschaften)

Man gebe die Menge aller Bidume mit der Knotenmenge {1,2,3,4} an und
zerlege diese Menge in Klassen bez. Isomorphie, d.h., man entscheide, welche
der Bdume untereinander isomorph sind.

Losung. Béaume sind zusammenhéngende Graphen ohne Kreise. Haben diese
Graphen genau 4 Knoten(€ {1, 2, 3,4}), so gibt es, falls die Knoten noch nicht
bezeichnet sind, genau zwei Moglichkeiten:

Damit ist

B = {({1,2,3,4}, {{a, 0}, {b, ¢}, {c,d} }) [ {a,b,¢,d} = {1,2,3,4} }
U{ ({1,2,3,4}, { {a,b}, {a,c}, {a,d} }) | {a,b,c,d} = {1,2,3,4} }

die Menge aller Baume mit der Knotenmenge {1, 2, 3,4}, die oben auch bereits
in zwei Klassen untereinander isomorpher Graphen zerlegt wurde.

Aufgabe 1.82 (Bestimmen eines Minimalgeriistes eines Graphen)

Mit Hilfe der im Abschnitt 1.7 beschriebenen zwei Verfahren ermittle man ein
Minimalgeriist fiir folgenden Graphen (Zwischenschritte angeben!).
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Liosung. Das erste Verfahren liefert eine Folge von Kanten mit den Bewer-
tungen

2,3,6,8,13,9, 11, 15, 5, 10, 7, 12, 23, 4,

die das folgende Minimalgeriist charakterisieren:

29
17/ 12 11
7 24 3
10f 14 28| 2 271 16N\ 8 2 19| /77 9
26 4 23 40 20
5 30 2 80 g 3
15

Das zweite Verfahren liefert im ersten Schritt den (nachfolgend mit stérke-
rer Strichdicke gezeichneten) Teilgraphen G von G, der aus den Komponenten
K (2 Kanten mit den Bewertungen 7 und 12), Ko (Kante mit der Bewertung
4), K3 (Kante mit der Bewertung 5), K4 (4 Kanten) und K5 (2 Kanten mit
den Bewertungen 11 und 9) besteht:
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29
17 12 11
7 24 3
10| 14 28 2 27| 16 8 2 19\ /77 9
26 4 23 40 20
5 30 2 80 S 3
15

Fiithrt man dann den im zweiten Verfahren beschriebenen zweiten Schritt
durch, erhélt man:

K, 29 Ks
28

10 Ko 13
26 23

K3 15 Ky

Wiederholt man fiir den obigen Graphen G5 den Schritt 1, so erhélt man einen

gewissen Teilgraphen GG3 von G3, dessen Kanten nachfolgend fett gezeichnet
sind:

K, 29 Ks
29

10 Ko 13
2 23
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Da der Graph mit den fett gezeichneten Kanten nicht zusammenhéngend ist,
hat man fiir obigen Graphen nochmals Schritt 1 und dann Schritt 2 durch-
zufithren. Man erhélt

15

Da der obige Graph zusammenhéngend und kreislos ist, sind wir fertig. Die
Vereinigung der fett gezeichneten Kanten liefert ndmlich ein Minimalgeriist
des Ausgangsgraphen GG, das mit dem Geriist aus dem ersten Verfahren iiber-
einstimmt.



