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Mathematische Grundbegriffe

1.1 Logische Zeichen

In vielen mathematischen Gebieten hat es sich als zweckméfig erwiesen, be-
stimmte Formulierungen durch Verwendung logischer Zeichen zu formalisie-
ren. Nachfolgend sind die von uns verwendeten wichtigsten Symbole in einer
Tabelle zusammengefafit:

Zeichen Lesart

und

oder

nicht

wenn - dann; daraus folgt
genau dann, wenn
definitionsgleich

definitionsgemifl dquivalent

mﬂ][ﬂﬂJ<>

es existiert (mindestens) ein
Bl es existiert genau ein

v fir alle

Das Zeichen := benutzen wir, um z.B. die Bezeichnung A durch eine Formel
o zu erklidren, wobei dann A := ¢ geschrieben wird. Wird A dagegen durch
einen umgangssprachlichen Satz S, der entweder wahr oder falsch ist, erklért,
schreiben wir A < S.
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Um Klammern zu sparen, schreiben wir anstelle von 3z (E') (gelesen: , Es
existiert ein x mit der Eigenschaft E“) kurz 3z : E. Entsprechendes sei fiir
Formeln, die das Zeichen V enthalten, vereinbart. Auflerdem steht Vo Jy : ...
fiir Ve (Jy (...)), usw.

Erste Anwendungen obiger Zeichen folgen im néchsten Abschnitt, so dafl wir
hier auf Beispiele verzichten kénnen. Die mathematische Theorie zu diesen
Zeichen ist Gegenstand der sogenannten Aussagenlogik und Prddikatenlogik,
von denen wir Teile im Abschnitt 1.6 behandeln werden.

1.2 Elemente der Mengenlehre

Wir beginnen mit der Einfithrung des Mengenbegriffs nach dessen Begriinder
Georg Cantor!:

sDefinition“ Eine Menge ist jede Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens —
welche die Elemente dieser Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

Das Wort Definition steht hier in Anfithrungszeichen, da der zu erklidrende
Begriff Menge mittels weiterer, undefinierter Begriffe (z.B. Objekt) erldutert
wird. Unter einer echten Definition versteht man dagegen die Erkliarung ei-
nes neuen Begriffs aus bereits definierten Begriffen. Wir werden weiter unten
sehen, dafl die obige Definition sehr schnell zu Unklarheiten und sogar zu logi-
schen Widerspriichen (!) fithrt. Man hat deshalb versucht (bzw. man versucht
immer noch), den Mengenbegriff exakter zu fassen. Das ist jedoch letztlich
unmoglich, denn irgendwelche Begriffe mufl man undefiniert lassen, um die
erste Definition einer Theorie angeben zu konnen. Es ist jedoch gelungen?,
den Mengenbegriff so einzufiithren, dal zumindest bis heute keine logischen
Widerspriiche herleitbar waren. Dieser exakte Weg der Begriindung der Men-
genlehre kann hier jedoch aus Platzgriinden nicht angegeben werden. Wir
bleiben also bei der obigen naiven ,,Definition“, miissen jedoch beim Umgang
damit vorsichtig sein. Warum das so ist, wird nach der Angabe einiger Ver-
einbarungen und Bezeichnungen an zwei Beispielen erldutert.

Zunichst einige Vereinbarungen:

! Georg Cantor (1845-1918). Er schrieb von 1875 bis 1884 grundlegende Arbeiten
zur Mengenlehre und legte damit das Fundament fiir das moderne Verstédndnis
vom Wesen der Mathematik.
Wer mehr iiber Cantor und die spéter noch erwdhnten Mathematikern wissen
mochte, sei auf [Mes 73], [WuB-A 89] oder [Wufl 2008] verwiesen. Einen ersten
Uberblick iiber die Geschichte der Mathematik mit vielen Verweisen auf weite-
re Literatur findet man in [Wuf 89]. Historische Anmerkungen zu den in diesem
Band behandelten Teilgebieten der Mathematik, die iiber eine Kurziibersicht hin-
ausgehen, entnehme man [Alt 2003], [Scr-S 2003] und [Bri 83].

2 Siehe z.B. [Ass 75].
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Bezeichnungen fiir Mengen: grofle Buchstaben;
Bezeichnungen fiir die Elemente der Mengen: kleine Buchstaben;
Kurzschreibweise fiir ,,z ist Element von M*“: x € M,

Kurzschreibweise fiir ,,« ist nicht Element von M*“: x ¢ M.

Eine Menge M kann man (u.a.) auf drei Arten angeben:
(1.) Durch eine (unmiBverstindliche) verbale Formulierung.

Beispiel M sei die Menge aller im Jahre 2000 an der Rostocker Uni-
versitat immatrikulierten Studenten.

(2.) Durch Aufzihlen (falls méglich) der Elemente a1, as, ... der Menge M.
Wir schreiben: M = {aq,as,...}.

(3.) Durch eine charakteristische Eigenschaft E fiir Objekte aus einer Grund-
gesamtheit G, die genau den Elementen von M zukommen soll.

Wir schreiben: M := {z | z € G erfiillt E} oder
M :={x € G|z erfiillt E}.

Beispiel G:={1,2,3,4,...}
(die Menge der natiirlichen Zahlen),
M :={x € G| xx ist eine gerade Zahl}.

Nun zwei Beispiele zur Erlduterung der Schwierigkeiten mit dem oben defi-
nierten Mengenbegriff.

Erstes Beispiel
Ist

A=A e
—_——

unendlich
viele
Klammern

eine Menge?

Diese Frage ist nach obiger Definition einer Menge nicht zu beantworten. Wer
A als Menge akzeptieren will (er muf} es nicht!), der hat als néchstes zu kldren,
ob A € A gilt.

Zweites Beispiel

Sei M := {x | x Menge A z ¢ z}, d.h., M ist die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst enthalten. M ist nach obiger , Definition“ offensichtlich eine
Menge. Jedoch

aus M € M folgt M ¢ M und

aus M ¢ M folgt M € M.

Zitat aus [Lid-P 82]:
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» Wie man sich dreht und wendet: es geht nicht — es bleibt uns nur der
Strick!*

Das obige zweite Beispiel heifit nach Bertrand Russell (1872-1970) Russell-
sches Paradoxon, obwohl es nicht nur paradox ist, sondern in eine logische
Sackgasse fiihrt.

Halten wir also fest:

Vorsicht bei zu grofiziigiger Mengenbildung! Man vermeide unendlich viele
Klammern (d.h., man bilde nur in endlich vielen Schritten aus bekannten
Mengen neue Mengen) und definiere nicht so global, wie etwa ,M sei die
Menge aller Mengen !

Besonders haufig auftretende Mengen erhalten von uns besondere Bezeich-
nungen und Namen:

N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
P = {2,3,5,7,11,...} Menge der Primzahlen

Z = {0,1,-1,2,-2,...} Menge der ganzen Zahlen
Q:={r|3dacZIbecN:z=7} Menge der rationalen Zahlen
R := {a | z ist ein (endlicher oder unend-

licher) Dezimalbruch} Menge der reellen Zahlen

C:={z]FacRIeR:
r=a+biNi>=—1} Menge der komplexen Zahlen

(Ausfiihrlich wird C im Ab-
schnitt 2.3 behandelt.)
No = {0,1,2,3,...}

Xt:={zreX|z>0}fir X € {ZQ,R}
Xf={r e X|z >0} fir X € {Z, Q,R}
] = {zeR|a<ax<b}
)= {zeR|a<x<b}

b := {xeR|a<z<b}
a,b) = {reR|a<z<b}

Auf eine exakte Definition der Zahlenmengen N, Z, Q und R wollen wir an die-
ser Stelle verzichten und uns mit der naiven Vorstellung begniigen, daf§ man
sich die reellen Zahlen geometrisch als Punkte auf einer Geraden vorstellen
kann, wobei QQ die Gerade noch nicht, jedoch R diese Gerade ,ausfiillt“.

Die iiblichen Rechenregeln fiir die Zahlenmengen Ny, Z, Q, R setzen wir nach-
folgend als bekannt voraus. Als spezielle Eigenschaft von N (bzw. Nj) sei le-
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diglich genannt, daf} jede Menge natiirlicher Zahlen, die aus mindestens einem
Element besteht, ein kleinstes Element enthélt. Mit Hilfe dieser Eigenschaft
158t sich nun ein wichtiges Beweisverfahren, die sogenannte vollstindige In-
duktion, begriinden.

Satz 1.2.1 Sei A(n) eine Aussage tber alle natiirlichen Zahlen n > a (a
dabei aus N und fest gewdihlt). A(n) ist fiir alle n > a richtig, wenn folgende
zwei Bedingungen erfillt sind:

(I) A(a) ist richtig.

(II) Aus der Annahme der Giiltigkeit von A(n) fir alle n mit a < n < k folgt
stets die Giiltigkeit von A(k +1).

Beweis.®> Angenommen, (I) und (II) sind erfiillt, jedoch gilt A(n) nicht fiir
alle n > a. Dann gibt es ein kleinstes b, fiir das A(b) falsch ist, wobei b > a
(wegen (I)). Folglich ist A(b — 1) richtig und b — 1 > a. Das ist jedoch ein
Widerspruch zu (II). ]

(I) aus obigem Satz wird Induktionsanfang und (II) Induktionsschritt
genannt, wobei die in (IT) getroffene Annahme oft auch Induktionsvoraus-
setzung und die Begriindung fiir (IT) Induktionsbeweis heifit.

Man beachte, daf in (IT) keine Aussage iiber die Begriindung, mit der man von
A(n) fiir a < n < k zu A(k+1) gelangt, gemacht wird. Diese Begriindung kann
also im Prinzip fiir jedes n eine andere sein; das Versagen einer Beweisidee
fiir gewisses k liflt also keinen Schlufl auf das Versagen der vollstdndigen In-
duktion bei einer konkreten Aufgabenstellung zu. Auflerdem kann es moglich
sein, dal eine bestimmte Beweisidee beim Induktionsschritt die Richtigkeit
der Behauptung fiir paarweise verschiedene Zahlen n < k erfordert. In diesem
Fall ist der Induktionsanfang (I) nicht nur fiir eine Zahl, sondern entsprechend
fiir mehrere Zahlen durchzufiihren. Ein Beispiel dazu findet man in der UA
A.1.8, (h).

Die vollstédndige Induktion wird von uns vorrangig als Beweishilfsmittel Ver-
wendung finden. Sie kann jedoch auch bei der sogenannten rekursiven Defini-
tion bzw. rekursiven Konstruktion von Objekten herangezogen werden:

Man definiert von n (€ N) abhiingige Objekte Ob(n), indem man zuerst Ob(1)
angibt und dann ein Verfahren, mit dem man Ob(n+1) aus Ob(n) (bzw. Ob(k)
mit k& < n) erhalten kann. Wegen Satz 1.2.1 ist damit Ob(n) fiir alle n € N
definiert.

3 Dies ist unser erstes Beispiel fiir einen sogenannten indirekten Beweis. Wir
nehmen an, dafl bei den gegebenen Voraussetzungen die Behauptung falsch ist,
und zeigen, dafl sich hieraus ein Widerspruch ergibt. Geht man davon aus, daf
eine Behauptung entweder wahr oder falsch ist, folgt hieraus die Richtigkeit der
Behauptung.
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Der folgende Satz mit Eigenschaften von Primzahlen ist den meisten Lesern
sicher aus der Schule her bekannt. Sein Beweis dient hier zur Erlduterung
der bisher eingefithrten Beweistypen (vollstéindige Induktion und indirekter
Beweis). Wir werden spiiter sehen, dafl Primzahlen wichtige Anwendungen
besitzen.

Satz 1.2.2

(a) Jede natiirliche Zahl n mit n > 2 lift sich auf eindeutige Weise als
Produkt von Primzahlpotenzen darstellen:

n=npyt-ps?- ... por, (1.1)

wobei p1,p2,...,pr € P mit p1 < p2 < ... < pr und a1, a2, ..., € N.
(b) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. (a): Wir beginnen mit dem Beweis der Existenz von (1.1) durch
vollstandige Induktion iiber n > 2.
(I) n = 2. Da 2 eine Primzahl ist, gilt offenbar (1.1) fiir n = 2.
(IT) k—1 — k. Angenommen, fiir alle natiirlichen Zahlen n mit 2 <n < k-1
ist (1.1) richtig. Fiir n = k sind zwei Fille moglich:
Fall 1: k € P.
Dann gilt offenbar (1.1).
Fall 2: k ¢ P.
In diesem Fall existieren Zahlen a,b € N mit £k = a-b, 1 < a < k und
1 < b < k. Fiir a und b existieren laut Annahme Darstellungen in Form von
Produkten aus Primzahlpotenzen. Wegen k = a - b besitzt dann auch k eine
Darstellung als Produkt von Primzahlpotenzen.
Die Eindeutigkeit der Darstellung (1.1) l&8t sich durch einen indirekten Be-
weis zeigen. Angenommen, fiir eine gewisse natiirliche Zahl n existieren zwei
verschiedene Darstellungen der im Satz angegebenen Art. Durch Division von
gemeinsamen Potenzen gelangt man dann zu einem Widerspruch (ausfiihrlich:
UA).
(b): Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen, die mit p1, pa, ..., pt
bezeichnet seien, wobei p; < ps < ... < p; gelte. Wir betrachten die natiirliche
Zahl

n:=14+p1 -pa-... ps.

Nach (a) existieren gewisse o, ..., ¢ € Ny mit
_ (e5] (6%) (a7
n=p;' Py’ ... Py,

Da n > 1, ist mindestens ein «; mit ¢ € {1,2,...,¢t} von 0 verschieden. Aus
obigen Darstellungen von n folgt dann, daf3 p; sowohl ein Teiler von n als auch
von n — 1 ist, d.h., es existieren u,v € Nmit n = p; -uund n — 1 = p; - v.
Folglich gilt auch p; - (u —v) = 1, was wegen p; > 1 und p;, u, v € N nicht sein
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kann. Also war unsere Annahme falsch und damit die Behauptung richtig. m

Wir kommen nun zu den Grundbegriffen bzw. wichtigen Begriffen der Men-
genlehre.

Definitionen

e Die Menge, die aus gar keinem Element besteht, heifit leere Menge und
wird mit () bezeichnet, d.h., z.B.

0:={x|x#=x}.
e A und B seien Mengen.
A C B (,,A ist Teilmenge von B* bzw. , B ist Obermenge von A*)
“=VrecA:zeDB.
A=B:<—= ACBABCA.
A# B:<—= —~(A=B).
A C B (,,A ist echte Teilmenge von B“) :«<—= AC BA A # B.

Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge. Auflerdem gilt fiir beliebige Men-
gen A, B,C":
(ACBANBCC)= ACC.

Man beachte:
{a} ¢ {a}, aber {a} C {a} und a € {a}.

{{a}} # {a}.
Definition Sei A eine Menge. Die Menge
P(A) :={M | M C A}

aller Teilmengen von A heif3t Potenzmenge von A.

Beispiel A={0,1},
’ﬁ({07 1}) = {@7 {0}, {1}7 {0, 1}}

Satz 1.2.3 Sei M eine endliche, nichtleere Menge und bezeichne |M| die
Anzahl ihrer Elemente. Dann gilt

B(M)| =21,
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Beweis. UA A.1.11. ]

Die Aussage von Satz 1.2.3 motiviert auch folgende iibliche Bezeichnung fiir
die Potenzmenge einer Menge M::

2M,
Fiir beliebige Mengen A, B kann man folgende vier
Mengenoperationen

definieren, die wir uns mittels sogenannter Venn“-Diagramme (Eulersche®
Kreise) veranschaulichen:

e Durchschnitt von A und B:

ANB:={z|z€ ANz € B}

ANB

(I

Falls AN B = (), nennen wir A und B disjunkt.

e Vereinigung von A und B:

AUB:={z|z€ AVx e B}

AUB

e Differenz von A und B:
A\B:={z|zec ANz ¢ B}

4 John Venn (1834-1923), englischer Philosoph.

5 Leonhard Euler (1701-1783), schweizer Mathematiker, Physiker, Astronom und
Philosoph. Schrieb entscheidende Beitrége zu fast allen damaligen Gebieten der
Mathematik, Physik und Astronomie. Verfasser hervorragender Lehrbiicher. Eini-
ge von ihm eingefiihrte Begriffe und Bezeichnungen werden noch heute verwendet.
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A\B

Bei einer fixierten Grundmenge G und A C G bezeichnen wir G\ A auch
mit A und nennen diese Menge das Komplement von A (bez. G).
e Symmetrische Differenz von A und B:

AAB = (A\B) U (B\A)

AAB

=

-
I

Zusammenfassend geben wir die oben definierten Mengenoperationen noch in
Form von Tabellen an, die man zum spéteren Nachweis von Rechenregeln fiir
diese Operationen heranziehen kann. Dazu schreiben wir die vier méglichen
Fille fiir ein beliebiges x:

x¢ Aund z ¢ B
x¢ Aund z € B
r€Aund z ¢ B
rxe€Aundz € B

kurz durch

A B
0 0
0 1
1 0
1 1

auf.

Eine vollstéindige Charakterisierung der Mengen ANB, AUB, A\B und AAB
liefert dann die nachfolgende Tabelle, in der eine 0 oder 1 in der entsprechen-
den Spalte unter AN B, ... angibt, ob im jeweiligen Fall z zu dieser Menge
nicht gehort oder gehort:
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A B|ANB AUB A\B AAB
0 0] o 0 0 o0
0 1| o 1 0 1
1 0| 0 1 1 1
11| 1 1 0 0

Allgemeiner kann man fiir Mengen A; (¢ aus einer Indexmenge) Durchschnitte

und Vereinigungen durch

Nic; Ai == {z|Viel:zec A} und
Uics Ai == {z|Jiel:ze A}

definieren. Auch iiblich sind die Schreibweisen

ﬂ A bzw.

AeS

JA

AeS

wobei S ein Mengensystem (z.B. S := {A; | i € I'}) bezeichnet.

Eine weitere Beschreibung fiir die Menge (4. A (bzw. [J g A) ist

(Jfalaesy).

Im nachfolgenden Satz fassen wir wesentliche Eigenschaften der oben definier-

([{AlAe s}

ten Mengen zusammen.

Satz 1.2.4 Fiir beliebige Teilmengen A, B, C eines Grundbereichs G gilt:

(a) (ANB)NC =AN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUCQC)
(AAB)AC = AA(BAC)

(b)) ANB=BNA
AUB=BUA
AAB = BAA

(c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

(d) AUA=A
ANA=A

(e) (AAB)NC =(ANC)\(BNC)
A\(BNC) = (A\B) U (4\C)
(A\B)UB=AUB
A\(BUC) = (A\B) N (A\C)

(Assoziativgesetze)

(Kommutativgesetze)

(Distributivgesetze)

(Idempotenzgesetze)

(Morgansche Gesetze)
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Beweis.  Wir wollen hier nur (A\B) N C = (AN C)\(B N C) beweisen. Die
Begriindungen fiir die anderen Aussagen verlaufen analog.

Zunichst eine Veranschaulichung unserer Behauptung durch ein Venn-Dia-
gramm:

linke Seite der Gleichung;: rechte Seite der Gleichung:

Diese Veranschaulichung 18t vermuten, dafl unsere Behauptung richtig ist. Sie
ist jedoch kein Beweis! Nachfolgend werden zwei Beweise angegeben. Im ersten
Beweis wird gezeigt, dal (A\B)NC C (ANC)\(BNC) und (ANC)\(BNC) C
(A\B)NC gilt, woraus sich nach der Definition der Gleichheit von zwei Mengen
die Behauptung (A\B)NC = (AN C)\(BNC) ergibt.

(A\B)NC C (AN C)\(BNC) folgt aus

zre(A\B)NC = z€ A\B ANzeC
= (€A Nx¢gB) Nzel
= x € ANC NzxgBNC
= ze(ANC)\(BNQO).

(ANCO\(BNC) C (A\B)NC folgt aus

ze€(ANC)\(BNC) = z€ ANC ANxzgBNC
= @ecANzeC)AN(x¢gBVaxgl)
— xcANzeC Nax¢B
= x€A\B A zeC
= xz € (A\B)NC.

Ein weiterer Beweis wird durch die folgende Tabelle erbracht, indem — die oben
vereinbarte Codierung benutzend — fiir die moglichen 8 Fille der Zugehorigkeit
bzw. Nichtzugehorigkeit eines beliebigen Elements x zu den Mengen A, B und
C aufgeschrieben wird, welche Zugehorigkeit /Nichtzugehorigkeit von = zu den
in der ersten Zeile angegebenen Mengen sich hieraus ergibt. Die Gleichheit der
unterstrichenen Spalten liefert die Behauptung.
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A B C|A\B ABNC|[ANC BNC (ANON\BNO)
0 0 0] 0 0 0 0 0
00 1| 0 0 0 0 0
01 0| 0 0 0 0 0
01 1] 0 0 0 1 0
1 0 0] 1 0 0 0 0
10 1] 1 1 1 0 1
11 0] 0 0 0 0 0
11 1] 0 0 1 1 0

Definitionen Seien A und B nichtleere Mengen. Die Menge
AxB:={(a,b)|ac ANbe B}

heifit kartesisches Produkt der Mengen A, B.
Die Elemente (a,b) von A X B nennt man geordnete Paare, wobei

(a,b) = (¢,d) = (a=c N b=d).

Allgemeiner:
Seien A, As, ..., A, nichtleere Mengen.
Die Menge

Al XAQ X oo XAn = ®?:1 Az (Oder :H?:l AZ)
= {(a17a27...,an) |VZ€{1,2,,TL}’ a’LeA'L}

heifit kartesisches Produkt der Mengen A;, As, ..., A,. Die Elemente von
A1 X Ay X ... x A, nennt man (geordnete) n-Tupel, wobei

(&1,&2,...,0%) :(bl,bg,...,bn) <= Vie {1,...,n}:ai:bi.

Weiter seien A' := A, A2 := Ax A, A3 = AxAxA,....
Man beachte, dal A x (A x A) = A x A% # A3 ist.
Falls A; = 0 fiir ein gewisses 7 € {1,2,...,n}, sei A1 x Ay X ... x A, = 0.

Beispiel Wié&hlt man A = {0,1} und B = {0,a}, so gilt
AxB= {(070))5 (170))5 (1,&), (O,CL)},
A3 ={(a,b,c)|a,b,ce {0,1}} und
Ax A2 ={(a,b)|a€ A A be A?}.
Satz 1.2.5 Fir beliebige nichtleere endliche Mengen Ay, As, ..., A, gilt:
|A1 XAQ X .. XAn|= |A1||A2||An|

Beweis. UA 1.1.12. n
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1.3 Relationen

Zwischen den Elementen einer Menge kénnen gewisse Beziehungen (,,Rela-
tionen*) wie z.B. ,<“,  teilt®, ,ist Summe von“, u.i. bestehen. Exakt (und
ziemlich abstrakt) 148t sich so etwas mathematisch mit Hilfe des folgenden
Begriffes beschreiben:

Definition Es sei A eine nichtleere Menge und k € N.
R heiit k-stellige (k-#re) Relation in A ;<= R C A*.

Beispiel Sei A ={1,2,3,4,5,6}. Relationen in A sind dann

Rl = @7
Ry = {(a,a) |a € A},
Rs {(a,b) € A? | a|b}
= Ry U{(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4), (2,6), (3,6)},
Ry = {(a,b,c) € A3 | a® + 0% =c*} ={(3,4,5),(4,3,5)}.

Besonders wichtig sind zweistellige Relationen R in A, die auch
binire Relationen

genannt werden, und mit denen wir uns im weiteren beschéftigen wollen. Als
Schreibweise fiir (a,b) € R (C A?) ist bei biniiren Relationen auch {iblich:

aRb.

Mogliche Eigenschaften bindrer Relationen R in A sind:

R reflexiv Yae€ A: (a,a) € R;

Va e A: (a,a) ¢ R;

Va,be A: (a,b) € R= (b,a) € R;
Va,be A: ((a,b) € R= (b,a) ¢ RV a=0),
Ya,be A: (a,b) € R= (b,a) ¢ R;

Ya,b,c € A:
((a,b) € RA(b,c) € R) = (a,c) € R;

VYa,be A: (a,b) € RV (b,a) € R.

R irreflexiv

R symmetrisch

R antisymmetrisch
R asymmetrisch

R transitiv

Pirere

R linear

Man beachte, da8 die leere Menge stets die obigen Bedingungen der Form
... = ... erfiillt. Aulerdem bedeutet die Schreibweise (a,b) nicht automa-
tisch, daB a # b ist. Damit ist z.B. die Relation {(z,z) |2 € A} nicht nur eine
reflexive, sondern auch eine transitive, symmetrische und antisymmetrische
Relation in A.

Eine lineare Relation ist offensichtlich auch reflexiv.
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Mit Hilfe der oben eingefithrten Bezeichnungen kann man gewisse Klassen von
Relationen einfiithren:

Definitionen
R heifit reflexive teilweise Ordnung auf A
<= R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch;
R heiit lineare Ordnung (totale Ordnung)
<= R ist transitiv, antisymmetrisch und linear;
R heifit irreflexive teilweise Ordnung auf A
<= R ist irreflexiv und transitiv;
R heiBt Aquivalenzrelation auf A
<= R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Einige Bemerkungen und Beispiele zu den Ordnungsrelationen (kurz
Ordnungen genannt):

Ordnungen sind Verallgemeinerungen der iiblichen ,,<“- bzw. ,<“-Beziehung
von reellen Zahlen. Bekanntlich gilt:
Va,b,c e R:

ist reflexiv)

ist antisymmetrisch)
ist transitiv)

ist irreflexiv)

ist transitiv)

ist linear).

a<a (
a<b= (=(b<a)Va=Db) (
(a<bAb<c¢c)=a<c (d.h.,
a<b=a#b (
(a<bAb<c)=a<c (
a<bVb<a (d.h.,

VANWANVAR VAR VAR VAN

Allgemein kann man Ordnungen in einer Menge A als Festlegungen einer
,Rangfolge* von Elemente der Menge A auffassen, wobei Ordnungen nicht
unbedingt linear sein miissen, d.h., nicht fiir jedes Paar von Elementen aus A
muf festgelegt sein, welches vom ,,gréoferen Rang® ist. Gilt fiir eine Ordnung
R in A und gewissen Elementen a,b € A, daf§ (a,b) ¢ R und (b,a) € R ist, so
nennt man die Elemente a und b beziiglich R unvergleichbar.

Dazu ein Beispiel

Sei A :=PB({a,b}) ={0,{a}, {b},{a,b}}. Die Relation
R:={(X,Y)eAx A|XCY)}
{(0,0),(0,{a}), (0,{0}), (0, {a,b}), ({a},{a}), {a},{a,b}),
({0}, {0}), ({b}, {a, b}), ({a, b}, {a,0})}

ist offenbar eine reflexive teilweise Ordnung. Y

Indem man sich die Elemente von A durch Punkte symbolisiert und X/

zeichnet, falls (X, Y) zu R gehort, kann man sich R wie folgt veranschaulichen:
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{a,b}

Verzichtet man auf diejenigen Pfeile, die sich aus der Transitivitdt und Re-
flexivitit ergeben und vereinbart man, die ,gré8eren” Elemente oberhalb der
,kleineren“ Elemente anzuordnen, so geniigt zur Veranschaulichung der Re-
lation R folgende Zeichnung:

{a, b}

{a} {0}

Eine solche Darstellung einer reflexiven teilweisen Ordnung nennt man Has-
seS-Diagramm.
So gehort z.B. zum Hasse-Diagramm

4 6
2 3 g
1
die Relation
{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (6,6), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5),
(1,6),(2,4),(2,6),(3,6)}
(= {(a,b) € {1,2,3,4,5,6}% | a teilt b}).

Ein Beispiel fiir eine irreflexive teilweise Ordnung ist

{(X,Y) e (B(4)* | X Y}

6 Helmut Hasse (1898-1979), deutscher Mathematiker.
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Auch fiir solche Relationen kann man Hasse-Diagramme vereinbaren, wobei
die Irreflexivitdt extra anzugeben ist.
Es sei noch bemerkt, dafl man anstelle von (a,b) € R (R sei Ordnungsrelation)

auch oft
a <grb, falls R reflexiv, und

a <grb, falls R irreflexiv ist,

schreibt,.

Weitere Begriffe und Bezeichnungen zu den Ordnungsrelationen fithren wir
spéater an den Stellen ein, wo sie ben6tigt werden. Wer mehr iiber die Ord-
nungstheorie wissen mochte, dem sei [Ern 82] empfohlen.

Weiter mit
Eigenschaften von Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen sind , verallgemeinerte Gleichheiten®, da ,=* (definiert
fiir Elemente einer gewissen Menge A) folgende Eigenschaften besitzt:
Ya,b,c € A:

a=a (d.h., = ist reflexiv)
a=b=b=a (d.h., = ist symmetrisch)
(a=bAb=c) = a=c (d.h., =ist transitiv).

Auf jeder Menge A kann man stets zwei sogenannte triviale Aquivalenzre-
lationen definieren:

Ry := {(a,a)|a € A} und
R1 = A x A.

Ein nicht-triviales Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf der Menge A :=
Z x N, die man als Menge aller Briiche auffassen kann, ist

{((a,b),(c,d)) e Ax Ala-d=b-c},
die bekannte Gleichheit von Briichen.

Zur néheren Beschreibung von Aquivalenzrelationen benétigen wir die Begriffe
Aquivalenzklasse und Zerlegung, die als néchstes definiert werden sollen.

Definition Sei a € A und R eine Aquivalenzrelation auf A. Die Menge
[alr :={b€ A] (a,b) € R}
(kurz nur mit [a] bezeichnet)

heifit Aquivalenzklasse von a (bez. R).

Einige Beispiele

Fiir die trivialen Aquivalenzrelationen Ry und R; auf einer Menge A und fiir
jedes Element a € A gilt:

[a]r, = {a} und [a]r, = A.
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Falls A :={0,1,2,3} und
R:={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(0,1),(1,0),(0,3),(3,0),(1,3), (3, 1)},

haben wir
0] = {0,1,3) = (1] = 3] sowie [2lx = {2}.

Eigenschaften von Aquivalenzklassen sind zusammengefat im

Satz 1.3.1 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Dann ist

(1) Usealalr = A;

und fiir beliebige a,b € A gilt:
(2) la]r = [b]r <> (a,b) € R;
(3) [alrNble =0 Vv [a]r = [b]&.

Beweis. (1) gilt, da a € [a]g fiir jedes a € A.

(2): ,==“: Sei [a] = [b]. Dann ist b € [a] und folglich (a,b) € R.

»<=%: Sei (a,b) € R. Aus der Symmetrie von R ergibt sich hieraus auch
(b,a) € R.

Wir zeigen [b] C [a]. Bezeichne z ein beliebiges Element aus [b]. Dann gilt
(b,x) € R. Wegen (a,b) € R und der Transitivitit von R ergibt sich hieraus
(a,x) € R, d.h., x € [a]. Also gilt [b] C [a].

Analog zeigt man [a] C [b]. Folglich haben wir [a] = [b].

(3): Angenommen, es existieren a,b € A mit [a] N [b] # 0 und [a] # [b]. Dann
gibt es ein ¢, das sowohl zu [a] als auch zu [b] gehort, d.h., es gilt (a,¢) € R und
(b,c) € R. Wegen der Symmetrie von R haben wir (¢,b) € R und (wegen der
Transitivitéit von R) (a,b) € R. Nach (2) gilt dann [a] = [b], im Widerspruch
zur Annahme. ]

Definition Sei A eine nichtleere Menge. Nichtleere Mengen A; (i € I) nennt
man eine Zerlegung (Partition, Klasseneinteilung) der Menge A, wenn
A=JA A (Vijel: Ai=A; vV AiNA;=0)

il
gilt. Man sagt ,, A ist die disjunkte Vereinigung der Mengen A;“. Eine
Zerlegung wird manchmal auch in der Form

Z:={A;|i eI}
angegeben, und die Elemente der Menge Z nennt man Blocks.
Beispiele

Nach Satz 1.3.1, (1), (3) bilden die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelati-
on auf A eine Zerlegung der Menge A.

Betrachtet man speziell die Aquivalenzrelation
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Rk ={(0,0),(1,1),(2,2),(0,2),(2,0)}
auf A ={0,1,2}, so ist die zu R gehorende Zerlegung der Menge A:
A; ={0,2}, Ay = {1}.

Mit Hilfe von A;, As kann man auch wieder zur Relation R gelangen, indem
man

{(a,b) € A% | {a,b} C A1 V {a,b} C Ay} (= R)

bildet, womit man von R zu einer Zerlegung und von dieser Zerlegung wieder
zu R gelangen kann. Allgemein gilt der

Satz 1.3.2 (Hauptsatz iiber Aquivalenzrelationen)
Sei A eine nichtleere Menge. Dann gilt:

(1) Ist R eine Aquivalenzrelation auf A, so bilden die Aquivalenzklassen
[a]r (a € A) eine Zerlegung von A.

(2) Die Mengen A; (i € I) mdgen eine Zerleqgung Z von A bilden. Dann ist
die Relation

Rz = {(a,b) € A’ |Ji € I: {a,b} C A}

eine Aquivalenzrelation auf A. ) )
Besteht die Zerlequng Z speziell aus den Aquivalenzklassen einer Aqui-
valenzrelation R, so ist Ry = R.

Beweis. (1) folgt aus Satz 1.3.1.

(2): Wegen A = J;c; Ai ist Rz reflexiv. Rz ist symmetrisch, da {a,b} =
{b,a}. Rz ist auch transitiv, da fiir beliebige a,b,c aus A nach den Eigen-
schaften einer Zerlegung gilt:

((a,b) e RA(b,c) e R) = Fi,jel: {a,b} C A; A{b,c} C A,

:ALﬂAJ7£®:>A1:AJ

= {a,c} C A, = (a,¢) € Ry.

Folglich ist Rz eine Aquivalenzrelation, die nach Konstruktion wieder mit R
iibereinstimmt, falls die Zerlegung aus den Aquivalenzklassen von R besteht.
]

Der eben bewiesene Satz gibt uns die Moglichkeit, Aquivalenzrelationen mit-
tels Zerlegungen zu definieren bzw. Zerlegungen durch Aquivalenzrelationen.
Sehr oft macht man beim Anwenden dieser Begriffe deshalb keinen Unter-
schied zwischen Aquivalenzrelationen und ihren zugehorigen Zerlegungen.
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Der nachfolgende Begriff wird im Kapitel 2 und im Band 2 benétigt.

Definition Sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge A. Die Menge
A/ ={laln | a € A}

(die Menge aller Aquivalenzklassen der Relation R)
heifit Faktormenge von A nach R.

AbschlieBend noch ein wichtiges Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der ganzen Zahlen, die sogenannte Kongruenz modulo n: Fiir be-
liebiges n € N sei

=, :={(a,b) EZ X Z | n teilt a — b}.

Fiir ,,n teilt % schreiben wir nachfolgend n|z. Offenbar gilt:
(a,0) €= <= Fr,yecZIreNy:a=xzn+r Ab=yn+r A0<r<n-—1.
Anstelle von (a,b) €=,, benutzen wir auch die Schreibweisen

a =, bbzw.
a = b(modn) (gesprochen: ,a kongruent b modulo n*).

Man priift nun leicht nach (UA A.1.36), daB =,, eine Aquivalenzrelation auf
der Menge Z ist. Fiir die Aquivalenzklassen dieser Relation gilt:

[0] = {077%—7%2'n7—2'n,3-n,—3-n7...},

1] ={l,n+1,-n+1,2-n+1,-2-n+1,...},

(2] = {2n+2,-n+22-n+2-2-n+2,..},

-1 = {n—1,n+n—-1,-n4+n—-1,2-n4+n—-1,-2-n+n—1,...},
[n] = [0],

[n

+1] = [1]

Die Faktormenge von Z nach =,, ist damit

{[0]7 [1], [2]7 cee [n - 1]}7

die wir iiblicherweise kurz mit Z,, bezeichnen wollen.

1.4 Korrespondenzen, Abbildungen und Verkniipfungen

Definition Es seien A und B nichtleere Mengen.

F heifit Korrespondenz aus A in B:<—= F C A x B.

Zwecks geometrischer Veranschaulichung von Korrespondenzen vereinbaren
wir:
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@ ap

(1.) Binére Relationen sind Korrespondenzen (A = B).
(2.) Fir A ={0,1,2} und B = {a,b} ist z.B. F = {(0,a),(0,b), (1,b)} eine
Korrespondenz aus A in B.

Beispiele

Definitionen Sei FF C A x B eine Korrespondenz. Dann heifit

e D(F):={a€ A|3be B: (a,b) € F} der Definitionsbereich von F,
W(F):={be B|3Ja€ A: (a,b) € F} der Wertebereich von F.

Man sagt:

o [ ist eine Korrespondenz aus A in B <= D(F) CAANW(F) C B,
e [ ist eine Korrespondenz aus A auf B <= D(F) C AANW(F) = B,
o [ ist eine Korrespondenz von A in B <= D(F)=AANW(F) C B,
o [ ist eine Korrespondenz von A auf B <= D(F)=AANW(F)=B

Aus vorgegebenen Korrespondenzen lassen sich neue Korrespondenzen bilden.
Dazu zwei

Definitionen
e Fiir die Korrespondenz F' C A x B sei
“Hi=A{(b,a) [ (a,b) € F}
die zu F inverse Korrespondenz (Umkehrkorrespondenz) aus B
. ISIelfiil. FCAx Bund G C B x C. Dann heifit die Menge
FOG :={(a,c) e AxC|3be B:(a,b) € FA(bc)eG}

Verkettung (Produkt, Hintereinanderausfithrung) von F und G.

Beispiele

(1.) Seien F = {(0,0),(0,1),(2,0),(2,3)} und G = {(0,2),(1,1)}. Dann gilt
F_l :{(070)3(170)3(07 )a( ’ )} und FDG_{(O7 )5(071) ( )}

(2.) Fir F = {(z,2%) | z € R} und G = {(z,sin(x)) | z € R} gilt FOG =
{(x,sin(z?)) | z € R}.
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Satz 1.4.1 Seien F C Ax B, G C BxC und H C C x D Korrespondenzen.
Dann gilt:

(1) FO(GOH) = (FOG)0H;

(2) (FOG)"t=GtoF-1.7

Beweis. (1) ergibt sich aus folgenden Aquivalenzen, die fiir beliebiges a € A
und d € D gelten:

(a,d) € FO(GOH) <= 3be€ B: (a,b) € F A (b,d) € GOH
<= JdbeBIceC:(a,b)e FA(b,c)e GN(c,d) € H
<= 3JceC:(a,c) € FOGA (¢,d) € H
<= (a,d) € (FOG)OH.

(2) folgt aus

(c,a) € (FOG)™! <= (a,c) € FOG
<= Jbe B:(a,b) e FA(bc)eCG
< JveB:(ba)e F"1A(c,b) € G
< (c,a) € GTlOFL.

]
Jetzt zu den (fiir die folgenden Abschnitte) wichtigen speziellen Korrespon-
denzen.

Definition Eine Korrespondenz f von A in B heifit (eindeutige) Abbil-
dung (oder Funktion oder Operator) :<= Va € A 3'b € B : (a,b) € f
(<= ((D(f)=4) AN Vae€ A:(a,b) € f A (a,¢) € f = b=C))).

Zur Bezeichnung von Abbildungen verwenden wir meist kleine Buchstaben. In
der Regel werden wir Abbildungen f von A in B nicht als gewisse Teilmengen
von A x B angeben, sondern folgende Schreibweise verwenden:

f:A— B,a— b= f(a).

(a+— b= f(a) steht fiir ,(a,b) € f¢ und anstelle von b schreiben wir f(a).)
Daneben gibt es eine Reihe von anderen Moglichkeiten der Darstellung von
Abbildungen, die je nach Art der Abbildung bzw. der Mengen A und B Ver-
wendung finden. Wir nennen die drei wichtigsten:

e die analytische Darstellung (Funktionsgleichung):
Die Abbildung f wird mit Hilfe von Formeln iiber einem Variablenalphabet
und gewissen Symbolen beschrieben.
z.B. f(x) =23 + 72 — 8 (x € R) oder f(z) =sinx (z € R).

7 Entspricht einer Erfahrung aus dem téglichen Leben: Man zieht zuerst Striimpfe,
dann Schuhe an. Das Ausziehen (das inverse Vorgehen) geschieht umgekehrt!
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e die geometrische Darstellung:

! f(x)
x f(z) | bzw. (falls A, B C R)

L — —o

A

e die tabellarische Darstellung:

Beispiel Essei A=Nund B =R. Dannist f := {(a,b) € AxB | b= +/a}
eine Abbildung, die man auch in der Form f : N — R, a — +/a angeben
kann.

Definitionen Es sei f: A — B eine Abbildung, A9 C A, By € B und
b € B. Dann sei

o f(Ao)={f(a) |a € Ao} (,Bild" von Ay),
o f7Lb):={a€ A|f(a) =b} (,Urbild* von b),
o fYBy):={a€c A|f(a) € Bo} (,Urbild* von By),
* fla, :==1{(a, f(a))|a € Ao} bzw. f|4, sei die durch
fla, + Ao — B, a— f(a)
definierte Abbildung, die Einschrinkung (oder Beschrinkung oder

Restriktion) von f auf A genannt wird.

Die Bezeichnungen aus den folgenden Definitionen werden wir nachfolgend oft
benutzen.

Definitionen Es seien A und B nichtleere Mengen und f : A — B eine
Abbildung. Dann heif3t

e die Abbildung id;s: A — A,a — a die identische Abbildung von A
auf A;

e f injektiv (oder eine Injektion oder eineindeutig oder 1-1-Abbil-
dung) <= Va,d' € A: f(a) = f(d) = a=4d;
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e f surjektiv (oder eine Surjektion):<—= W (f) = B;

e [ bijektiv (oder eine Bijektion) :<= f ist injektiv und surjektiv.

Satz 1.4.2 Seien f (C A x B) und g (C B x C) Abbildungen. Dann gilt

(1) fOg ist eine Abbildung
(fOg:A— Cz— g(f(x)) );

(2) f,g injektiv (bzw. surjektiv bzw. bijektiv) —>
fOg injektiv (bzw. surjektiv bzw. bijektiv).

Beweis.  (1): Angenommen, fOg ist keine Abbildung. Dann gibt es gewisse
a,c, mit ¢ # ¢, (a,¢) € fOg und (a,c’) € fOg. Folglich gilt fiir gewisse
b,b € B, daB (a,b) € f, (b,c) € g, (a,b') € fund (V/,') € g ist. Da f eine
Abbildung, erhalten wir hieraus: b = ¥, (b,¢) € g und (b,¢) € g, womit g
keine Abbildung ist, im Widerspruch zur Voraussetzung.

(2): UA A.1.53. n

Leicht iiberpriift man anhand der Definitionen die Richtigkeit von

Satz 1.4.3 Sei f eine bijektive Abbildung von A auf B. Dann gilt

(1) f=1 ist bijektiv;
(2) fOf~" = id;a;
(3) f~'Of = id;p. n

Der néchste Satz beschreibt einen Zusammenhang zwischen Abbildungen und
Aquivalenzrelationen. Er bildet die Grundlage von sogenannten Homomor-
phiesdtzen fiir algebraische Strukturen, mit denen wir uns im Kapitel 2 kurz
und im dritten Teil des zweiten Bandes ausfiihrlich beschéftigen werden.

Satz 1.4.4
(1) Sei f eine Abbildung von A in B. Dann ist die Relation

Ry = {(z,y) € A?| f(2) = f()}

eine Aquivalenzrelation auf der Menge A, die sogenannte ,von f indu-
zierte Aquivalenzrelation®.
(2) Ist umgekehrt eine Aquivalenzrelation R auf A gegeben, so ist die Abbil-
dung
g: A—)A/R,zb—> [z]Rr

eine Abbildung von A auf die Faktormenge von A nach R mit der Eigen-
schaft, daf$ Ry mit R tibereinstimmt.
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Es besteht sogar eine bijektive Abbildung von f(A) :={f(a)|a € A} auf
Ayg, : f(a) = la]r,. Schematisch:

A

f(4)

A];t“)

A/R;

Beweis. UA. ]
Wir kommen nun zu den sogenannten Verkniipfungen.

Definition Sei A eine nichtleere Menge.
Eine Abbildung von A x A in A heifit eine innere Verkniipfung (bzw.
Operation) auf A.

Fiir innere Verkniipfungen verwenden wir Zeichen wie O, o, 4+, —, -, i, ...

Statt f((a,b)) (f dabei aus {O,0,+,...}) schreiben wir f(a b) bzw. afb, an

aob,a+b,....

Beispiele

(1.) Die gewohnliche Addition auf der Menge der reellen Zahlen 148t sich wie
folgt beschreiben: + : R x R — R, (z,y) — x + y. Sie ist offenbar eine
innere Verkniipfung auf R.

(2.) Die Verkettung von Relationen O : PB(A) — P(A), (R, Q) — ROQ ist
eine innere Verkniipfung auf der Menge B (A).

Definition Seien A und K nichtleere Mengen.
Eine duflere Verkniipfung auf A mit dem Skalarbereich K ist eine
Abbildung Ak : K x A — A, (k,a) = k Ak a.

Beispiel Sei A =R x R und K = R. Die Abbildung

Ak iR xR — R? (k, (z,y)) = (k- 2,k - y)
(- bezeichnet die iibliche Multiplikation von reellen Zahlen) ist eine &ufere
Verkniipfung auf R? mit dem Skalarbereich R.

Definitionen Seien A und K nichtleere Mengen, R eine Aquivalenzrelation
auf A, o eine innere und Ag eine duflere Verkniipfung auf A. Man sagt

e R ist mit o vertriglich (kompatibel) <=
Ya,a',b,b" € A: ((a,b) € RA(a/,b) € R) => (aoad’,bod) € R.

e R ist mit Ag vertraglich <=
VYa,be AVk € K : (a,b) € R= (k Ak a,k A D) € R.
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Die mit den Verkniipfungen auf einer Menge vertriglichen Aquivalenzrelatio-
nen nennt man Kongruenzen dieser Menge.

Beispiel In Z ist =, (die Kongruenz modulo n) mit der gewohnlichen Ad-
dition und der gewdhnlichen Multiplikation vertriiglich (Beweis: UA A.1.36).

Der Sinn der obigen Definitionen ist der, daf§ man bei vertréglichen R auf A /R

mit Hilfe der Verkniipfungen o, Ax auf A ebenfalls Verkniipfungen einfiihren
kann. Genaueres dazu im

Satz 1.4.5 (mit Definition) Sei A eine Menge mit einer dufSeren Ver-
kniipfung Nk (K gewisse Menge) und einer inneren Verkniipfung o, die mit
einer Aquivalenzrelation R auf A wvertrdglich sind. Dann lif$t sich auf A /R

sinnvoll definieren:

(1) la] o [b] := [a o b],

(2) k Ak [a] := [k Ak a]

(a,b € Ak € K), d.h., die Definition der Verkniipfung o bzw. Ax auf A/R

ist unabhdngig von der konkreten Wahl der sogenannten Vertreter a, b der
Aquivalenzklassen [a], [b].

Beweis. (1): Seien a,a’ € [a] und b,b’ € [b]. Wir haben [a o b] = [a’ o V'] zu
zeigen. Aus a,a’ € [a] und b,V € [b] folgt (a,a’) € R und (b,0’) € R. Wegen
der Vertriiglichkeit von o mit R ergibt sich hieraus (a o b,a’ o b’) € R, womit
nach Satz 1.3.1, (2) [aob] = [a’ o V] gilt.

(2) beweist man analog. |
Beispiel

Auf der Menge Z,, (= {[0], [1], ..., [n —1]}) 148t sich mit Hilfe der gewshnlichen

Addition und Multiplikation eine Addition modulo n und eine Multipli-
kation modulo n definieren:

[a] + [0] [a+ 0],
[a] - [b] = [a-0]

(a,b e Z).

1.5 Maichtigkeiten, Kardinalzahlen

Um festzustellen, ob fiir jeden Studenten in einem Raum ein Sitzplatz vor-
handen ist, kann man auf zwei Arten vorgehen:

(1) Man zdhlt die Studenten, dann die Stiihle und vergleicht.
(2) Man bittet die Studenten, Platz zu nehmen und schaut, ob Studenten
oder Stiihle iibrig bleiben.



28 1 Mathematische Grundbegriffe

Die Methode (2) scheint auf den ersten Blick recht umstédndlich zu sein. Sie
hat aber einen grofien Vorteil: Man braucht dazu nicht Zahlen zu kénnen, mufl
jedoch in der Lage sein, eine bijektive Abbildung (Studenten +— Stiihle) zu
finden. Die Methode (2) wird von uns nachfolgend benutzt werden, um festzu-
stellen, ob zwei ,,unendliche* Mengen , gleich grof}* sind. Auflerdem werden wir
mit Hilfe der neu eingefiihrten Begriffe und Methoden in der Lage sein, solche
von uns bisher intuitiv verwendeten Begriffe wie ,,endliche Menge* und ,,un-
endliche Menge“ zu prézisieren. Dariiberhinaus soll eine kurze Einfithrung in
den Teil der Mengenlehre gegeben werden, der sich mit den Beziehungen zwi-
schen unendlichen Mengen befaflt. Dem Leser sei empfohlen, die vorgestellten
Ergebnisse nicht nach dem sogenannten , gesunden Menschenverstand* und
der Anschauung zu beurteilen, sondern staunend zu akzeptieren, dafy im ,,Un-
endlichen“ andere Gesetze als im ,, Endlichen* herrschen.

Definition Seien A und B Mengen. Man sagt
A ist gleichméichtig zu B :<=> 3 bijektive Abbildung f von A auf B.
Fiir ,, A ist gleichmichtig zu B* schreiben wir kurz:

A~ B.

Nachfolgend einige Beispiele fiir gleichméchtige Mengen A und B, wobei
ab dem dritten Beispiel die bijektiven Abbildungen f nur durch Zeichnungen
charakterisiert werden, die mit mehr oder weniger Aufwand natiirlich auch in
Berechnungsvorschriften fiir die Abbildungen iibersetzt werden kénnen.

(1.) Offenbar sind endliche Mengen genau dann gleichméchtig, wenn sie die
gleiche Anzahl von Elementen enthalten.
(2.) A=Ny, B=7Z.
f=100,0),(1,1),(2,-1),(3,2),(4,-2),...,(2- k= 1,k),(2- k,—k),...}.
(3.) ® A sei Menge aller Punkte eines Kreises K1,
B sei Menge aller Punkte eines Kreises Ko.

f:

(@)
3

B

(4.) A=1la,b], B=]c,d CR.
Fafit man die Mengen A und B als Punktmengen auf, die sich durch
Strecken geometrisch veranschaulichen lassen, so ist eine bijektive Abbil-
dung f von A auf B wie folgt beschreibbar:

8 Dieses Beispiel findet man bereits in mittelalterlichen Texten und es galt wie
dhnliche Beispiele aus der Antike als paradox.



1.5 Machtigkeiten, Kardinalzahlen 29

(5.) A=(a,b) CR, B=R.
Analog zu Beispiel (4.) lassen sich A als Punkte einer (geknickten) Strecke
(ohne die zu a und b gehérenden Punkte) und B als Menge aller Punk-

te einer Geraden geometrisch veranschaulichen. Eine mogliche bijektive
Abbildung f ergibt sich aus:

(6.) A sei die Menge aller Punkte auf einer Kugel ohne N (,,Nordpol“),
B sei die Menge aller Punkte einer Ebene.

[ N

Lemma 1.5.1 Sei M irgendeine Menge von Mengen. Dann ist die Relation
R:={(A,B) € M?| A ist gleichmdchtig zu B}
eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis. Seien A, B, C beliebige Elemente aus M. Offenbar gilt A ~ A, da
die identische Abbildung id;4 eine bijektive Abbildung von A auf A ist. Falls
f eine bijektive Abbildung von A auf B ist, haben wir mit f~! nach Satz
1.4.3 eine Bijektion von B auf A.

Gilt A ~ B und B ~ C, so existieren Bijektionen f und g mit f : A — B,
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g: B — C. Wegen Satz 1.4.2, (2) ist fOyg eine bijektive Abbildung von A
auf C, also A gleichmiichtig zu C. Folglich ist R eine Aquivalenzrelation auf
M. |

Mit Hilfe der Gleichméchtigkeitsrelation ~ kann man eine Menge M von
Mengen nach Satz 1.4.4 in Aquivalenzklassen zerlegen, d.h., man fafit alle
gleichméchtigen Mengen zu einer Klasse zusammen und sagt, sie haben die
gleiche Michtigkeit oder die gleiche Kardinalzahl. Unter der Kardi-
nalzahl |A| der Menge A versteht man dabei die ,,Gesamtheit* aller zu A
gleichmichtigen Mengen. (,Gesamtheit® miissen wir hier undefiniert lassen,
da oben — wegen der bekannten Schwierigkeiten mit dem Mengenbegriff — M
nicht als Menge aller Mengen gewiihlt werden konnte.)

Wir merken uns

e |A|=|B| (bzw. card A = card B) <= A~ B
und vereinbaren folgende Bezeichnungen:

o |0]:=0,
e |{1,2,3,...,n} :=mn,

(] |N| = NO
(X (,Aleph*) ist der erste Buchstabe des hebréischen Alphabets.),

o [R|l:=¢ (oder auch Ny).
Auflerdem sei

e |A| <|B|:<= 3 injektive Abbildung von A in B,

o |Al <|B|:= (|A]l <[BIA|A] #|B]).

Die oben beschriebene Relation < ist auf einer Menge von Kardinalzahlen
offenbar reflexiv und transitiv. Auflerdem kann man zeigen, dafl < antisym-
metrisch und linear ist (siehe dazu z.B. [Ale 67]). Es gilt damit:

Satz 1.5.2 (ohne Beweis) Auf einer Menge von Kardinalzahlen ist die oben
definierte Relation < eine lineare Ordnung. Mit anderen Worten: Fir je zwei
beliebig gewdihlte Mengen A und B gilt entweder |A| = |B|, |A| < |B| oder
|B| < [A].

Bemerkung (ohne Beweis)
Mit den Kardinalzahlen kann man fast wie mit den gewthnlichen Zahlen umgehen,
wenn man definiert:

4]+ 1B = |4UB]|
Al B] = |4 B],
P! = |47

wobei 0.B.d.A. ANB = 0 und AP die Menge aller Abbildungen von B in A bezeich-
net. Es gilt dann némlich fiir beliebige Kardinalzahlen a, b, c:
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(a+b)+c=a+(b+c),
a+b=b+a,
a-(b+c)=a-b+a-c
(a-b)-c=a-(b-c),

a-b=b-a,
ab+c:ab.ac’
(a-b)°=a’-b°

()" = o,
a<b=a+c<b+ec,
agb:>(a~c§b-c/\a6§bc/\c“Scb),

Weiter mit

Definitionen Sei A eine Menge. Man sagt

e Aist unendlich <= 3B: BC AN B ~ A;

e A ist endlich :<= A ist nicht unendlich.

Beispiel

Die Unendlichkeit der Menge Ny ergibt sich aus der Bijektion
f={(n,2-n)|neNg}

von Ny auf die echte Teilmenge der geraden Zahlen von Ny.

Eine erste Unterscheidung zwischen verschiedenen ,,Unendlichkeiten® liefern
die
Definitionen Sei A eine Menge. Dann heifit

e A abzihlbar (unendlich) (<= A ~N;

e A iiberabzihlbar :<— A unendlich und nicht abzahlbar.

Satz 1.5.3 Seien A, A; (i € N) abzihlbare Mengen und B eine endliche
Menge. Dann sind folgende Mengen ebenfalls abzihlbar:

(a) A\B, AU B;
(b) ¥n € N\{1}: Ay x Ay x ... x Ap;
(c) Uie[ A; (I CN).

Beweis.  (a): UA.

(b): Wir beweisen die Behauptung hier nur fiir n = 2. Den allgemeinen Beweis
fithrt man mit Hilfe der vollstéindigen Induktion und sei den Lesern als UA
empfohlen.

Die Elemente von A; x A kann man, falls A; = {a,a2,as,...} und Ay =
{b1,b2, b3, ...}, wie folgt aufschreiben und abzihlen:
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(a1,01) (a1, b2)  (a1,b3)  (ay,b4)

(d.h., unsere bijektive Abbildung von A; x As auf N sieht wie folgt aus:
(al,bl) — 1, (ahbg) — 2, (ag,bl) }—> 3,.. )
(c) beweist man dhnlich wie (b) (UA A.1.57). |

Zwei Folgerungen aus Satz 1.5.3 sind zusammengefafit im

Satz 1.5.4

(a) Q ~ N.
(b) A abzihlbar = {M € P(A) | M ist endlich} abzihlbar. [

Satz 1.5.5 FEs sei A eine endliche oder abzihlbare Menge, B eine unendliche
Menge und C' eine tberabzihlbare Menge. Dann gilt:

(a) B enthilt eine abzihlbare Menge.
(b) C\A ~ C.
(c) AUB ~ B.

Beweis. (a): Da B unendlich ist, gibt es in B ein Element a;. Offenbar ist
B # {a1}, womit es in B ein von a; verschiedenes Element ag gibt. Wegen
B # {a1,as}, existiert ein ag € B\{a1,as}. Setzt man diesen Prozef fort,
erhélt man die abzéhlbare Teilmenge {a; |7 € N} von B.

(b): O.B.d.A. sei A C C. Wegen C = AU (C\A) und Satz 1.5.2 kann
C\ A weder endlich noch abzihlbar sein. Folglich ist C\ A iiberabzéhlbar und
enthilt nach (a) eine abzéhlbare Teilmenge N. Sei M := (C\ A)\N. Dann gilt
C\A=NUM und C = (AU N) U M. Zwischen den abzihlbaren Mengen
N und AU N gibt es eine bijektive Abbildung. Ordnet man auflerdem jedem
x € M wieder x zu, hat man eine bijektive Abbildung zwischen C\ A und C
erhalten, womit C\ A ~ C gezeigt ist.
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(c): Ist B abzihlbar, so gilt (¢) nach Satz 1.5.3. Ist B iiberabzihlbar, so
ist AU B ebenfalls iiberabzidhlbar und mit Hilfe von (b) folgt (c¢) aus B =
(AUB)\(A\ B) ~ AUB. [

Satz 1.5.6 Die Menge (0,1) (={x € R |0 < z < 1}) ist nicht abzihlbar.

Beweis.  Sei z € (0,1). Dann ist  darstellbar als unendlicher Dezimalbruch
x=0.z1202324... (VieN: x;€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9})

ohne Neunerperiode. Angenommen, die Menge (0, 1) ist abzéihlbar. Dann las-
sen sich alle x € (0,1) wie folgt ,,aufzihlen*:

0.a11a12a13a14 e
0.(121(122(123&24 N
0.az1a32a33a34 . . . (Vz,] eN: aij € {0, 1,2,..., 9})

Genauer, es gibt eine bijektive Abbildung f von N auf (0,1) mit f(n) =
0.ap1an2an3 . .., n € N. Wenn wir zeigen kénnen, dafl (ganz egal wie wir oben
alle z € (0,1) angeordnet haben) mindestens eine reelle Zahl y € (0, 1) in der
Aufzdhlung nicht enthalten ist, hidtten wir einen Widerspruch zur Annahme
und unsere Behauptung wire bewiesen. Ein solches y erhélt man z.B. wie
folgt:

y = 0.y192y3y4... , wobei
L 0 falls Q4 7é 0, .
¥i = { 1 sonst. (i€ N)

Die Zahl y ist von 0 verschieden, da die Zahlen 0, a0000... mit a € {1,2,...,9}
in der oben angegebenen Aufzdhlung vorkommen miissen, womit y; = 1 fiir
gewisse 7 gilt. Nach Konstruktion haben wir aulerdem y # 0.a;1a;2...a4;.... fir
alle ¢ € N. Also ist (0,1) nicht abzéhlbar. |

Die Idee des Beweises von Satz 1.5.6 148t sich auch verwenden zur Begriindung
des folgenden

Satz 1.5.7 Seien A und B Mengen mit A # ) und B enthalte mindestens
zwei Elemente. AufSerdem sei die Menge aller Abbildungen von A in B mit
B4 bezeichnet. Dann gilt

Al < |BY].

(D.h., es existiert von A auf eine echte Teilmenge von BA eine bijektive Ab-
bildung und A ist nicht zu B4 gleichmdchtig.)

Beweis. Da |B| > 2, findet man in B zwei verschiedene Elemente « und 3. Jedem
a aus A kann man dann eineindeutig die Abbildung f, : A — B mit
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a firz=a,
B sonst

fa) = {

zuordnen. Folglich gibt es eine bijektive Abbildung von A auf eine echte Teilmenge
von B4,

Angenommen, A ~ B4, d.h., es existiert eine Bijektion ¢ : A — B4 mit
¢ ={(a,9qa) | a € A}. Wenn wir eine Abbildung g finden kénnten, die von jeder
Abbildung g, (a € A) verschieden ist, hitten wir einen Widerspruch zu |A| = |B|
erhalten und die Behauptung bewiesen. Man priift nun leicht nach, dafl z.B. g mit

| o, falls go(z) =6,
9(x) = { B, falls g.(x) # 3 (w€A)

die geforderten Eigenschaften besitzt. [

Folgerungen aus dem obigen Satz sind zusammengefaf3t im

Satz 1.5.8

(a) Fiir beliebige nichtleere Mengen A gilt |A| < |B(A)].
(Also gibt es unendlich viele Kardinalzahlen!)

(b) R~ P(N).
(c) R ~RxR.
(d) IN| = |Z| = Q| < |R| = [C].

Beweis. (a) folgt aus Satz 1.5.7, da man jede Teilmenge T von A auf eindeutige
Weise durch die Abbildung fr : A — {0, 1} mit

_J 1, falls =x2€T,
fr(z) = { 0 sonst

charakterisieren kann, womit [J(A)| = [{0, 1}*].

(b): Nachfolgend ist ein Beweis fiir (b) kurz skizziert. Eine ausfiihrliche Begriindung
fiir die einzelnen Beweisschritte iiberlege man sich als UA (siche dazu A.1.58 und
A.1.60-A.1.63).

Bezeichne I die Menge aller reellen Zahlen x mit 0 < x < 1. Bereits gezeigt haben
wir R ~ I. Jede reelle Zahl z aus I 148t sich in der Form

1 1 1 R 1
x:a1~2—|—a2~2—2—|—a3~2—3+...(: nlLH;O;ai-2i)

(a1,a2,... € {0,1}) darstellen. Folglich 148t sich « durch die Folge (a1, a2,as,...)
charakterisieren. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn (a1, az, as, ...) keine 1-Periode
besitzt. Fat man nun alle Folgen (z1,x2, zs, ...) mit z; € {0,1} (¢ € N) zur Menge
F und die Folgen aus F' mit einer 1-Periode zur Menge E zusammen, so kann man
unter Verwendung von Satz 1.5.5 leicht I ~ F\E ~ F ~ PB(N) zeigen, woraus (b)
folgt.

(c): Wahlt man F' wie oben, so ist z.B. die Abbildung

g: FxF —F, ((al,az,ag, ), (b1,b2,b3, )) — (al,b1,a2,b2.a3,b3, )
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bijektiv, womit F ~ F x F gilt. Als UA iiberlege man sich, daf hieraus (c) folgt.
(d): UA. ]

Erwahnt sei noch der folgende Satz, von dem wir uns Spezialfille bereits oben
iiberlegt haben und dessen Beweis man z.B. in [Ale 67] finden kann.

Satz 1.5.9 (ohne Beweis)
Seien A und B beliebig gewdihlte Mengen mit |A| < |B| und B ist eine unend-
liche Menge. Dann gilt |AU B| = |B| und, falls A # 0, |A x B| = |B].

Eine abschlieBende Bemerkung: Oben wurde gezeigt, dal No := |N| die kleinste
Kardinalzahl einer unendlichen Menge ist. Auflerdem wurde Rg < Ry := |R| bewie-
sen. Ist die Bezeichnung N, eigentlich gerechtfertig, d.h., gibt es keine Menge M mit
IN| < |M]| < |R|? Bereits Cantor vermutete 1884 in der sogenannte ,, Kontinuumshy-
pothese®, daf} dies so ist, konnte es jedoch nicht beweisen. Die 1963 von P. J. Cohen
gefundene Antwort auf die Frage ist iiberraschend:® Die Kontinuumshypothese (bzw.
die Negation der Kontinuumshypothese) it sich weder beweisen, noch widerlegen.
Man sagt, sie ist unentscheidbar. Mehr dazu findet man z.B. in [Deu 99], wo man
auch die Originalbeweise von Cohen und der von ihm benutzten Ergebnisse anderer
Mathematiker nachlesen kann. Wer sich fiir Unentscheidbarkeitsbeweise interessiert,
dem sei [Rau 96] empfohlen. Verstehen kann man die dort angegebenen Beweise je-
doch erst, nachdem man sich ausfiihrlich mit Mathematischer Logik beschéftigt hat.
Da die Mathematische Logik ein wichtiger Bestandteil der Grundlagenmathematik
bildet, wollen wir einige Anfangsiiberlegungen dieser Theorie im néchsten Abschnitt
behandeln.

1.6 Boolesche Funktionen und Pradikate

Definitionen Es sei B := {0,1}, n € N, M eine nichtleere Menge und
R C M™ eine n-stellige Relation iiber M.

e Eine n-stellige Boolesche Funktion!'® (n-stellige binire Funktion)
ist eine Abbildung f von B™ in B, d.h., f: B — B.

e Fine Abbildung P : M™ — B heifit n-stelliges Prédikat iiber M.

e R und das n-stellige Pridikat P iiber M heiflen dquivalent (bzw. indu-
zieren einander), falls fiir alle (a1, ...,a,) € M™ gilt:

(a1y...,apn) € R <= P(aq,...,a,) = 1.

% Fiir diese Leistung erhielt Paul Joseph Cohen (1934-2007) auf dem Internatio-
nalen Mathematikerkongrefl 1966 in Moskau die Fields-Medaille, die eine Art
Nobel-Preis fiir Mathematiker darstellt, verliehen.

9 Benannt nach George Boole (1815-1864), einem englischen Mathematiker und
Philosophen. G. Boole ist einer der Begriinder der modernen mathematischen
Logik.
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Zur Kennzeichnung der Stelligkeit n von f bzw. P schreiben wir auch f()
bzw. P,

Mit den Priadikaten beschéftigen wir uns am Ende dieses Abschnitts. Zunéchst
jedoch Beispiele fiir Boolesche Funktionen:

Fiir n = 1 gibt es genau vier verschiedene Boolesche Funktionen, die in fol-
gender Tabelle definiert sind:

x| co(z) ci(z) e(x) non(z)
0 0 1 0 1
1 0 1 1

Anstelle von non(z) schreiben wir auch x (oder —z).

Fiir n = 2 gibt es 16 verschiedene Boolesche Funktionen, von denen 5 (A, V,
+, =, <=) in der folgende Tabelle definiert sind. Dabei sei o(z,y) :=z oy
fiir o € {A,V, +,=>, <=} vereinbart.

T yYylxANy zVy z+y r—y <=y
0 0] O 0 0 1 1
01 0 1 1 1 0
1 0] O 1 1 0 0
11 1 1 0 1 1

Die Erklarung fiir die verwendeten Symbole findet man weiter unten. Anstelle
von xAy schreiben wir auch z-y oder kurz zy. Allgemein lassen sich Booleschen
Funktionen f(™ durch Tabellen der Form

1 xa ... Ty | flz1,me,.. ., 1)
0 0 ... 0]f(0,0,...,0)
0 0 ... 1]f0,0,...,1)
a1 az ... an| f(ai,a2,...,a,)
1 .1 f(,,. )

(jedenfalls theoretisch) angeben. Effektivere Beschreibungen folgen weiter un-
ten.

Anwendungen finden bzw. untersucht werden die Booleschen Funktionen vor-
rangig in der

e Aussagenlogik und
e bei der mathematischen Beschreibung von Schaltungen bzw. den Bauele-
menten von Computern.

Wir befassen uns hier nur mit einigen Eigenschaften der Booleschen Funktio-
nen, die sich aus ihren Anwendungen in der Aussagenlogik ergeben.
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Aussagen und Aussagenverbindungen

Definition Eine Aussage ist ein Satz (einer natiirlichen oder kiinstlichen
Sprache), von dem es sinnvoll ist zu fragen, ob er wahr (Bezeichnung: 1) oder
falsch (Bezeichnung: 0) ist. Wir nehmen dabei an, dafl jede Aussage entweder
wahr oder falsch ist (sogenanntes ,,Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten®).

Beispiele fiir Aussagen sind:
e 2+2=075.
e Rostock liegt an der Warnow.

e Im Weltall gibt es auflerirdische Lebewesen (Vulkanier, Klingonen, Romu-
laner, Cardassianer, ... ).

Keine Aussagen sind z.B.:

e Zwei Hithner auf dem Weg nach vorgestern.

e Alles was ich sage, ist falsch.

e Heute ist schones Wetter.

e Seid leise!

Aussagen werden zumeist mit groffen lateinischen Buchstaben A, B, ... be-

zeichnet. Anstelle von , A sei eine beliebige Aussage® sagt man ,, A sei eine
Aussagenvariable®. Eine Aussagenvariable nimmt also die Werte 0 und 1 an.
Aussagen (Siitze) werden in der Umgangssprache (u.a. durch Bindewérter wie
yund“, Joder“, jwenn—dann®,...) auf vielfache Weise verkniipft. Das Ergeb-
nis dieser Verkniipfung liefert in der Regel wieder eine Aussage, deren Wert
(0 oder 1) abhéngig ist von den der verkniipften Einzelaussagen. Im Rahmen
der Aussagenlogik werden ein Teil der umgangssprachlichen Verkniipfungen
modelliert, in Teilen sogar erst prizise formuliert. Da wir bei Aussagen von
ihrem Inhalt abstrahieren, uns also nur ihr sogenannter Wahrheitswert 0
oder 1 interessiert, sind Aussagenverbindungen mehrstellige Funktionen iiber
{0, 1}, also unsere oben definierten Booleschen Funktionen (auch Wahrheits-
wertfunktionen oder Funktionen der zweiwertigen Logik genannt).
Deutungen fiir einige der oben in Tabellen definierten Booleschen Funktionen
sind dann:

e Negation der Aussage A: A (,nicht A“).
A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist.
e Konjunktion der Aussagen A, B: AA B (,A und B%).
A N B ist genau dann wahr, wenn A und B wahr sind.
e Disjunktion der Aussagen A, B: AV B (,,A oder B*).
AV B ist genau dann wahr, wenn A oder B oder A und B den Wert 1
haben.
V entspricht also dem umgangssprachlichen ,oder*, sofern dieses im nicht-
ausschlieBenden Sinne verwendet wird.
e Kontravalenz: A+ B (,,entweder A oder B*).
A+ B ist genau dann wahr, wenn entweder A oder B wahr ist.
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e Aquivalenz: A <= B (,A genau dann, wenn B¢).
A <= B ist genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert
haben.

e Implikation: A = B (,Aus A folgt B*; ,Wenn A, so B“).
A = B ist genau dann falsch, wenn A den Wert 1 und B den Wert 0
annimmt.
A = B ist also immer wahr, wenn A falsch ist. Umgangssprachlich hat
dies keine Bedeutung, weil man Aussagen wie , Wenn der Elefant fliegen
kann, dann ist der Schnee weif.“ oder ,,Wenn 2 + 2 = 7, dann ist 2 keine
Primzahl.“ als sinnlos ansieht. Da wir jedoch vom konkreten Inhalt der
Aussagen A, B abstrahieren, sind auch Festlegungen fiir 0 = 0 und
0 = 1 zu treffen. Daf} obige Festlegungen sinnvoll sind, sieht man z.B.
anhand der Bildung von A = B = A A B.

Mit Hilfe eines Alphabets fiir Bezeichnungen der Aussagenvariablen, 0, 1,
Klammern und den oben eingefiihrten Zeichen , A, V, <=, =, + lassen
sich kompliziertere Aussagen (sogenannte Formeln (Ausdriicke) der Aus-
sagenalgebra) aufbauen. Z.B.

((AANB) = (BV (C = A))).

Ausfiihrlich behandeln wir das nachfolgend.

Beschreibung von Booleschen Funktionen mittels Boolescher
Terme (Formeln, Ausdriicke)

Da eine Tabellendarstellung Boolescher Funktionen nur sehr eingeschrinkt
verwendbar ist, besteht ein naheliegender Gedanke darin, sie durch Formeln
zu beschreiben.

Definition

(a) Die Konstanten 0, 1 sowie die Variablen z, y, z, ..., 21, 2, T3, ... sind
fiir sich genommen Boolesche Terme (Formeln, Ausdriicke).

(b) Ist A ein Boolescher Term, so auch A (bzw. (—A)).

(¢) Sind A und B Boolesche Terme, so auch

(AANB), (AVB), (A= B), (A<= B), (A+ B).

(d) Jeder Boolesche Term entsteht, indem die Regeln (b) und (c) endlich
oft angewendet werden, wobei die Booleschen Terme aus Regel (a) als
Ausgangspunkte dienen.

Nachfolgend nennen wir Boolesche Terme kurz nur Terme. Bei den Termanga-
ben lassen wir auerdem die nach der obigen Bildungsvorschrift entstehenden
Auflenklammern weg.

Den Termen kann man Boolesche Funktionen zuordnen:

Sei A ein Term, in dem nur Variable aus der Menge {z1, 22, ..., z,} vorkom-
men.
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Mittels
f(l‘l,ﬂfz, ce ,CCn) =A

ist dann eine n-stellige Boolesche Funktion definierbar, wobei obige Vorschrift
bedeutet, dal bei konkreter Belegung der z; (i = 1,2,...,n) mit 0 oder 1 der
zugehorige Funktionswert sich anhand der Formel A errechnet.

Man beachte, daf jedem Term unendlich viele Boolesche Funktionen zugeord-
net werden kénnen. Aulerdem kénnen verschiedene Terme gleiche Funktionen
beschreiben.

Interessiert sind wir natiirlich nur an einfachen Termen. Zum Auffinden
moglichst einfacher Beschreibungen (Terme) Boolescher Funktionen werden
wir uns anschlieend einige Regeln des ,,Umbauens“ von Termen zusammen-
stellen, die es uns ermoglichen werden, aus komplizierten Termen solche etwas
iiberschaubarer Struktur abzuleiten.

Zuniichst soll jedoch die Gleichheit von Termen definiert werden.
Definition Terme T3, T5 heilen gleich (dquivalent, gleichwertig; Be-
zeichnung: Ty = Ty), wenn bei jeder Belegung der in 77 und T5 vorkommenden
Aussagenvariablen A; mit Werten aus {0,1} 737 und 7> denselben Wahr-
heitswert annehmen. Beispiele fiir dquivalente Formeln sind im n#chsten Satz
angegeben.

Satz 1.6.1 FEs gilt:

(a) Yo € {V,\,<=,+}: zo(yoz)=(xoy)oz;
(b) Ve =z, zNe=z,z<—zx=1L, z—=—ax=1,z+2=0,
zV0=z,2ANl=2,2V1I=12AN0=0;
(c) Yo € {V,A\,<=,+}: zoy=youx;
(d) xAx=0,zVe=1,z=u,
cVy=xANy,ztANy=xVy;
() T=g=aNy;
(f)xn(yvz)=@AyV(@Az),zV(yAz)=(@Vy) A(zV2);
(9) xN\(xVy)=xz,2V(xAy) =x.

Beweis. UA. ]
Mit Hilfe der im Satz 1.6.1 angegebenen Identitdten lassen sich Boolesche
Terme vereinfachen (sogenannte ,algebraische Methode").

Beispiele

(L) (((wy v az) V (2(y2))) Vy) V 2
Wegen Satz 1.6.1 kénnen wir auf einen Teil der Klammern in diesem
Term verzichten, wenn vereinbart wird, da§ - (= A) stérker bindet als V:
xyVaxzVaoyzVvVyVz.
Zusammenfassungen sind dann (nach Satz 1.6.1) wie folgt moglich:
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Yy Vv xz VIYzV Y Vv z =Y V z

(2.) (zVy)(zVz)=(zeVzzVyzVyz)=(xVyz)=z(yVz)=zyVez
(3) (zva)ry)vy=(1Ay)Vy=1

Definition Ein Boolescher Term heifit Tautologie (oder allgemeingiilti-
ger Ausdruck), wenn er zu 1 dquivalent ist.

Tautologien liefern sogenannte Gesetze der Aussagenalgebra, d.h., jede Tau-
tologie ist das Schema einer Schar von Aussagen, die auf Grund ihrer logisch
sprachlichen Struktur, also unabh#ngig vom konkreten Inhalt, wahr sind. Das
systematische Aufsuchen derartiger Schemata gehort zu den &ltesten Aufga-
ben der Logik.

Terme Fy, F5 sind iibrigens gleich, wenn F} <= F3; eine Tautologie ist.

L&Bt sich nun jede Boolesche Funktion mit Hilfe eines Terms beschreiben?
Antwort wird Satz 1.6.2 geben. Zunéchst jedoch ein Beispiel:

Fiir die durch die nachfolgende Tabelle definierte dreistellige Funktion f gilt

f(@,y,2) = (zyz) V (zy 2) V (2y2).

vy z|f(@y2)
00O 0
0 01 0
010 1
011 0
1 00 1
1 01 0
110 0
1 11 1

Jede der in der Formel fiir f auftretende Konjunktionen ,realisiert“ dabei eine
1 von den Funktionswerten von f. Unter Verwendung der Schreibweise

o {a: fir « =0, (a € {0,1})

T 2 fira=1
148t sich f auch wie folgt charakterisieren:
fla,y,2) = (@%'2%) v (ay°2°) v (aly'2").

Die so erhaltene Darstellung von f nennt man disjunktive Normalform von f.
Allgemein gilt:
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Satz 1.6.2 Jede n-stellige Boolesche Funktion f lafit sich mittels der soge-
nannten disjunktiven Normalform (Bezeichnung: DNF) beschreiben:

@iy 000 35,) = \/ flag, ... an) - aft -xg? .o
(a1,...,an)€{0,1}"

2 ;:{x fira =0, ¢ 10,1})

z fira=1

wobei

bzw., falls f nicht nur den Wert 0 annimmdt,

a a an
@050 00 o) = \/ xyt e wy? L ap.
(a1,..,an)€{0,1}"
flai,...,an)=1

(Obige Formeln besagen, dafs fiir jedes Tupel (ay,...,a,) € {0,1}" die ,Kon-
Junktion“

flar, ... an) AP A oA ZE bzw. 2P A LA T

aufgeschrieben wird. Anschlieffend werden dann diese Konjunktionen durch
V miteinander verknipft. Auf das Setzen einer Vielzahl von Klammern kann
dabei wegen Satz 1.6.1 verzichtet werden (siehe dazu auch Kapitel 2). ]

Es sei bemerkt, dafl die disjunktive Normalform nur eine von vielen Moglich-
keiten ist, simtliche Booleschen Funktionen durch eine gewisse Formelstruktur
zu beschreiben.

Oft liefert die disjunktive Normalform eine zu komplizierte Beschreibung einer
Booleschen Funktion (z.B. gilt z Vy = zy V axy V zy).

Wie findet man aber (ausgehend von einer disjunktiven Normalform) eine
yverkiirzte Darstellung® (d.h., weniger Konjunktionen und innerhalb einer
Konjunktion moglichst wenig Variable) fiir eine gegebene Boolesche Funkti-
on?

Nachfolgend soll anhand eines Beispiels ein mogliches Verfahren (genauer: das
Quine-McCluskey-Verfahren) vorgestellt werden: Sei

0 00 1
0 01 1
010 1
011 0
1 00 0
1 01 0
110 1
111 1
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Die disjunktive Normalform
zyzVrxyzVaxyzVryzVryz

dieser Funktion 1&8t sich dann mit Hilfe des folgenden Verfahrens ,,verkiirzen*:
1. Schritt: Durch systematisches Anwenden von

ryVry = x,
ry = Yy,
rVr = x

fasse man moglichst viele Konjunktionen zusammen.

Ausgangspunkt dieser Zusammenfassungen ist die 1. geordnete Liste der
Konjunktionen, in der die Konjunktionen aus der disjunktiven Normalform
nach der Anzahl der auftretenden Negationszeichen geordnet sind:

Nummer der | Konjunktion
Konjunktion

1. TYz

2. TYz

3. xYz

4. TYz

5. TYZz

Zusammenfassungen mittels der Regel zyVzy = = (unter Beachtung von zy =
yz) sind dann nur bei Konjunktionen méglich, die zu benachbarten ,, Gruppen®
in obiger Liste gehoren. Man erhélt dann folgende 1. Zusammenfassung:

Nummern der zusammen- Ergebnis der
gefaiten Konjunktionen | Zusammenfassungen
1., 2. Ty
2., 3. Yz
3., 5. Tz
4., 5. Ty.

Sortiert man nun die erhaltenen Konjunktionen nach gleichen Variablen und
anschlieffend nach der Anzahl der auftretenden Negationszeichen, so erhilt
man die 2. geordnete Liste der Konjunktionen:

Nr. der Konj. | Konjunktion
1. Ty
2. Ty
| 3. | Tz |
| 4. | Yz |

Da keine weitere Zusammenfassung mehr moglich ist, sind wir mit Schritt 1
fertig. Als erste verkiirzte Darstellung fiir f haben wir damit

f(x,y,2) =ayVayVrzVyz

erhalten.
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2. Schritt: Man lasse diejenigen Konjunktionen in der durch Schritt 1 erhal-
tenen Darstellung fiir f weg, die iiberfliissig sind.
Anhand der Tabelle

TY TY TZ Yz

e = e e R e ¥ =1
—_—_ o oOoOrRrrkROoOOoOw
—_— O = O = O = O W
——_ OO0 00O
SO OO OO - =
DO OO+~ O
O OO OO
== O OO s

sieht man, dafl z.B. yz iiberfliissig ist. Wir erhalten zum Abschlufl unseres
Verfahrens damit die folgende minimale DNF:

flz,y,z2) =azyVaoyVaez.

Es sei noch bemerkt, dafl man sich die obige verkiirzte Darstellung sowie einige
andere Moglichkeiten anhand folgender geometrischen Darstellung der dreistelligen
Funktion f {iberlegen kann:

Man deute die Tupel (z,y, z) € {0, 1}3 als Ecken eines Wiirfels wie unten angegeben
und kennzeichne diejenigen Ecken, die zu den Tupeln gehoren, auf denen f den Wert
1 annimmt:

Man sieht nun leicht, dal Konjuktionen der Form u® (u € {z,y, z}) Seitenflichen,
Konjunktionen der Form u®v® (u,v € {z,y,2}) Seitenkanten und Konjunktionen
der Bauart z%°z¢ Eckpunkte des Wiirfels charakterisieren.

Folglich 148t sich f auch durch die Formel

xyVyzVazoy

beschreiben.
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Zu Booleschen Funktionen abschliefend noch eine Bemerkung (ohne Beweis): Aus-
gangspunkt obiger Darstellung Boolescher Funktionen waren die Konjunktion, die
Disjunktion und die Negation, mit deren Hilfe wir alle anderen Booleschen Funktio-
nen darstellen konnten. Mufl dies unbedingt sein? Kénnte man nicht auch von be-
liebigen Funktionen f, g, h, ...ausgehen und versuchen, durch Ineinandereinsetzen
dieser Funktionen sowie Umordnen und Identifizieren von Variablen alle anderen
Booleschen Funktionen (etwa in der Art f(g(...),h(...),...)) auszudriicken? Wel-
che Eigenschaften miissen dann solche Funktionen besitzen, falls dies gelingt?

Bei der Beantwortung dieser Fragen sind mehrstellige Relationen und der Begriff
des Bewahrens von Relationen durch Funktionen hilfreich:

Man sagt, eine n-stellige Funktion f bewahrt die h-stellige Relation R (h € N),
wenn fiir beliebige (a1,a2,...,an), (b1,b2,...,bn), (c1,¢c2,...,¢n),... € R stets
(f(a1,bi,c1,. .., flaz,ba,ca,...), ooy f(an,bh,Chy...)) € R gilt.

Beispiel Die durch die Tabelle

|z y| fz,y) |
00| 1
01| o
10| o0
11| 1

definierte Funktion f bewahrt die (einstellige) Relation {1}, jedoch nicht die (zwei-
stellige) Relation {(0,1),(1,0)}, da (f(0,0), f(1,1)) = (1,1) ¢ {(0,1),(1,0)}.

Es gilt dann:

Eine beliebige Boolesche Funktion ist genau dann mittels Superposition (Ineinan-
dereinsetzen von Funktionen in Funktionen, Umordnen der Variablen, Identifizieren
von Variablen) aus Elementen einer Menge A von Booleschen Funktionen erzeugbar,
wenn zu jeder der 5 Relationen

Ry := {0},
Ry = {1},
Ry = {(07 1)7 (170)}7
Rs = {(0,0),(0,1), (1,1)},
Ry :={(a,b,c,d) € {0,1}* | a+b=c+d (mod?2)}
= {(0,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1), (0,1,1,0),
(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)} **

in A eine Funktion existiert, die diese Relation nicht bewahrt. Ausfiihrliche Infor-
mationen zu diesem von E. L. Post aus dem Jahre 1920 stammenden sogenann-
ten Vollstdndigkeitskriterium fiir die zweiwertige Logik entnehme man Band 2,
[Pés-K 79] oder [Jab-L 80]. Hier soll dieses Kriterium nur noch anhand eines Bei-
spiels erldutert werden:

Sei A = {f} und f durch die Tabelle

1 Nur sogenannte lineare Funktionen, das sind Funktionen £, die durch Formeln
der Gestalt f(z1,%2,...,Zn) = a0+ a1 -x1+ ...+ an - n (mod2) beschrieben
werden konnen, bewahren diese Relation.
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|z | fz,y) |
00| 1
01| o
10|l 0
1 1] o

definiert. Offenbar bewahrt f nicht Rp und R;. Wegen

(f(ov 1)7 f(lv O)) = (07 0)

bewahrt f nicht Rs und wegen

(f(ov 0)7 f(O, 1)) = (17 0)

nicht R3. Aus

(f(07 0)7 f(07 1)7 f(17 0)7 f(17 1)) = (17 0,0, 0)
folgt auBerdem, dafl f nicht R4 bewahrt. Damit lassen sich durch f mittels Superpo-
sition alle anderen Booleschen Funktionen erzeugen. Diese Eigenschaft von f kann
man sich aber auch auf folgende Weise iiberlegen:

f(l‘vy): TNY,

f(z,z) = =,
f(f(z, %), f(y,y)) = x Ay und
f(f(zvy)vf(xvy)): VY,

womit nach Satz 1.6.2 aus f alle anderen Booleschen Funktionen durch Superposi-
tion erzeugbar sind.

Der Rest dieses Abschnitts beschéftigt sich mit einer Anwendung des eingangs de-
finierten Begriffs Prddikat, indem eine Einfithrung in die

Pradikatenlogik erster Stufe

gegeben wird.!2

Falls es gelingt, einen Sachverhalt, dessen Wahrheitsgehalt zu iiberpriifen ist, durch
einen Booleschen Term zu beschreiben, hatten wir oben eine einfache Methode er-
halten, durch formales Rechnen dem Booleschen Term den Wert 0 oder 1 zuzu-
ordnen. Wir wollen diese Methode ausdehnen auf Aussagen iiber Relationen und
Operationen, die iiber einer Menge M definiert sind. Zunéchst ein Beispiel: Es
sei M = {0,1,2}, R1 := {(z,9) € M?|z = y}, Rz := {(0,1),(0,2),(1,2)} und
flz,y) := 2 + y (mod 3) fur alle z,y € M. Wir schreiben = < y, falls (z,y) € Rs.
Die (offenbar falsche) Aussage

A: Falls f(0,2) =2 und 0 < 2 gilt, ist 2 < 2,

12 Es ist zu empfehlen, sich diesen Abschnitt nach dem Lesen des zweiten Kapitels
nochmals anzusehen. Auflerdem sollte man sich nicht durch die vielen Formeln
abschrecken lassen, sondern sich vielmehr klarmachen, dafl mit der Formelspra-
che vertraute Dinge exakt definiert oder in eine Sprache iibersetzt werden, die
Grundlage von Programmierungen sein kénnen.
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ist zwar unter Verwendung unserer im Abschnitt 1.1 vereinbarten Symbole auch in
der Form

(f(0,2)=2A(0<2) = (2<2) (1.2)
aufschreibbar, jedoch kénnen wir die Zeichen A und = nicht als Boolesche Funk-
tionen interpretieren, da f(0,2) = 2, 0 < 2 und 2 < 2 nicht 0 oder 1 sind. Ordnet
man jedoch der Relation R; (i = 1,2) das von R; induzierte Priadikat P; zu, 148t
sich (1.2) wie folgt aufschreiben:

$ = (Pl(f(072)72) A P2(072)) :>P2(272)7 (13)
wobei
Ty P1(z,y) PQ(Ivy)
0 0 1 0
01 0 1
0 2 0 1
10 0 0
1 1 1 0
1 2 0 1
2 0 0 0
2 1 0 0
2 2 1 0
Wegen
(P1(f(0,2),2) A P2(0,2)) = P2(2,2) (1.4)
=1 =1 =0

gilt o = 0, d.h., die Aussage A ist falsch und wir konnten dies unter Verwendung
der Booleschen Funktionen A und = ausrechnen.
Wir betrachten als néichstes die Aussage

B: Fiir alle x,y,z € M gilt: Falls f(z,y) =z und z < vy, ist y < z,

die man auch in der Form
P :=Vz e MYy e MVz e M(Pi(f(z,y),2) N Pa(z,y)) = Pa(y,2)) (1.5)
aufschreiben kann. Legt man fest, dal eine Formel der Form
Ve € MYy € MVz € M p(z,y, z)

genau dann den Wert 1 annimmt, wenn ¢(a, b, ¢) = 1 fiir alle (a, b, c¢) € M? gilt, hat
¥ wegen ¢(0,2,2) den Wert 0.

Wir verallgemeinern obiges Beispiel, indem wir zunéchst festlegen, welche Art von
Formeln wir betrachten wollen, die aus vorgegebenen Zeichen nach gewissen Regeln
gebildet werden, d.h., wir legen die Syntaz'® der Pridikatenlogik fest. Danach wird
definiert, wie man diesen Formeln einen Wahrheitswert (wie iiblich mit 0 oder 1
bezeichnet) zuordnen kann, wenn man den verwendeten Zeichen einen gewissen Sinn
gibt, d.h., wir behandeln die Semantik'* der Pradikatenlogik.

13 Allgemein versteht man unter Syntaz die Lehre vom Aufbau der Wortverbindun-
gen und Sétze einer Sprache.

14 Unter Semantik verstehen wir hier die formale Semantik bzw. die Bedeutungslehre,
die sich mit dem Sinn und der Bedeutung von Zeichen befafit.



1.6 Boolesche Funktionen und Pradikate 47

Um die Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe zu definieren, wéhlen wir zunéchst
zwei Indexmengen [ und J, wobei I = () moglich ist. Jedem ¢ € I und jedem j € J
ordnen wir dann ein gewisses n; € No bzw. m; € N zu. Die so gewahlten Zahlen
fassen wir zu einer sogenannten Signatur zusammen:

§ := ((ne)icr, (Mj)jer).

ZB. I :={1,2}, J := {1,2,3} und ¢ := ((0,2),(1,2,2)), d.h., n1 = 0, na = 2,
m1:1,m2:m3:2.

Die Indexmengen I und J sowie die Signatur § dienen dazu, Operations- und Relati-
onssymbole zu unterscheiden und jedem Symbol eine gewisse Stelligkeit zuzuordnen.
AuBlerdem benétigen wir:

die Menge Var := {z1, 22, z3, ...} der Variablen;
die Menge § := {f;"* |i € I} der Operationssymbole, wobei n; die Stelligkeit
des Operationssymbols f;"* angibt;
die Menge §™ aller n-stelligen Operationssymbole aus §, n € No;
die Menge B := {ijj | 7 € J} der Pradikatenymbole, wobei m; die Stelligkeit
des Pradikats ijj angibt;
e die Menge der Junktoren J := {A,V, -, =, <= 3,V} 15
(3 nennt man Existenzquantor und V heifit Allquantor);
Jo:={ANV,, =, <=}
e die Menge der Klammersymbole {(,)}.

Falls sich die Stelligkeiten der Operations- und Pradikatensymbole aus dem Zusam-
menhang ergeben, lassen wird die entsprechenden Indizes weg.

Mit Hilfe von Var und {f;" |4 € I'} kénnen wir die Menge T'(Var) aller Terme als
kleinste Menge mit den folgenden zwei Eigenschaften bilden:

(1) Varug® Cc 7(X),
(2) Falls f € 3™ (n > 1) und {t1,...,tn} C T(X), dann gehort auch f(t1, ..., tn)
zu T (Var).

Beispiel Essei I:= {1}, n1 =1 und f:= fi. Dann gilt

T(X) = | i, f(@a), F(f (@), F(F(f(@))), -

i€N
Die Menge FORM sei die kleinste Menge X mit den folgenden vier Eigenschaften:

(1) Pj(t1,...,tm;) € X fiir alle j € J und alle t1, ..., tm; € Term;
(Pj(t1, ..., tm;) heiBt Atom);

(2) falls o, 8 € X, dann (a0 ) € X fiir alle o € Jo = {A\,V, =, <=};

(3) falls a € X, dann (—a) € &

(4) falls @ € X, dann (Fzka) € X und (Vara) € X fiir alle k € N.

5 Die Auswahl von Zeichen, die wir bereits bei der Definition gewisser Boolescher
Funktionen benutzt haben, kann auch anders gewiahlt werden. In der Literatur
iiblich sind das Weglassen von <= und das Hinzufiigen von zwei nullstelligen
Zeichen.
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Die Menge FORM heifit Menge aller Formeln der Pridikatenlogik erster
Stufe der Signatur .

Beispiele Essei I :={1,2,3,4}, J:={1,2,3} und 6 := ((0, 3,2,2),(1,2,2)). Ele-
mente aus FORM sind dann u.a.

Pi(fa(z1, 2, 23)), (w2 Ps(@s, f1)), Pa(fa(ws, 1, fa(w2, ¥2)), 1) und
(Pr(ws) V (VesPs(fa(f1,%7)))).

Keine Formeln aus FORM sind z.B. Pi(P2(z1,22)) und alle Terme.

Pi(z1,x2,x3) gehort nicht zu FORM, da durch die Signatur ¢ fiir P; die Stelligkeit
1 festgelegt wurde.

Als vereinfachende Schreibweise vereinbaren wir: z,y,z € Var, f,g,h sind Opera-
tionssymbole und P, @, R sind Pradikatensymbole (mit in Beispielen noch festzu-
legenden Stelligkeiten). Auflerdem lassen wir die AuBlenklammern bei den Formeln
weg.

Man beachte, dafl pradikatenlogische Formeln mit einem All- oder Existenzquantor
keine Zeichen der Gestalt z € M enthalten. Dies wurde weggelassen, weil bei der
(unten zu findenden) inhaltlichen Interpretation solcher Formeln sémtliche Varia-
blen x; nur Werte aus ein- und derselben Menge annehmen.

Eine Formel a« € FORM, die bei einer moglichen rekursiven Bildung der Formel
B € FORM vorkommt, heiflt Teilformel von f.

Fiir jedes t € T(Var) bezeichne Var(t) die Menge aller Elemente aus Var, die in ¢
auftreten. Fiir ¢ € FORM ist die Menge Var(p) aller Variablen von ¢ definiert
durch

o Var(Pi(t1,...,tm;)) == Var(t) U...UVar(tm,),
e Var(-a) :=Var(a) und Var(ao f) := Var(a) o Var(B) fiir alle o € Jo,
e Var(3zra) = Var(Vaga) := Var(a) U {zy}

(a, B € FORM).
Die Menge fr(p) der freien Variablen von ¢ ist definiert durch

o fr(p):=Var(p), falls ¢ ein Atom ist;
o fr(-a):= fr(a) und fr(aop) = fr(a)U fr(B) fir alle o € Jo,
o  fr(Vzra) = fr(3zra) := fr(a)\{zx}

(a, B € FORM).
Die Menge bd(y) der gebundenen Variablen von ¢ ist definiert durch

e bd(p):=10, falls ¢ ein Atom ist;
o bd(—a) := bd(a) und bd(a o B) := bd(a) U bd(B) fur alle o € Jo,
o bd(Vzra) = bd(Izka) := bd(a) U {xy}

(o, 6 € FORM).
Beispiel Fiir die Formel ¢ := ((Fz1P2(z2,23)) V (Vz2Pi(z2))) gilt Var(p) =
{21, 22,23}, fr(e) = {z2, 23} und bd(p) = {z1, 22}

Eine Formel ¢ € FORM heifit offene Formel, wenn bd(p) = 0. ¢ ist ein Satz oder
ist abgeschlossen, wenn fr(y) = 0. Offensichtlich gilt Var(p) = fr(y) U bd(p),
jedoch ist fr(a) N bd(y) nicht notwendig leer.

16 Bine Pridikatenlogik zweiter Stufe erhilt man, wenn die Quantoren nicht nur
auf Variable, sondern auch auf Priadikaten- und Operationssymbole angewendet
werden diirfen.
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Um unseren Formeln aus FORM einen Inhalt bzw. eine Interpretation zu geben,
bendtigen wir eine nichtleere Menge A (Trigermenge genannt) sowie fiir alle ¢ € T
und alle j € J auf A definierte Operationen f3* der Stelligkeit n; und Relationen
RJQ-l der Stelligkeit m;, die Préadikate P]‘-21 induzieren. Wir setzen

A= (A; (fi)ier, (Rj)jet)

und nennen 2 eine Struktur der Signatur §.

Ordnet man mittels der Abbildung u : Var — A jeder Variablen aus Var einen
gewissen Wert aus A zu, kann man durch folgende Definition der Abbildung u :
T(X) — A jedem Term t € T'(Var) einen Wert aus A zuordnen:

(1) Falls t € Var, sei u(t) := u(t).

(2) Falls t = fi(t1,...,tn;), wobei {t1,...,tn, } C T(Var), sei

W(t) = J2 ), oy Wtn)):
Seien u,u’ Abbildungen von Var in A. Wir schreiben
/
U =g, U,

falls u(z;) = v'(z;) fiir alle j # k (4, k € N).
Es sei A := (A;(fi)ier, (R;j);es) eine Struktur der Signatur § und u : Var — A
eine Abbildung. Mit Hilfe der Struktur 2 und der Abbildung u kann man jetzt wie
folgt eine Abbildung (Bewertung genannt)

vy, : FORM — {0,1}
definieren, die jeder pradikatenlogischen Formel einen Wahrheitswert zuordnet:

Vat,u(Pi(t1, ..., tm;)) = 1 genau dann, wenn (@(t1), ..., U(tm,)) € R};
v (m@) = (v (@) und vy (o B) := vy (@) 0 vy . (B) fiir alle o € Jo;
vat,u (VZrp) = 1 genau dann wenn vy .+ (@) = 1 fiir alle v’ mit v =4, v’
(wir schreiben: va,u (Varp) = A,/ — v (9));
e vy (3zkp) = 1 genau dann, wenn es ein v’ mit u =,, v’ und vy ./ (p) = 1 gibt
(wir schreiben: va,u (Izrp) =V, — vy (@) ).
Beispiele Es sei f ein einstelliges Operationssymbol, P ein einstelliges und Q
ein zweistelliges Priadikatssymbol. Als Triagermenge einer Struktur 20 wahlen wir
A = {a,b,c}. AuBerdem sei f*(a) := b, f*(b) := ¢, f*(c) := a, P* sei durch die
Relation {b, ¢} und Q* durch die Relation {(a,a), (b,b), (a,c), (c,b)} induziert. Die
drei pradikatenlogischen Formeln

a = Px)= Q(f(z),y),
B = (VzP(z)) = Q(f(z),y)
v o= Va(Pz) = (FyQ(f(z),y))

haben dann die folgenden Wahrheitswerte in der Struktur 2, wenn man u(x) := ¢
und u(y) := a setzt:
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vau(e) = Pm( (x ))ﬁQm(fQ‘( (@), uly)
P (c) = Q% (f*(c),a) = P (c) =
vau(f) = vmu((VmP( ) = va,u(Q(f(2),9))
= (P%(a) AP (b)) A P¥(c)) = Q" (a,a) = 1,
vau(Y) = Awwepu v (P(@) = Gy Q(f(2),y)))
= A w—p PP (@) = (Vo 0 (@ (F (W (@), 0" (1))
= (Pm() (@ (f*(a),a) v Q™ (f*(a),b) V Q™ (£ (a), )\
(P*(0) = (@™ (f*(b),a) v Q™ (F*(b),b) v Q™ (f*(b),0))A
(P*(c) = (@™ (f*(c),a) V Q™ (f* (), ) V Q¥ (f* (), ¢)) =

Merken wir uns: Falls ¢ keine Quantoren enthélt, ist ve () einfach zu berechnen,
indem man die Variablen durch die durch u vorgegebenen Elemente aus A ersetzt
und dann den Wahrheitswert der Formel ¢ von innen nach auflien geméfl der Inter-
pretationen der Operationen und Pridikate in der Struktur 2 berechnet.

Falls ¢ gewisse Quantoren der Art Va oder dx mit © € Var enthilt, hat im Wir-
kungsbereich des Quantors (einer gewissen Teilformel von ¢) die Festlegung u(z)
keinen Einflufl auf den Wahrheitswert der Teilformel. Gibt es in der Formel ¢ keine
freien Variablen, hingt vy . (¢) nur von 2 und ¢ ab. Man schreibt dann auch 2((¢p)
anstelle von vg( 4, (). Bildet man eine Formel ¢’ aus ¢, indem man eine Teilformel der
Gestalt Qra (Q € {V,3}, z € Var) durch Qya’ ersetzt, wobei y € Var \ Var(yp)
und o’ aus a durch das Ersetzen der freien Variablen x durch y entsteht, so gilt
vat,u () = vatu(¥).

¢ € FORM wird durch u : Var — A erfiillt, genau dann, wenn vy .(¢) = 1.

o ist wahr (oder giiltig) in 2 genau dann, wenn ve () = 1 fiir alle w : Var — A
gilt.

Wir schreiben 21 = ¢ fiir ,, ist wahr in 2.

A = ¢ steht fiir ,, ist nicht wahr (oder falsch) in 2.

Falls 20 = ¢, heifit 2 ein Model der Formel ¢

Gilt 2 |= o fur alle 0 € ¥ C FORM, nennen wir 2 ein Model der Menge X.
Offenbar ist eine geschlossene Formel aus FORM entweder wahr oder falsch in 2l.

)

Q"(a,0) =1=1=1,

Formeln «, 8 € FORM heiflen dquivalent (Bezeichnung: oo = ) genau dann, wenn
vau () = v, (B) fiir jede Struktur 2 und fir jede Abbildung u : Var — A.

Die im folgenden Satz angegebenen Beispiele fiir dquivalente Formel sind wichtige
Hilfsmittel beim Umformulieren von Sachverhalten, die mittels priadikatenlogischer
Formeln beschreibbar sind.

Satz 1.6.3 Fir beliebige ¢, € FORM gilt:

(1) Vzpe = Iz, "Frke = Vrr—p;

(2) falls z; € fr(v), dann (Qzrp) o Y = Qzi(p o ) fir alle Q@ € {3,V} und
o€ {A,V};

(3) (Varp) A (Yory) = Vae(e AY),
(Fzrp) V Faryp) = Fzi(e V 9);

(4) Ve, (Vo) = Vo, (Vorp), Jzs(3Fxip) = o (Fzre).



1.7 Graphen 51

Beweis.  Wir zeigen exemplarisch nur —Vaip = Jzip—e, indem wir die Allge-
meingiiltigkeit der Formeln « := (—Vzrp) = (Jzr—p) und B := Bzrp) =
(—Vxrp) beweisen. Sei dazu A eine beliebige zu FORM passende Struktur und
u : Var — A eine beliebig gewihlte Abbildung. Die Formel « ist allgemeingiiltig,
wenn vy () = 1 gilt. Angenommen, vy (o) = 0. Dann gilt vy .(—Vzre) = 1
und vy, (Fz—p) = 0. Wegen 1 = vy o (—Varp) = —(va,u(Vrrp)) haben wir
dann vy (Vzrp) = 0, womit eine Abbildung v’ : A — A mit v’ =,, u und
Vo, () = 0 existiert. Folglich —(vg ./ (¢)) = v, () = 1, im Widerspruch zu
v, (Jzp—g) = 0. Also ist v allgemeingiiltig. Analog zeigt man die Allgemeingiiltig-
keit von (. [
Der oben eingefiihrte Begriffsapparat ist Grundlage automatischer Beweisverfahren.
Mehr dazu findet man in Biichern iiber Mathematische Logik (z.B. [Sch 87], [Hein-W
91], [Rau 96] und [Das 2006]).

1.7 Graphen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns mehrmals zur Veran-
schaulichung von Beziehungen (Relationen, Korrespondenzen, Abbildungen)
zwischen Elementen von Mengen gewisser Zeichnungen bedient, in denen
die Elemente durch Punkte und die Beziehungen zwischen diesen Elementen
durch Verbindungsstriche oder Pfeile symbolisiert wurden. Fiir die Methode,
sich Beziehungen zwischen irgendwelchen Objekten zeichnerisch durch Punkte
und Striche zu verdeutlichen, gibt es natiirlich noch viel mehr Anwendungen.
So kénnte man z.B. den Aufbau einer chemischen Verbindung, einen Stadt-
plan, ein Fernmeldenetz, den Aufbau eines Computerprogramms und vieles
mehr durch solche ,,Diagramme® verdeutlichen.

Diese vielen Anwendungen motivieren die mathematische Behandlung solcher
,Punkte“ und ,Striche“, die hier ganz kurz in Ansitzen vorgefithrt werden
soll. In spéteren Abschnitten kommen wir dann hin und wieder auf diese Ob-
jekte zuriick. Ausfiihrlich behandeln wir die Graphentheorie und einige ihrer
Anwendungen im Band 2. Wir beginnen mit der mathematischen Beschrei-
bung der sogenannten ungerichteten Graphen wie z.B.

Indem man die Punkte (nachfolgend Knoten genannt) mit Buchstaben aus
der Menge V' (hier {x,y,2}) und die Striche (Kanten genannt) mit Elemen-
ten aus der Menge F (hier {e1, eq, e3, e4}) bezeichnet sowie die Verbindungen
zwischen den Knoten durch gewisse Kanten durch die Abbildung

f:E_>‘/7€l }—){‘T},egl—){$72}763’—>{y72}7€4’—>{y72}
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angibt, sind sdmtliche uns interessierenden Eigenschaften des obigen unge-
richteten Graphen durch das Tripel (V, E, f) erfafit:

€1

z | f(z)
: S

e T,z
2| €34y 62 fy 2}
ey es | {y, 2}

Dieses Beispiel motiviert folgende

Definition  Ein ungerichteter Graph G ist ein Tripel (V(G), E(G), fa),
bestehend aus einer nichtleeren Menge V(G) von Knoten (bzw. Ecken (engl.:
vertices)), einer dazu disjunkten Menge F(G) von Kanten (engl.: edges) und
einer Abbildung fg, die jeder Kante e € E(G) die Menge {z,y} (x = y
moglich!) zuordnet:

e {x,y}.

In Beispielen werden wir ungerichtete Graphen meist kurz durch eine Zeich-
nung, die die Bezeichnungen der Knoten und Kanten enthilt, angeben.
Zuniichst aber eine Reihe von Bezeichnungen und Begriffe fiir ungerichtete
Graphen (mehr oder weniger Auswahl):

Definitionen Sei G = (V(G), E(G), fo) ein ungerichteter Graph, e € E(G)
und z,y € V(G). Dann heifit bzw. sagt man:

G ist endlich <= V(G) und E(G) sind endliche Mengen;

e ist Schlinge <= |fa(e)| = 1;

e ist Mehrfachkante ;<= 3¢’ € E(G)\{e} : fa(e) = fa(e');

G ist einfacher :<= G besitzt keine Schlingen und Mehrfachkanten;
(Einfache Graphen G lassen sich iibrigens ohne Verwendung einer Abbil-
dung fg beschreiben:

G = (V(G), E(G)),

wobei E(G) C {{a,b} | a # bA{a,b} CV(E)}.)
e ¢ verbindet z und y (bzw. e ist inzident zu x und y bzw. z (oder y) ist
adjazent zu y (oder z)) <= fag(e) = {z,y}.

Die Anzahl der Kanten, die mit einem Knoten z inzident sind, wird Grad
von z in G genannt und mit d(x) bezeichnet. Dabei zdhlt man jede Schlinge
als zwei Kanten! Man sagt:

e 1z ist isolierter Knoten <= d(z) = 0;

e 1z ist Endknoten <= d(z) = 1.

-
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Wie oben bereits erwdhnt, gibt es Modelle von Systemen, in denen anstelle
von Strichen Pfeile Verwendung finden. Z.B.

0
o’

Mathematisch kann man eine solche Zeichnung mit Hilfe der oben eingefiihrten
Begriffe wie folgt beschreiben:

G= {{I17$2,I3,I4}7{61762,63764,65}, fG)a wobei

el
T 7 ®
€1 (331,331) T
ea | (w2, 3) .
€3 ((Eg,fbg) —2>o563
eq | (z2,24) 2] je3
es | (z2,74) es les

T4

Verallgemeinern 148t sich dieses Beispiel wie folgt:

Definition Ein gerichteter Graph ist ein Tripel (V(G), E(G), fc), be-
stehend aus der Knotenmenge V(G), der Menge der gerichteten Kanten
(Bbgen) E(G) und der Inzidenzabbildung fg, die jeder gerichteten Kante
e ein geordnetes Paar (z,y) € V(G) x V(G) zuordnet. Falls fo(e) = (x,y), so
nennt man & Ausgangsknoten von e und y Endknoten von e.

/ y
z
Die obigen Begriffe und Bezeichnungen fiir ungerichtete Graphen lassen sich

ohne Miihe fast alle auf gerichtete Graphen iibertragen. Wir verzichten hier
auf deren konkrete Angabe.

Fiir ungerichtete/gerichtete Graphen lassen sich folgende Begriffe einfiihren:
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Definitionen

o G'=(V(G),E(G"), for) heiBt Teilgraph von G = (V(G), E(G), fa)
<= V(G CV(G)NE(G) CEG)A fe C fa.

e (' heifit spannender Teilgraph von G <
G’ ist Teilgraph von G AV (G) = V(G').

e (@ ist isomorph zu G’ <
3 Bijektion g von V(G) auf V(G’') A 3 Bijektion h von E(G) auf E(G') :
Ve € B(G) : fole) = {,y} (baw. fale) = (,9))
= far(h(e)) = {g(x),g(y)} (bzw. fa:(h(e)) = (g(e),9(y)) ).

Falls G zu G’ isomorph ist, schreiben wir G = G’. Die Relation 2 ist offenbar
eine Aquivalenzrelation auf einer Menge von Graphen.

Mit der Sprechweise ,,G ist isomorph zu G’ erfalt man Graphen, die bis auf
die Bezeichnung ihrer Knoten und Kanten identisch sind.

Beispiel Seien G und G’ ungerichtete Graphen, die durch folgende Skizzen

definiert sind:
i) /

/ 61 /
x x
2

€1 €2 , e 3

G . G" 2

3 €3 €4

T T3
€4
i

G ist zu G’ isomorph, da obige Definition fiir die Abbildungen

, h: e1r—e)

g: T = T ;
/ 62'—)63

To = X7 ;

’ €3l—>€1

X3 > To h
64'—>62

erfiillt ist.

Definitionen

Toe1T1e2T2e3xs . . . ey Ty, heift Kantenfolge (bzw. gerichtete Kantenfolge)
von xg nach x,, der Linge n des gerichteten Graphen (bzw. des ungerichteten

. Vi € {172, .. .,TL} : fg(ei) = {‘Ti,l,"bi}
Graphen) G <= { (bzw. fales) = (zio1, ).

Tp—2Tn—1

..... .
en%\
X

n

Die Kantenfolge nennt man offen, wenn xg # x,. Sie heiffit geschlossen,
wenn rg = x, ist.
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Man nennt die Kantenfolge (bzw. gerichtete Kantenfolge) xges . . . ez, Weg
(bzw. gerichteten Weg oder Bahn), wenn sie offen ist und alle o, ...,z
paarweise verschieden sind. Eine Kantenfolge (bzw. gerichtete Kantenfolge)
wird Kreis (bzw. gerichteter Kreis oder Zyklus) genannt, wenn sie ge-

schlossen ist und alle xg,...,x,_1 paarweise verschieden sind.
AuBlerdem:
Ein ungerichteter Graph G heifit zusammenhingend =

Vz,y € V(G) 3 Kantenfolge von x nach y.
Ein gerichteter Graph G heifit stark zusammenhingend <
Vz,y € V(G) 3 gerichtete Kantenfolge von x nach y.

AbschlieBend noch zwei Beispiele (nicht représentativ!) dafiir, was in der Gra-
phentheorie untersucht bzw. welche Sitze erhalten wurden. Dabei betrachten
wir nur ungerichtete Graphen. Wir beginnen mit den Eulerschen Linien.
Eine Kantenfolge K := zpejxies. .. e,2, heift offene (bzw. geschlossene)
Eulersche Linie des ungerichteten Graphen G, falls gilt:

{e1,...,en} =E(G) N (Vi#j: ei #e;) N (o # x (bzw. zo = ).
7.B. besitzt der Graph

5
€1 €9
4 €3 3
G eq| ©5 6 ez
1 es 2

die offene Eulersche Linie 1eg3ezde;besder2eglesdes?.

Folgendes Kriterium fiir die Existenz Eulerscher Linien wurde von L. Euler
1741 erhalten:

Sei G ein zusammenhdngender ungerichteter Graph. Dann gilt: G besitzt ge-
nau dann eine offene (bzw. geschlossene) Eulersche Linie, wenn genau zwei
Knoten von G einen ungeraden Grad haben (bzw. wenn d(x) fir alle x € V(G)
gerade ist).

Bewiesen wird dieser Satz im Band 2.

Die nachfolgenden Verfahren zur Konstruktion von Minimalgeriisten fin-
det man ebenfalls im Band 2 ausfiihrlich erldutert. Ausgangspunkt ist z.B.
folgendes Problem:

Geplant ist der Bau neuer Gebiude, die mit Energie (z.B. Gas, Strom, Dampf)
versorgt werden sollen. Die Kosten fiir die Herstellung moglicher Leitungsver-
bindungen zwischen den Gebduden seien bekannt. Wie findet man ein kosten-
optimales Leitungsnetz, das alle Gebdude versorgt, vorausgesetzt, dafl eine
Zuleitung pro Gebdude geniigt und die Liange des Weges von einer Energie-
quelle zum Gebdude keine Rolle spielen soll?
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Ein zugehoriges Graphenmodell sieht so aus:

Knoten sind die zu versorgenden Gebiude, (ungerichtete) Kanten sind die
moglichen Leitungsverbindungen zwischen den Geb#éuden a; und a;, die mit
den Herstellungskosten aj bewertet werden:

Qg
a; Qj

Exakt 148t sich dies mittels einer ,,Kostenfunktion“
a: B(G) =R

beschreiben.

Der sich ergebende Graph G ist offenbar zusammenhéingend. Da geschlossene
Kantenfolgen tiberfliisssige Verbindungen liefern, welche die Kosten erhohen,
muf} also ein zusammenhéngender, kreisloser, spannender Teilgraph (ein soge-
nanntes Geriist) gefunden werden, dessen Kantenbewertungssumme minimal
ist, d.h., wir haben ein sogenanntes Minimalgeriist aufzufinden. Nachfolgend
sind zwei Verfahren angegeben, die unter der Voraussetzung, dafl die Kanten
paarweise verschiedene Kantenbewertungen besitzen, jeweils eine eindeutige
Losung liefern. Bei der Beschreibung dieser Verfahren wird die anschauliche
Darstellung der Graphen zu Grunde gelegt.

Erstes Verfahren:

Man starte mit der Kante niedrigster Bewertung und fiige solange als moglich
die jeweils minimal bewertete Kante hinzu, die mit den bereits gewéhlten
Kanten einen zusammenhéngenden Graphen, aber keinen Kreis bildet.

Zweites Verfahren:

(1.) Man bilde den Teilgraphen G; von G, wobei V(G1) = V(G) und E(G1)
aus den Kanten jedes Knoten aus V(G) zu seinen niichsten Nachbarn
(das sind Knoten, zu denen Kanten mit der kleinsten Bewertung fiihren,
die von dem betrachteten Knoten ausgehen) besteht. Falls G zusam-
menhéngend ist, bildet G; das gesuchte Minimalgeriist.

(2.) Ist Gy nicht zusammenhingend, so ersetze man jede Komponente (das
ist ein zusammenhéngender Teilgraph, der nicht Teilgraph eines anderen
zusammenhéngenden Teilgraphen ist) von G; durch einen einzigen Kno-
ten und bildet einen Graphen G3, in dem zwei Knoten durch eine Kante
verbunden werden, sofern in E(G) eine Kante zwischen den entsprechen-
den Komponenten existiert. Gewahlt wird dabei die Kante mit minimaler
Bewertung.

(3.) Ist G2 zusammenhingend und kreislos, so ist man fertig.

G := (V(G), B(G1) U E(Ga), fa,) mit fa,(¢) := fa(e) fiir e € B(G1) U
E(G3) ist ein gesuchtes Minimalgeriist.

Besteht G2 aus > 2 Komponenten oder besitzt Kreise, so verfahre man
mit G wie mit G in (1.) und (2.).

Zwecks Illustration der obigen Verfahren wollen wir abschliefend ein Mini-
malgeriist fiir den Graphen G mit



E(G) = {{a,b},{a,d},{a,9},{b,c} {b,d},{c,d} {c, e} {c, [} {d, e},

1.7 Graphen

V(G) = {a’b7 C7 d7 67 f7 g7 h7i}7

{d,g},{d,h},{e, f}.{e.h},{e,i}. {f.i} . {g.h}, {h,i}}
und fe = id;g (G) sowie den Kosten (Kantenbewertungen) a({a,b}) = 15,
a({a,d}) =17, ... (siehe Zeichnung) ermitteln.

Das erste Verfahren verlduft dann wie folgt:

Beginn mit {d, e} (kleinste Bewertung!).

a

14

15 b 3 c
17 |12 6 8
1 e 5 f
9
13 |16 T Mo
2 h 4 i

Fortsetzung mit {e, f} (wiederum kleinste Bewertung!).

Weitere Fortsetzungen sind: {c, e}, {b,c}, {e,i}, {h,i}, {g,h}.

{e, [}, {e;h}, {f,i}, {b,d}, {c,d}, {d, g} entfallen wegen Kreisverbot.
Fortsetzung mit {a, g}.

Abbruch, da alle Knoten erfaf3t sind!

Als Minimalgeriist erhalten wir
G' = (V(G):{{a,g},{b.c},{c.e}. {d, e}, {e, f}.{e, i}, {g, h}, {h,i}}).
Dieses Gertist ergibt sich auch bei Anwendung des zweiten Verfahrens. Dabei
auftretende Zwischenschritte sind:

(1)

a

K

[
[
[
[
[
[
114
[
[
[
[
[
[

9

[
Ky 3
[ [
|
[
| |
I K3ld 1
| |
[
|
|
2 h 4
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@) K 15 K
7 6

K3

(1/) Kl K2
7 6

K3





