INHALT

FINLETTUNG ..ot tittteietiet ettt ettt st s
1 Beweisen — ein zentrales Thema
1.1 Zielsetzung der ArDEIt ..o
1.2 Unterschiedliche Perspektiven. .. ..ot
1.3 Unterricht als Angebot-Nutzungs-Struktus ... 25
1.4 AUTban der ArDEItu. i sttt ae e 27
THEORETISCHE GRUNDLAGEN ....outececerieienremeseerietenennrersesecscsesesessmsmseessesssssemssssssssssssssns 29
2 Beweis und Beweisen vom Fach her gesehen ..o 29
2.1 Zum Begriff des BeWeISes ..o 30
2.1.1  Begriffsklirung: Beweisen — BeWelS ...ccocvviciiiinicininnines 30
2.1.2  Unterschiedliche Akzentuierungen einzelner Aspekte........ccccoovvriicnnnn. 32
2.2 Zur Funktion des BeWEISES ...cui ittt s eneneas 39
2.3 Zur Bedeutung des BeWeisens ... 41
23.1  Kulturumspannende Bedeutung.........c.ooooiiiiiiiieen 41
23.2  Kommunikative Bedeutung ..........cccvevinrniinniiiniinceieccies e 41
2.3.3 Unterschiedliche Bedeutung im Wandel der Zeit........coooovoiiiiiiiiin, 43
234 Kontext Leistungsmessungsstudien und Bildungsstandards..................... 43
24 Beweisprobleme und ProblemlBsetypen ... 47
2.4.1  ProblemlOSetyPen ... ..ciiiicriii et bbb 47
242 Beweis- und Bestimmungsaufgaben ... 49
2.5 Verschiedene Typen von BeWeisen ... 50
2.5.1 Beweise aus mathematischer SICht. ... 50
25.2 Pragmatisches und intellektuelles Beweisen .....ccoviecriciiirninisicininnenns 50
2.5.3 Kategorisierung von Beweisen nach Wittmann und Miller (1988)........... 52
2.54 Verschiedene Beweisansitze von Leiss und Blum (2006) ......cccoovvevvrnneee 55
255 Ausdifferenzierung des inhaltlich-anschaulichen Beweises: Synthese ...... 56
2.5.6  GenetisChes BEWEISEN . ...viiiiiiieciiiererrrirree ettt esse et eseeseneas 58
2.6 Beweis und Beweisen — Inhalt und Gegenstand der Unterrichtsforschung .... 59
2.7 Fazit: Bewels — BEWEISEN ...ccviiiiiiciiicericietet et ca et eneves 61
3 Bedeutsame psychologische Prozesse beim Beweisen. ..., 62
3.1 Mathematisches Verstehen als Ziel und Ausgangslage .......ocoovvvnieceviniicnnne. 62
3.1.1  Verstehen: BegriffsSKlArung ... 63
3.1.2  Verstehen und ProblemlOsen ..o iinnernnesenieccieereteeeseeeeesesrernnene 65
3.1.3  Verstehen von BEWeEISEN coviviiivievinieiinieerenecenee oo 66
3.1.4 Die Warum-Frage als Ausléser des Beweisprozesses..... .67
3.1.5 Verstehenselemente — die inhaltlichen Bausteine................ e 69
3.2 Modellieren — auch beim Beweisen.....ocooceveericeeniinieninenens .70
3.21 Der Modelliecrungsprozess in der Ubersicht...... 71
3.22 Beweisen: spezifische Art des Modellierens ...... . 76
3.2.3 Verstehenselemente: Semantik und Syntaktik...... .16
33 Richtungen des Denkens und logisches Schliessen........... w18

3.3.1 Zwei Denkrichtungen: Induktion und Deduktion ..
3.3.2  Weitere Begriindungsarten
3.3.3 Arten des schlussfolgernden Denkens ...

11

\
Bibliografische Informationen digitalisiert durch E I HLE
http://d-nb.info/1033427225 I‘B IOTHE


http://d-nb.info/1033427225

3.4

3.5

3.6

4.1

42

4.3

44

3.3.4  Entwicklung des schlussfolgernden Denkens ..., 82

3.3.5 Verifikation — Falsifikation — Validietung.....ccococoiiirncnnennnneniee, 83
Formulieren — Denken und Sprechem ..., 83
3.4.1 Denken und SPrechen .. 34
3.4.2 Formulieren: Verstandenes in eine Form bringen ..., 87
343  Allcagsbegriff und wissenschaftlicher Begtiff.......ccccoovvnnnncnn,
3.4.4 Begriffsbildung als Arbeit an der Sprache......cooiiiiiionns
Argumentieren als schlussfolgernde Spracharbeit ..o
351 Argumentieren: BegriffsKIArung ...
3.5.2  Die Struktur eines ALGUMENLS .......ovvieveniinrnnnsnsinsenerinns

3.5.3 Argumentieren — ein psychosozialer Prozess .....................

3.5.4  Argumentieren aus Sicht der Bildungsstandards

3.5.5 Beweisen und Argumentieren: GleichesI oder Unterschiedliches? ........... 106
Fazit: Prozessmodell des mathematischen Beweisens......ovcverevciiorecercrirnenens 108
Unterricht und unterrichtliches Handeln beim Beweiseni....c.ccooccoecerncencnnn. 116
Die Lehtpersonen und ihr Handeln beim Beweisen ..., 116
4.1.1  Uberzeugungen von LERIPErSONEN ........wrcemereemnerinismissinesreescnrannens 116
4.1.2  Wissensbereiche von LehIpersonen ...t 121
4.1.3  Emotionale und motivationale ASPeKte.......ccorieiniiiiiiiiiersieienineiininias 126
4.1.4  Gestaltung der Lerngelegenheiten im Unterficht ... 128

Die Lernenden beim Beweisen.......c.coocococcnninnns et e 131
421  BeWEISKOMPEIENZ ..covimmimiriiniriiiiniiisiense s sanss st nianes 131
4.2.2 Motivationale Aspekte und Interesse beim Beweisen......ccooveievinrerinennes 137
4.2.3  Emotionale Aspekte beim BeWeisen ... 139
424  Schwierigkeiten der Lernenden mit und beim Beweisen niiiircernnnne. 139
4.2.5 Mathematikunterricht aus Sicht der Lernenden.......ooooovvmnceiceiccnae, 142
Lernhilfe- und Unterstiitzungskultur beim Beweisen.......o.ovvieieinniiciininnen, 143
43.1 Grundsitzliche Uberlegungen zur Gestaltung von Beweisphasen .......... 145
4.3.2 Bedingungen fiir produktives Atgumentieren. .. srsresrsnnesenenns 149
433 Modelle fiir die Gestaltung von mathematischen Beweisphasen............. 150
434 Unterstitzung mittels Heuristik ..o, 157
4.3.5 Partizipation der Lernenden an der Titigkeit des Beweisens.....ccoovevennn.. 162
43,6 Didakdsche Kommunikation und Klassengesprich ..., 167
Fazit: Unterricht und unterrichtliches Handeln ... 174

ERKENNTNISINTERESSE, ZIELSETZUNGEN, KONTEXT UND FRAGESTELLUNGEN...176

5
51
52
5.3
6
6.1

6.2

12

Erkenntnisinteresse im Kontext einer binationalen Studie .......cocovvveiriinnnnes 176
Zentrale Aspekte und Forschungsliicken......cooociiiirnn, 176
ErKENNTNISINTEIESSE 1.vuvaeereereeceririeieireneeeieiees sttt aeb s

Kontext dieser Arbeit...
Fragestellungen ..o
Beschreibung von Beweissequenzen ..........cccoveeees

6.1.1  Entwicklung des Analyseinstruments .
6.1.2  Deskription der BeweiSSEqUENZEn ........couvivvivririnniiieniiiinissississnssininssnenens

Gestaltung von Beweissequenzen und weitere Daten auf Klassenebene....... 184
6.2.1 Beweissequenzen und Uberzeugungen der Lehrpersonen.......oo..onerecnenn. 184
6.2.2 Beweissequenzen und eingeschitzte Unterrichtsqualitit .
6.2.3 Beweissequenzen — unabhingig vom Inhalt? ..o, 186




6.2.4 Beweissequenzen und mittlere Leistungsfihigkeit der Klasse .................. 187

6.3  Wirksamkeit und bestimmte Konfigurationen von Beweissequenzen ........... 187
6.4  Adaptivitit unterschiedlicher Konfigurationen von Beweissequenzen .......... 188
6.5 Argumentations- und Partizipationsstrukturen in Extremklassen .................. 189
6.6 Empirische Arbeit im UBerblick ........oeveunrevimmcrmmmecrreneeesssessiseseresnecerssncenes 189
AUFGABE UND AUFGABENANALYSE.....ocviviiiintiniiisnsiniinisnses sttt ssb st s sniensassssans
7 Aufgabenanalyse ........ccoovvinns
7.1 Aufgabe und Aufgabentyp
7.2 Aufgabenmerkmale ...
721  Aufgabenkern
7.2.2  Mathematisches Stoffgebiet
7.2.3  Aufgabenperipherie . ... s
7.2.4  Strukturbildende Aspekte der Aufgabe ..o
7.3 Didaktische Qualitit der Aufgabe.....ccooiiiiiiiin,
7.4  Konsequenzen fiir die Bearbeitung der ,,Speziellen Aufgabe® ...........cc.cc.....
7.5  Verstehenselemente und mathematischer Hintergrund.......cccovviniviiiniennen,
7.5.1 Mathematischer Hintergrund der ,,Speziellen Aufgabe®
7.5.2  Zentrale Verstehenselemente der ,,Speziellen Aufgabe®
7.5.3 Verstehenselemente umgesetzt in den verschiedenen Beweistypen....... 211
QUANTITATIVER TEIL: METHODEN UND ERGEBNISSE......cccoirniireriinminisssssnnissssnsssenenns 222
8 Methode Teilstudie I: Videoanalyse
8.1 Datensatz ...
811 VIdEOdALEN. it
8.1.2  SHCRPILODE .ccoviceiciviceec et
8.1.3  AnalySeeiNheit ot
8.2 ANalySEINSTIUMENT coucuieirerieiii ettt ss st osesbosssseas
8.2.1 Dimensionen des AnalySeinstruments........cooeeevirerversoerrieiisscsssessssessseenns 226
8.2.2  Analyseinstrument in det UBErSiChE ........ooeveermrreveeereeeesneseessseneeessnereecenns 232
8.2.3 Kategorien im Einzelnen........cooevenneee.
8.24 Einschitzung der Items
8.2.5 Reliabilitit des Instrumentes y
8.3 VOIZEREnSWEISE coocviiiiiciicttr st s
8.3.1  Videoanalyse ..o e
8.4 DatenauSWEITUNE.....covcriierririiieni ittt as e ases bt sans
8.4.1 Nominal und ordinal skalierte Daten ..o, 266
8.4.2 Berechnete Variablen und metrisch skalierte Daten ........cccoorerivcieiecnane 267
8.43 Mittelwertsvergleiche ...,
9 Methode Teilstudie 1I: quantitative Datenanalyse
9.1  Datensatz und StChPIODE ..ot
9.2 Daten auf Klassenebene .........cccoevruninnne
9.21 Befragungsdaten Lehrpersonen....
9.2.2  Daten aus dem hochinferenten Ratmg der Textaufgabenemhelt ............. 272
9.23 Daten aus der Pythagoraseinheit: Beweiselemente..........cccooovvreriirennnnnnn 273
9.2.4 Leistungsdaten der Lernenden auf Klassenebene.........cc.coooviiiiiniiinns 275
9.2.5 Daten zur Verinderung von Leistung, Motivation und Interesse............ 277
9.2.6  Befragungsdaten der Lernenden, Eingangsbefragung .......cocoovvuevvreinnnnns 277



93
10
101

10.2

10.3

11
11

11.2

11.3

14

9.2.7 Befragungsdaten der Lernenden, unmittelbar nach der Videosequenz..279

9.2.8 Befragungsdaten der Lernenden, Ausgangsbefragung.........oovevvecivninnn, 280
Datenerhebung und -auswertung ... 280
Ergebnisse Teilstudie I: quantitative Auswertung aller Falle.........ooooi, 281
Deskription der BeweiSsequenzen ..o et 282
10.1.1 Bearbeitungsrahmen und Kontext der Aufgabenbearbeitung................. 282
10.1.2 Sprache, Begrifflichkeiten und Metakommentare..........coooveeriveericrinnnnnnn,
10.1.3 Bearbeitungshilfen und Arten des Schliessens ...,
10.1.4  Art des BeWeISES ..vrriiviiecieici et e

10.1.5 Heuristik....coovoveveereeeneee
10.1.6 Verstehenselemente
10.1.7 Bearbeitung von Aufgabenmerkmalen
10.1.8 Effizienz der Bearbeltung.......oooiiivccccccmmmniiiccccnininncieicecnsnsinns
10.1.9 Fachliche Fehler ..ot eicvernrere et sseeesenees
10.1.10 KOMMUNIKAHONSITIUSTEL «..vvveovoveeese e sesereeveseereesssss s sess e eressssssssensnsnsens
10.1.11 Eine besondere Gruppe: mehrdimensionales Beweisen
Systematische Zusammenhinge und Abhingigkeiten................
10.2.1 KOLrelationen ..i.eeeeeeceeeieecieisier et seseocaes

10.2.2 Zusammenhinge mit der Art des durchgefiihrten Beweises .......ccoouuu.....
10.2.3 Gruppenunterschiede ... 315
Zusammenfassung und Beantwortung der Fragestellungen ........coococnnnnnn. 317
10.3.1 Zusammenfassung und Beantwortung der Fragestellungen. .................... 317
Ergebnisse Teilstudie IT: weitere Daten ..o 322
Gestaltung von Beweissequenzen und Merkmale der Lehrpersonen............. 324
1111 GruppenvergleiChe ... .o
11.1.2 Kotrelathonen .....ovevveeieeieviceeerecseieies st esen e
11.1.3 Zusammenfassung Gruppenvergleiche nach Beweistyp ...
11.1.4 Zusammenfassung Korrelationen ...,
Gestaltung von Beweissequenzen und eingeschitzte Unterrichtsqualidit.......337
11.2.1 GruppenvergleiChe ... 337
11.2.2 KOLLEIAHOMEN .ttt ettt sesae e et et ene e e sanesesnesens 338
11.2.3 Zusammenfassung Qualititsmerkmale nach Beweistyp.....cooocvvveierenenn, 339
11.2.4 Zusammenfassung Korrelationen............cvvvcininnnnncniiiiceene, 341

Gestaltung von Beweissequenzen — unabhingig vom Inhalt? ... 343
11.3.1 Gruppenvergleiche
11.3.2 Korrelationen............
11.3.3 Zusammenfassung der Gruppenverglelche
11.3.4 Zusammenfassung der Kotrelationen ...,
Gestaltung von Beweissequenzen und Leistungsfihigkeit der Klassen.......... 349
11.4.1 GruppenvergleiChe ... e
11.4.2 KOTrelatiOnen .....ocvoiiciiiiiieticver e etee et a ettt san e sae e eeeenesis
11.4.3 Zusammenfassung der Gruppenvergleiche..
11.44 Zusammenfassung der Korrelationen...........
Wirksamkeit: Verinderungen tiber das Jahr
11.5.1 GruppenvergleiChe ...t
11.5.2  KOITElAtIONEN cuvevireriveiirrcierer et saese st ete e s sses e ese et eseessennseresnenens
11.5.3 Zusammenfassung der Gruppenvergleiche ..., 359




11.54 Zusammenfassung der Korrelationen ..., 363

11.6  Gestaltung von Beweissequenzen und die Sichtweise der Lernenden............. 366
11.6.1 GruppenvergleiChe ...t s 367
11.6.2 KOFLEIAtOMEN ..ottt ettt ettt et sas st ane e 368
11.6.3 Zusammenfassung der Gruppenvergleiche ........coovvveiiiiiiininininncrnienni, 370
11.6.4 Zusammenfassung der Korrelationen ..., 373
QUALITATIVER TEIL: METHODEN UND ERGEBNISSE......cccviiiiiiiinnninnesissnsnesenies
12 Methode der qualitativen Fallanalyse.......ccccovvvenivininniiminecceee s
12.1  Fragestellungen, Leitfragen und Falldefinition........cooocvoeeninnnnns
12.1.1 Fragestellungen und Leitfragen ......c.cccconnnnnans
12.1.2 Art der Fallstudie und Definition des Falles
12.2  Datensatz und SUCAPIODE .....vcviiiiiiiiiiircc e
12.2.1 VOrannahmen.......c.ociiiiiienirieienerese e esee s sessessesbeesaceseseneennennins
12.2.2 Kiitetien fir die Fallauswahl.......ccooviiiiiiieiieeenennceieeeeeeee e
12.2.3 Ausgewihlte Falle ......coooimiiiiiiiiiiniic e
12.3  Einbezogene Daten ...
12.3.1 Daten aus Teilstudie I und Teilstudie T ....cccoiirrinerreeeccccrirenns
12.3.2 Weitere Daten ....occvevvcevernevenneesivecenennnennes
12.4  Datenauswertung.....cooveeuenee
1241 Gewihlter Zugang
12.4.2 Fiinf Bearbeitungsschritte bei der Datenauswertung.........cccooeeeererrennne. 387
12,5  ErgebnisdarstellUng .....oocovveiireiiieiiiiiiceeee s 392
13 Ergebnisse Teilstudie I1II: Extremklassen.......vremeiriiiciieccinnes 392
131  Die beiden ausgewihlten Fille in Teilstudie T und ... 393
13.1.1 Die beiden Fille in der Videoanalyse.........ccoooemiiiiiiiicis 393
13.1.2 Befragungsdaten Lehrpersonen... e 396
13.1.3 Daten der Schiilerinnen und Schiler auf Klassenebene ......oeceerveeenneee 401
13,104 Fazit ot vt arne 406
13.2  Fall A: Grosster mittlerer Leistungszuwachs ..o 407
13.2.1 Wie entwickelt sich das Themar.........cccccovevnvevnnecenieecrereeeeereae 407
13.2.2 Wie wird begriindet und erklart? ... 418
13.2.3 Wie wird IEELAGIEIT? ...oviiiiririiceieies et b b e raens 421
13.2.4 Wie erklirt die Lehrperson ihr Handeln?......coeviveiviiiiiiininiiniieienen, 424
133  Fall B: Geringster mittlerer Leistungszuwachs wihrend des Jahres................ 427
13.3.1 Wie entwickelt sich das Themar .....c.ouiioiiieeriee e 427
13.3.2 Wie witd begriindet und erklirt?.....
13.3.3 Wie wird interagiert? ........oomriveveniisnnnnas
13.3.4 Wie erklart die Lehrperson ihr Handeln?........ocooeiiiiiiininis
13.4  Vergleich der Argumentations- und Partizipationsstrukturen .....oevvcrvererenees
13.4.1 Vergleich der beiden Fille in den funf Aspekten.....ccccocnineninnnnenn,
13042 FAZIE oottt sttt e st et sesae e sae s bbb e st et ne et e e eaeenerae
ZUSAMMENFASSUNG UND DISKUSSTON.....cciiiruriiirieeeiieerarireesnreesirieessrsessssesesesesesessennes 474
14 Diskussion der Ergebrisse ..o e 474
14.1  Zentrale Ergebnisse der Analyse aller Fille aus Teilstudie L.....ocoevrivivenanen. 474
14.1.1 Beschreibung der Beweiskultur ... 474
14.1.2 Systematische Abhingigkeiten und Zusammenhinge der Merkmale.....483

15



14.2  Diskussion der Befunde aus Teilstudie 11 in Form von Thesen....................... 488

14.2.1 Beweissequenzen und Uberzeugungen der Lehrpersonen.....ocevnnnee. 489
14.2.2 Beweissequenzen und eingeschitzte Unterrichtsqualitit......oecvvceccnnnnn, 492
14.2.3 Beweissequenzen — unabhingig vom Inhalt? ..o 493
14.2.4 Beweissequenzen und Leistungsfihigkeit der Klasse/Adaptivitit........... 494
14.2.5 Wirksamkeit und bestimmte Konfigurationen von Beweissequenzen...496
14.2.6 Sichtweise der Lernenden. .. iinnniiieeeeinisecsesneeseseeaesoverenens 498
14.2.7 Weitere ASPEKLe ..ot et annes 500
14.3  Diskussion zentraler Ergebnisse der Fallstudie (Teilstudie IIT)......cooccreneeeen, 501
14.3.1 Einschitzung von Unterrichtsqualitit und Bildungswirkungen ............... 501
14.3.2 Zusammenfassung in Form von Thesen ..., 506
RUCKBLICK UND AUSBLICK ..oveveveteitereresisiesssstsisrssssntesesessssnssessesssessssncsssesesaesesesssesassasessssns 515
15 Rickblick und Ausblick......cccocevirieriveiirinririeennd! fereerereerereseesenserarssstetataartareraens 515
15.1  Schlussfolgerungen zum Beweisen, Begriinden und Argumentieren............... 515
15.1.1 Konsequenzen fiir die Tétigkeit des Beweisens im Unterricht................. 515
15.1.2 Konsequenzen fir den Mathematikuntersicht ..., 516
15.1.3 Konsequenzen fir die Praxis......coormviiivennnnnnnn,
15.1.4 Konsequenzen fiir die Forschung...
15.2  Rickblick und Ausblick......cccrvivnninveninn.
15.2.1 Beitrag TheotrieentWiCKIUNg ... e
15.2.2 Diskussion des methodischen Vorgehens ... 521
15.2.3 Grenzen der vorliegenden Studien.........vvciriiicnnrncceeccicieenen 525
15.2.4  AUSDLCK.c.cuiuivivieieiieisici ettt ettt rn ettt sanas bbb bbbt s senas 526
TITERATUR ..eovevtutiririerenteteeeeteaesesseseeesesestssensssotosesessesasessesensensonstonssinsanessosensasensasssentassssssosssen 528
ABBILDUNGSVERZEICHNIS ...ccovtiriiieeieientietesceerstissessosesrasseseesasstssasaessescsrassesssnsessssassesessens 550
TABELLENVERZEICHNIS........cecetetititetisestesesieaseeseststesseesensasessessensasasessessseasensssessesaesesseneens 555

16



